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A Magyar Fizikai Folyóirat változó terjedelmű füzetekben jelenik meg, és az Akadémia 
III. Osztályának előadóülésein bemutatott dolgozatokat, továbbá magyar és egyes külföldi fizi-
kusok dolgozatait, közleményeit tartalmazza. Évenként egy kötet jelenik meg, hat füzetben, füze-
tenként átlag hat ív terjedelemben. 
Kéziratok a következő címre küldendők: 
Jánossy Lajos akadémikus 
Budapest, XII., Konkoly Thege út. 
Központi Fizikai Kutató Intézet 
Ugyanerre a címre küldendő minden szerkesztőségi levelezés. 
Minden szerzőt 50 különlenyomat illet meg megjelent munkájáért. 
A közlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztőség lehetőleg visszajuttatja a szerzőhöz, 
de felelősséget a beküldött és el nem fogadott kéziratok megőrzéséért vagy továbbításáért nem 
vállal. 
A folyóirat előfizetési ára kötetenként belföldi címre 42 Ft, külföldi címre 60 Ft. Belföldi meg-
rendelések az Akadémia Kiadó, Budapest, V., Alkotmány u. 21. (Magyar Nemzeti Bank egy-
számlaszám: 05-915-111-46), külföldi megrendelések a „Kultúra" Könyv- és Hírlap Külkeres-
kedelmi Vállalat, Budapest, I., Fő utca 32. (Magyar Nemzeti Bank egyszámlaszám: 43-790-057-181) 
útján eszközölhetők. 
A kéziratokkal kapcsolatban a szerkesztőség a következőket kéri a szerzőktől: 
1. Amennyiben a cikk témáját a folyóiratban először publikálják, a téma előzményeit, az ál-
talánosan elfogadott nézeteket a bevezetőben a szokásosnál részletesebben fejtsék ki, és a cikk 
megírásakor a didaktikai szempontoknak megfelelően érvényesítsék. 
2. A dolgozat elé rövid tartalmi ismertetöt írjanak. 
3. A levezetéseknek csak a gondolatmenetét és főbb lépéseit közöljék. Ha részletezésre lesz 
szükség, a szerkesztőség azt külön fogja kérni. 
4. A kéziratokat gépelve, egy oldalra írva, 4 cm-es margóval, kettős sorközzel készítsék el. 
5. Az ábrákat ceruzával sima fehér papíron rajzolják. A nyomda számára a rajzok elkészí-
tését a kiadó vállalja. 
6. Az ábrák alá rövid magyarázó szöveget írjanak. 
7. A szövegközti formulákban ferde törtvonalat, pl. 1/2, törtek helyett lehetőleg negatív 
kitevőt, gyökjel helyett pedig törtkitevőt, az e~kT típusú kifejezések helyett pedig exp ( —kT) jelölés 
alkalmazzanak. 
8. A vektorokat fett betűvel jelöljék. Ha a dolgozatban operátor is szerepel, ezt írjuk fett 
betűvel, a vektorokat pedig gót betűvel. 
GAMMASUGÁRZÁS NAGY- ÉS KATASZTRÓFA-
DÓZISAINAK MÉRÉSE FILMES MÓDSZERREL* 
BOJTOR IVÁN, KISS ISTVÁN és KOCZKÁS GYULA 
Országos Röntgen és Sugárfizikai Intézet 
és FORTE Fotokémiai Ipar Kutatólaboratóriuma 
A gammasugárzás nagy (100r-es nagyságrendű) dózisainak mérésére alkalmas 
eljárások közül a filmes módszert tettük vizsgálat tárgyává. Forte filmmel folytatott 
kísérletek alapján a nagy gamma-dózisok gyakorlatilag energiafüggetlenül mérhetők. 
Biztosított az egyéni sugárterhelések dokumentálása is. Az utóbbi körülmény nagy 
(és katasztrófa) sugárdózissal terhelt személyeknél igen jelentős, a sugárártalom 
orvosi kezelése vagy az egyéb következmények számításba vétele szempontjából. 
A nagy gamma-dózisok mérésére szolgáló filmdozimeterünk méréshatára a letalis 
dózisig terjedő tartományt öleli fel és kielégítő energiafüggetlen mérőtulajdonsággal 
rendelkezik. 
Az egyéni dózismérés mai, fejlett módja nem nélkülözheti az esetleges sugár-
katasztrófáná lfellépő — vagy egyéb helyzetben regisztrálandó — nagy dózisterhelések 
mérését. Az egyéni dózismérésnek ilyen irányú szélesítését egyfeló'l a radiológiai 
és reaktortechnikai személyzet jelentősebb sugárterhelésének lehetősége, másfelől 
az esetleges sugársérülést okozó dózis orvosi vonatkozású ismerete indokolja. 
A nagy gamma-dózisok tartományában a kapott dózis kellő pontosságú megálla-
pítása ugyanis az orvosi kezelés számára a sugársérülés diagnosztikai és terápiás 
értékelésének egyik összetevőjéül szolgálhat. 
Gammasugárzás nagy dózisainak mérésére az egyéni, sugárvédelmi célú dózis-
mérés keretei között legelőnyösebben a filmdozimetria, valamint az üveg- és a ter-
molumineszcenciás effektuson alapuló kristály-dozimetria alkalmazható [1, 2, 3, 4]. 
Filmdozimetriai mérések fizikai és fiziko-kémiai vonatkozásait, valamint tech-
nikai kérdéseit már leírtuk [5, 6], és jelen probléma kísérleti részének megoldásánál 
a tárgykörrel kapcsolatban a szerzett tapasztalatokat értékesítettük. Közölt kísér-
leti eredményeink szerint, gamma-dózisok közel 100 r-ig terjedő fotográfiai méré-
sét a FORTIX fotopapír jó l biztosította [5]. Részben a méréshatár jelentős — legalább 
a félhalálos dózisig terjedő — bővítése, részben pedig exaktabb kiértékelési eljárás 
bevezetése: a transzparens fényű denzitometrálás tette szükségessé az említett ered-
mények továbbvitelét. Ebből a célból kísérleteket folytattunk hazai gyártmányú 
fotoanyagokkal. A kb. 20 r-től mintegy 600 r-ig terjedő dózis-intervallum mérését 
kívántuk megoldani. Természetesen figyelembe kellett venni az emulzió-érzékenység 
energiafüggésének kompenzálási lehetőségeit is. Ebben a kérdésben a már közzé-
tett kísérleti tapasztalatainkat használtuk fel [5]. Egyrészt Szimán Oszkárnak a Forte 
Fotokémiai Ipar által üzemszerűen előállított fényérzékeny anyagokkal kapcsolatos 
vizsgálatai, másrészt saját kísérleti tapasztalataink alapján, nagy gamma-dózisok 
regisztrálására a kino-pozitív film mutatkozott legalkalmasabbnak.** Kísérleti mun-
kánk során az előhívással kapcsolatos fiziko-kémiai és mechanikai problémák igen 
lényegesnek mutatkoztak. 
* Érkezett 1962. IX. 10. 
** E helyen is szeretnénk köszönetet mondani Szimán Oszkárnak. 
1 Fizikai Folyóirat XI/1 
2 BOJTOR I., KISS I. ÉS KOCKÁS GY. 
A megfelelő előhívó kiválasztása, továbbá a kinopozitív film fotográfiai tulaj-
donságaira (gradáció, alapfátyol, érzékenység) vonatkozó adatszerzés céljából elő-
ször Din-szenzitométerben, Neo-Din napfényszűrőn át exponáltunk 3-3 mintát . 
A megvilágító fény színhőmérséklete a szűrő előtt 2 600 K° volt, a szűrő átereszté-
I. TÁBLÁZAT 
A látható fénnyel végzett vizsgálatok adatai 
Az előhívó 
Hivásí idő A film fotográfiai tulajdonságai 
típusa pH-ja hőmérséklete C° perc У s D o 
F D - 2 * 9,71 18 2 1,06 
1,05 
1,11 
2,0 
2,2 
2,3 
0,06 
0,06 
0,06 
4 1,37 
1,45 
1,45 
3.4 
3.5 
2,0 
0,07 
0,07 
0,06 
25 2 1,48 
1,50 
3,7 
3,7 
0,06 
0,07 
4 2,64 
2,66 
2,66 
4,6 
4,6 
4,6 
0,07 
0,07 
0,07 
F D - 2 + 2,5g/lit 9,82 18 2 1,23 1,6 0,05 
KBr 4 1,80 
1,87 
3,5 
3,3 
0,06 
0,06 
F D - 2 10,75 18 2 1,83 
1,77 
1,77 
3,4 
3,4 
3,4 
0,06 
0,06 
0,06 
4 2,50 
2,49 
2,48 
4,5 
4,5 
4,5 
0,07 
0,07 
0,07 
A g f a - 3 0 10,20 18 2 1,73 
1,72 
1,70 
3,1 
3,1 
3,4 
0,06 
0,06 
0,06 
4 2,22 
2,17 
2,15 
4,1 
4,1 
4,1 
0,07 
0,07 
0,07 
* Összetétel : metol 2,0 g 
hidrokinon 6,0 g 
nátriumszulfit (vízmentes) 50,0 g 
nátriumkarbonát (vízmentes) 25,0 g 
káliumbromid 2,5 g 
+ desztillált víz ad 1000 ml 
y a gradáció 
S az érzékenység 
D o az alapfátyol 
1 
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sére jellemző т értéke 0,193. Megvilágítás: 24 lux, 2 0 x 0 , 0 2 sec. Az előhívók hő-
mérsékletét Höppler-ultratermosztát segítségével állítottuk be; a minták mozgá-
sát mechanikus elrendezés biztosította, percenkint 70-es frekvenciával. A hívás 
után 2 % jégecetet tartalmazó stopfürdőt használtunk. A Din-csíkok denzitását 
Evans EEL denzitométerrel mértük. A műszer transzparens sugármenettel 0—3,00 
feketedéstartományban mér; hitelesítése 0,2 leosztású lépcsős ékkel történik. Az érzé-
kelő fej cella-nyílása 2 mm átmérőjű kör. 
/. ábra. Forte kino-pozitív film S = / ( i g r ) függvény-
kapcsolata F D-2 előhívó használata esetén különböző 
előhívási feltételek mellett 
görbe: előhívás 18C°-on 2 percig y = 1,00 
— — görbe: deszt. vízzel 1 :1 arányú hígítás, 
előhívás 18C°-on 4 percig y = 1,45 
görbe : előhívás 18 C°-on 4 percig y = 2,00 
A látható fénnyel exponált kino-pozitív filmek előhívásának és kiértékelésének 
adatait az I. táblázat tartalmazza. 
A kino-pozitív filmek besugárzását Cs 1 3 7 izotóppal végeztük. Besugárzás előtt 
a filmek helyén dózist mértünk, erre a célra a Physikalisch-Technische Werkstätten 
Kondiometer, valamint a Victoreen r-meter kondenzátor kamráit használtuk fel. 
A filmekre sugárzott dózist mintegy 10 mérés középértéke adta meg. (Az egyes méré-
sek középértékétől való eltérés maximálisan 4 % volt.) A látható fénnyel folytatott 
kísérletek alapján számításba jöhető előhívókkal és hívási paraméterekkel több 
I 
if 
Г I 1 T I T Г I I I I I I  
О Ю 20 30 Ш5060 100 200300 500 S00 й(г) 
SO Ш ООО гООО 
2. ábra. Cs , J7-tel besugárzott film ón szűrő alatt mért 
dózis-feketedés görbéje. 
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kísérleti filmsorozatot hívtunk elő. Az előhívási feltételeknek a y értékére vonatkozó 
befolyását az 1. ábra mutatja. Végeredményben a 18* 0,3 C° hőmérsékletű, 9,8 + 
0,2 pH-val rendelkező, desztillált vízzel 1:1 arányban hígított F D-2 előhívóban 
végzett 4 perces hívás mutatkozott megfelelőnek. A denzitometrálást az említett 
készüléken végeztük. Az 1 mm-es ón szűrő alatti és az üres mezőre vonatkozó dózis-
feketedés görbét a 2. ill. a 3. ábra mutatja. 
A dózismérő film feketedését külön-
bözőenergiájú gammasugárzás okozhatja. 
Az emulzió érzékenységének energiafüggő 
tulajdonsága miatt a filmet ért dózis meg-
határozása általánosan a filter alatti feke-
tedés alapján történik [5], ismert dózisokkal 
felvett dózis-feketedés görbe alapján. 
Cs137-tel és Co6 0-nal , azonos dózis mellett 
besugárzott filmek 1 mm-es ón szűrő 
alatti feketedését (8-8 mérés középérté-
két) a II. táblázat tartalmazza. 
II. TABLAZAT 
I mm-es ón alatt mért feketedések 
Sugárforrás Feketedések 
C o 6 0 0,79 
Cs ' 3 7 0,77 
У////Ш/Ш 
4. ábra. Gammasugárzás nagy dózisainak 
mérésére szolgáló filmtartó kazetta. 
Az említett körülmény figyelembevé-
telével, nagy dózisok mérésére alkalmas 
filmtartó kazettát a 4. ábrán mutatunk be. 
Köszönetünket fejezzük ki Radó Aurélnak, a Forte Fotokémiai Ipar Kutató-
laboratóriuma vezetőjének hasznos tanácsaiért és Szűcs Miklós kutatómérnöknek 
fotolaboratóriumi szíves közreműködéséért. 
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NEUTRON REAKCIÓK HATÁSKERESZTMETSZETÉNEK 
VIZSGÁLATA Rh103 MAGNÁL* 
CSIKA1 G Y U L A , BACSÓ J Ó Z S E F és D A R Ó C Z Y S Á N D O R 
M T A Atommag Kuta tó Intézete, Debrecen 
A Rh 1 0 3 + n reakció vizsgálata során meghatároztuk: a R h l 0 3 / n , y / R h 1 0 4 , I 0 4 m 
reakciók hatáskeresztmetszet-viszonyát 0,032 eV, 2 4 k e V , l l ó k e V , 2,49 MeV és 
14,67 MeV neutronenergiáknál ; a Gny hataskeresztmetszetet 24keV, а оп у /сп& hatás-
keresztmetszet-viszonyt 2,49 MeV, a a n y és a„, hatáskeresztmetszeteket 14,67 MeV 
bombázó energiánál. Kimutattuk a Rh1 0 3 /n, а /Тс 1 0 0 reakció létrejöttét. Megmér-
tük a Rh1 0 4"0 4™ és Te1 0 0 i zotópok felezési idejét. 
I. Bevezetés 
A neutron reakciók hatáskeresztmetszetére vonatkozó kísérleti ada tok a Rh 1 0 3  
magnál — eltekintve a termikus energiától — nagyon hiányosak. Ezen adatok ki-
egészítésén túlmenően célunk volt a R h 1 0 3 / n , y / R h 1 0 4 - 1 0 4 m reakcióban keletkező 
izomer-pár hatáskeresztmetszet-viszonyának energia-függését, és ezen keresztül 
a különböző spin-értékű szintekre tö r ténő legerjesztődés arányának a közbenső 
mag impulzusmomentum eloszlásától való függését tanulmányozni. A vizsgálat 
lehetővé teszi annak a feltevésnek az ellenőrzését is, mely szerint a közbenső mag 
legerjesztődése y-kibocsá-
tás ú t ján elhanyagolható, 
ha valamely más részecs-
kecsatorna nyitott [23] [24]. 
II. Kísérleti elrendezés 
A méréseket termikus 
(0,032 eV), 24 keV, 116 
keV, 2,49 MeV és 14,67 
MeV energiájú neutronok-
kal, aktivációs módszerrel 
végeztük el. A termikus 
neutronokkal történt akti-
válásnál egy Sb-Be foto-
neutronforrást [1] helyez-
tünk egy nagyméretű paraf-
fin belsejébe, és a kad-
m i u m - k ü l ö n b s é g m ó d s z e r t j
 á b r a A különböző energiájú neutronokkal végzett akti-
a l k a l m a z t u k (1. 1 A á b r a ) . válások kísérleti elredezései 
Para fin tömbök 
Ph fólia 
0 nyaláb 
P h fólia target fesz Vonalira 
,tow 
COUSTiO" Etá- , ero'rro 
Lineáris 
erős ПО 
RATE 
METEO 
Oiszhri-
minőfor 
* Érkezett 1962. IX. 15. 
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A 24 keV energiájú neutronokat a Sb-Be fotoneutronforrás szórásmentes környe-
zetben való elhelyezésével nyertük (I. IB ábra). A 116keV energiájú neutronokat 
a C 1 2 /d , n / N 1 3 reakcióból, az ATOM KI 800 kV-os kaszkádgenerátorával [2] állí-
tottuk elő. A 2,49 MeV energiájú neutronokat H2 /d, n /He 3 reakcióból 300 kV-os, 
míg a 14,67 MeV energiájú neutronokat H 3 /d , n/He4 reakcióból, 100 kV-os neut-
rongenerátorral [3] állítottuk elő. A neutronfluxus abszolút mérésére, valamint 
időbeli ingadozásának jelzésére „long counter" számlálót használtunk (1. 1С ábra). 
A mérésekhez 124 mg/cm2 vastag Rh fóliát használtunk. A fólia ^-aktivitását 
GM-számlálóval detektáltuk, melynek jeleit ПС-10000 típusú impulzusszámlálóra 
vittük. A folyamatosan regisztráló impulzusszámláló állását a kívánt időpontokban 
egy film-felvevő rögzítette. 
III. Kisérleli eredmények és diszkusszió 
A Rh 1 0 4 bomlássémája szerint [4] a nagyobb spin-értékű (lm = 5) metastabil 
állapotból a mag gyakorlatilag 100%-ban az alacsonyabb spin-értékű ( l „ = 1) alap-
állapotba bomlik. Az átmenet során emittált alacsony energiájú y-részecskékre 
számlálóberendezésünk érzékenysége elhanyagolható; Ce 1 4 1 preparátummal tör-
tént hitelesítés szerint kisebb, mint 0.4%. így mind az alap-, mind a metastabil 
állapotú magok számának a meghatározása az alapállapot /(-emissziójának méré-
sével történt. Ilyen esetekben, konstans fluxus és telítési aktivitás mellett az izomer 
hatáskeresztmetszet-viszony (<т,/<т„,) és az aktivitás-viszony (Ag/A,„) kapcsolata: 
a
a _
 AU К I ] 
^ m A m % /.g Am 
ahol kg és A„, az alap- ill. a metastabil állapot bomlásállandója. A fenti összefüggés 
időben változó fluxus esetére tör ténő levezetése a Függelékben található. 
Minden egyes energiánál több mérést végeztünk. A komplex bomlásgörbe 
paramétereit „maximum likelihood" módszerrel [5] határoztuk meg. Minden ener-
giaértéknél megkaptuk a R h 1 M - 1 M m izomer-pár felezési idejét, jó egyezésben 
az irodalmi értékekkel [4], [6], [22]. 2,49 és 14,67 MeV energiánál egy 17,11 s fele-
zési idejű komponenst is kap tunk; ez jól egyezik a Tc 1 0 0 felezési idejével, amit 
a M o l 0 0 ( p , n ) és T C " ( / Í , Y) reakciókkal állítottak elő [7], [8]. így mérésünk ered-
ménye a Rh 1 0 3 /« , a /Tc 1 0 0 reakció létrejöttét igazolja, ugyanakkor valószínűtlenné 
teszi Motta és Boyd [9] azon feltevését, hogy a M o 1 0 0 +d reakcióval nyert 80 ± 10 s 
felezési idő a Mol00/d, 2«/Tc 1 0 0 reakciótól ered. 
A különböző energiákhoz tar tozó mérési eredményeink átlagát véve a felezési 
idők : 
Rh 1 0 4 (42,81+0,47) s 
Rh 1 0 4 m ( 4,29 ±0,05) m 
Tc 1 0 0 (17,11 ±0,72) s. 
Az említett neutron-energiáknál az izomer keresztmetszetviszonyokra (ag/am) 
kapot t értékeket az 1. táblázat tartalmazza. 
A termikus energiánál mért érték igen jól egyezik a mások által mért abszolút 
hatáskeresztmetszetek [10] viszonyával. 
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Elfogadva Hummel és Hamermesh [11] Sb-Be forrással nyert am =0,2/? ered-
ményét, az általunk mért viszonyból megadható 24 keV neutron-energiánál az alapra 
vonatkozó- és a teljes (n, y) hatáskeresztmetszet-érték : 
<т
в
=1,69Ь; any = о а Л - а т = 1,890. 
2,49 MeV bombázó energiánál az izomer keresztmetszet-viszonyon kívül meg-
határoztuk a er„.,/ern3 hatáskeresztmetszet-viszonyt is; a kapott étrék: 
— — 5,24. ff™ 
14,67 MeV neutron-energiánál az izomer- és a any/(rm hatáskeresztmetszet-
viszonyokon túlmenően meghatároztuk a Rh 1 0 3 /« , y /Rh 1 0 4 m reakció abszolút hatás-
keresztmetszetét is. Ezek ismeretében a következő hatáskeresztmetszet-értékeket 
kaptuk: 
Rh1 0 3(«,y) R h 1 0 4 10,57 mb 
Rh1 0 3(«,y) R h 1 0 4 m 3,23 mb 
Rh1 0 3(«,a) Т с 1 0 0 11,16 mb. 
Az («, y) hatáskeresztmetszetre kapott relative nagy érték azt mutatja, hogy 
még magas gerjesztésnél sem hanyagolható el a y-emisszióval történő legerjesztődés 
más részecske-emisszió mellett. A Rh1 0 3 /« , / з /Ru 1 0 3 reakció hatáskeresztmetszetére 
Kumabe et al. [12] által megadott l l ± 3 m b érték megerősíti a fenti észrevételt. 
A am hatáskeresztmetszetre kapott eredményünk jelentősen eltér a Paul és 
Clarke [13] által mért 63 mb értéktől. Az eltérést valószínűleg az okozza, hogy 
a Tc 1 0 0 felezési idejét 80 s-nek vették, feltehetően Motta és Boyd [9] mérése alapján. 
A Rh fólia abszolút //-aktivitásának meghatározásához egy csillám végablakos 
G M számlálót a fóliával azonos geometriájú U 0 2 S 0 4 standard preparátummal 
hitelesítettünk. Mivel azonos geometriájú homogén forrásokat hasonlítottunk össze 
szórásmentes környezetben, csak tömegük- és //-spektrumuk különbözőségét kellett 
korrekcióba venni. Az abszolút neutronfluxus meghatározásánál a „long counter"-t 
ismert intenzitású Po-Be neutronforrással [14] hitelesítettük, az érzékenység ener-
giafüggését Vacet et al. [15] dolgozata alapján vettük figyelembe. 
Az izomer hatáskeresztmetszet-viszony mért értékeit a neutron energia függ-
vényében a 2. ábrán tüntettük fel. Az ábrából jól látható, hogy a bombázó részecske 
energiájának növekedésével a hatáskeresztmetszet-viszony kezdetben hirtelen esik, 
majd egy lassan csökkenő szakaszba megy át. 
Feltehető, hogy a a j a m energia-függését döntően a közbenső mag impulzus-
momentum-eloszlása határozza meg [16]. 
A közbenső mag J impulzusmomentumának eloszlását az energia függvényé-
ben a következő összefüggés adja meg [17], [18]: 
i+s j+s 2 / 4 - 1 
E) — nX2 Z 2 (2«4-ПГ2/+ПГ'(£)' 
s= | r — i = | Z - S | ( Z í 4 - 1 Д 2 / + I J 
ahol À a beeső neutron de Broglie hullámhossza, s a neutron spinje, / a target-mag 
spinje, ó a csatorna spin, Tt(E) a magfelület áteresztőképessége az E energiájú, l 
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pályaimpulzusmomentumú neutronokra. A ^ (Éj -é r tékek neutronok esetén egzaktul 
számolhatók [18] (1. Függelék). 
a(J, E) relatív értékeit az általunk alkalmazott neutron-energiákra az 1. táb-
lázat tartalmazza. 
l. TÁBLÁZAT 
<t(J, E), í j valamint a g / a m mért és számított értékei 
J 
E 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
a gl 
mért 
Otn 
számí-
tott 
0,032 eV 0,2500 ; 0,7500 11,53 12,3 
24 keV 0,2274 0,7160 0,0566 8,44 10,1 
116 keV 0,1792 0,6391 0,1744 0,0073 
.0,0004 
5,29 7,0 
2,49 MeV 0,0497 0,2733 0,3328 0,2376 0,0912 0,0151 4,42 2,0 
14,67 MeV 0,0117 0,0700 0,1144 0,1540 0,1824 0,1865 0,1519 j 0,0880 0,0328 0,0073 0,0009 3,28 0,44 
0 1/0 9/1 2/1 1/1 1/2 ! 1/9 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 
Ha a target-mag spinje kicsi (/Rhi<« = 1/2), ügy az átmenet alacsony gerjesz-
tési energiánál nagyobb valószínűséggel a kisebb spin-értékű szintre történik. 
A neutron-energia növekedésével megjelenő nagyobb impulzusmomentum-értékek 
eredményezhetik a magasabb spinű szintre történő átmenet relatív növekedését. 
Az izomer keresztmetszet-viszony egzakt kiszámítása jelenleg keresztülvihetetlen. 
Termikus energiára Huizenga és Vandenbosch [19] bizonyos egyszerűsítő feltevésekkel 
számításokat végeztek az izomer keresztmetszet-viszonyra több mag esetén. Egyes 
magoknál a különböző feltevésekkel végzett számítások azonos vagy nagyon közeli 
eredményekre is vezettek, és így a feltevések helyessége nem dönthető el egyértel-
műen. 
Katz et al. [20] a Br8 0 vizsgálatánál (az izomer-pár spinértéke szintén 1 és 5) 
bevezettek egy ún. kaszkád elágazási arányt (cascade branching ratio): 
átmenetek száma a szintre 
J
 átmenetek száma a „ m " szintre ' 
az általuk választott r , értékeket а У impulzusmomentum függvényében az 1. táblázat 
tartalmazza. r , és o(J, E) ismeretében az általunk alkalmazott energiáknál kiszá-
mítottuk a a j a m viszonyt (1. 1. táblázat). A mért és a számított izomer keresztmet-
szetviszony értékek csak a termikus energiánál mutatnak kielégítő egyezést, míg 
a magasabb energiák felé mind nagyobb az eltérés. Méréseink szerint tehát a Katz 
és munkatársai által bevezetett kaszkád elágazási arány nem tekinthető általános 
érvényűnek. 
Meadows et al. [16] a Co 5 8 - 5 8 m izomer-párnál — amit a C o 5 9 ( p , p n ) reakcióval 
állítottak elő — találtak a 2. ábrán láthatóhoz hasonló energia-függést. Feltevésük 
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szerint a lassan csökkenő szakasz kezdete a statisztikus módszer alkalmazhatóságá-
nak határát jelenti. Ennek alapján méréseink szerint Rh esetében kb. 7,5 MeV ger-
jesztési energia felett alkalmazható a statisztikus módszer. 
0 -I—I 1 1 1 1 1 I I Г—1 1—1 r 1 1 I • 
0 1 2 3 't 5 Ë 7 8 9 10 11 12 13 Я 15 ELn(MeV) 
2. ábra. A ag/am izomer keresztmetszet-viszony függése a neutron-energiától 
Köszönettel tartozunk dr. Balogh Tibornak és Uray Lászlónak (KFKI ) a komp-
lex bomlásgörbék kiértékelése során nyújtott segítségükért, dr. Újhelyi Csabának 
a standard preparátum elkészítéséért, valamint Kanyó István és Bodnár László labo-
ránsoknak a numerikus számításokban való közreműködésükért. 
IV. Függelék 
a) A hatáskeresztmetszet és az aktivitás kapcsolata időben változó neutron-
fluxussal történő aktiválás esetén. 
Mivel az aktiválás során alapmagok nemcsak közvetlenül, hanem az izomerek 
bomlása útján is keletkeznek, ezért a közvetlenül keletkezett alap- és izomer állapotú 
magok száma mellett meg kellett határozni az izomerekből keletkező alapmagok 
számát is. Tekintsük a következő ábrá t : 
ahol<F(í) az időben változó aktiváló fluxus, T az aktiválás időtartama. 
Az aktiválás T időtartamát olyan r számú szakaszra osztottuk, amelyeken 
belül a neutronfluxus időbeni változása egy-egy Ф ( 0 =at + b egyenessel közelíthető. 
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Határozzuk meg a ( ív_x , év) intervallumban közvetlenül alapállapotban kelet-
kező és a tv időpillanatban jelenlevő atommagok számát. Az intervallum egy tet-
szőleges t pontjában dt idő alatt <X>(t)<ygndt számú radioaktív mag keletkezik, amely-
ből a ty időpontban lesz jelen, ahol Ф(г) a t időbeni neutronfluxus, 
íTtJ és лд az alapállapot aktivációs hatáskeresztmetszete, ill. bomlási állandója, n 
a cm3-enkénti targetmagok száma. így az intervallumban összesen keletkezettből 
a ty időpontban jelenlevő mg(ty) magok száma: 
m, ,(ty) = I О)(í)ff9«rA»"'-"í/(. 
(Egyszerűség kedvéért az integrál alsó határát minden esetben / v _ , = 0 - n a k válasz-
tottuk.) Figyelembe véve аФ, (1 ) = в1( + 111 közelítést: 
t . \ a e n by( 1-е- Vv) + (e- Vv + Xgty- 1 ) 
Ebből a T időpillanatban, vagyis az aktiválás végén mg(ty)e~x^T~'v) számú alapmag 
marad. (Természetesen a (T—tv) különbségeknél tv tényleges értékét kell tekintetbe 
venni.) így a teljes besugárzási idő alatt közvetlenül keletkezett alapmagok Mg(T) 
száma a T időpontban: 
Mg(T) = 2 mg{ty)e->^ - A g ( T - ( v ) 
V — 1 
A fenti kifejezésbe az izomer állapot am hatáskeresztmetszetét és /„, bomlás-
állandóját helyettesítve az izomer magok Mm(T) számát kapjuk meg. 
Az aktiválás során nemcsak közvetlenül, hanem az izomer állapot bomlása 
révén is keletkeznek alapmagok. Legyen valamely intervallum tetszőleges t idő-
pontjában — az adott intervallumban keletkezett — mm(t) számú izomer mag, mely-
ből dt idő alatt mm(t)Xmdt számú alapmag keletkezik. Ebből az intervallum végére 
tnm(r)Amc——*^dt marad. Vagyis az egész intervallumban keletkezettekből a tv idő-
pontban jelen lesz: 
,(tv)=ïmm(t)Àme-W"-')dt--
о 
Г bykm - а у 
=
 т
- Г ц г 
v •g ^ m ) 
Ы 
Ebből а Г időpontban még élő magok száma: m'm g(T) = m m g { ty )e ' ^ T ~ , v ) . Az inter-
vallum ty végpontjában mra(/v) számú el nem bomlott izomer mag van jelen, ami 
a (T—ty) időtartam alatt szintén az alapállapotba bomolhat. Az m ^ t y ) izomer 
magból a (T—ty) intervallum egy tetszés szerinti t pontjában m m ( r v )e - * m ( ' - , v ) számú 
lesz jelen. Ebből dt idő alatt m m ( f v )e - * m ( ( - í v ) Xmdt alapmag keletkezik, melyből a T 
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időpontig wm(/v)e~A m ( , - , v ) Я т е _ я » < Г _ , ) Л marad. Vagyis a maradék w„,(/v) izomer 
mag a T időpontban összesen 
г 
ni'mg(T) = I = 
m m ( r ^ _ я
т
( Т — ív) g — Я
д
(Г — í, 
"9 '"m Я„ - я, 
alapniagot eredményez. így a vizsgált intervallumban keletkezett izomer magok 
hozzájárulása a T időpontbani alapmagokhoz: 
m'rng(T) + m'mg(T). 
A teljes besugárzási idő alatt keletkezett izomerektől eredő alapmagok Mm g(T) 
száma a T időpillanatban: 
м
тд
(Т) = i s i m é i n 
Az összes — közvetlenül és közvetve keletkezett — alapmagok M(T) száma 
a besugárzás végén : 
M(T) = Mg(T) + Mmg(T) = 
y l [ M . - f l . 
I L я л 
} - Яд(Т —fv) _ 
+ no,„ Z (1 _ í - V . ) + ^ (e-Vv _ + 
e - W - ' ö + ^ (1 + ( e - ^ ' v + Amí 
«<Г„ ß + wcrm С. 
Az izomer magok Mm(T) száma a besugárzás végén: 
V = 1 L AM 
Mm(T) = nam Z I + + Я -Àm(T-rv) _ W ( 7 n 
Ezek a közelítő összefüggések az ilyen típusú bomlásokra általánosságban 
érvényesek. 
Időben állandó fluxussal történő aktiválásnál a fenti kifejezésekben av = 0 , bv= Ф. 
Mint már említettük, a metastabil állapot aktivitását is az alapállapot ^-bom-
lása útján mértük. 
Az aktiválás befejezésétől számított t időpontban az alapmagoktól eredő akti-
vitás : 
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az izomerektől eredő pedig: 
A t időbeni teljes aktivitás: 
(e-^'-e-^1). 
A(t) = (м{Т)к
д
 —
 M f y } ^ 
\ Ag /.,„
 / Ág Ám 
(agB + amC)Ln -
na,,, Dk na,J)'/. „,"/.„ 
к -
Mint látható az A(t) függvény két, egymástól független exponenciális tagból áll. 
A komplex bomlásgörbéből meghatározott, a í = 0 időponthoz tartozó Ag és Am 
aktivitásértékek éppen az exponenciális függvények együtthatóival egyenlők. 
Vagyis az Ag/Am aktivitás — és a ajam hatáskeresztmetszet-viszony kapcsolata: 
_9 _ 
т ^ + О - г Ч -
A „, Á„ 
_ c 
D 
Konstans fluxus és telítési aktivitás esetén í— = - - ;
 D = ~ 
\D Ág В Ám 
közölt formulát. 
visszakapjuk a már 
b) A közbenső mag impulzusmomentum-eloszlásának kiszámítása 
A a{J, E) kifejezésben szereplő Tt(E) transzmissziós koefficiens értékei az alábbi 
összefüggésekből számíthatók ki [18]: 
4xXv, 
T,(E) = 
X2 + (2xX+x2vr)v, ' 
lít9n\213 1 1 
Л'= RiX -kR- y - « \ l ( T ) + 
' GÎW + FHXy 
Itt R = r0A4> cm = 1,45.10 - 1 3 . A1'3 cm, a magsugár, 
GM 
FM 
nkr\ 
-
(lr) 
Nl + >/2(kr), 
42 
Jl+Vl(kr), 
ahol J p (z) és iVp(z) a p-ed rendű Bessel- és Neumann-függvények [21]. 
vt és vv kifejezései 1 = 0, 1 , 2 , 3 esetén megtalálhatók pl. Blatt és Weisskopf 
könyvében [18]. Mivel a v, és vr függvények magasabb /-értékeknél nem álltak 
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rendelkezésünkre, a fenti összefüggések alapján / = 10-ig kiszámítottuk. Ezek 
alábbiak : 
v0 = 1 
X2 
= Г+72 
V, = 
9 + 3x2 + x 4  
v 6 
v4 = 
2 
V7 = 
t>8 
225 + 45x2 + 6x4 + X6 
1 
( 1 0 5 _ 4 5
 + i V + ( j « _ 1 0 Y 
\ X4 X2 ) \ X3 X J 
1 
/ 9 4 5 420 15V / 9 4 5 105 Л 
/10395 4725
 | 210 V /10395 1260 2 l V 
\ X 6 X 4 + X 2 / + \ X 5 X 3 + X / 
/135135 62370 3150 2 8 V /135135 17325 378 
\ X 7 X 5 X 3 X / \ X 6 X 4 X 2 
/ 2027025 945945 51975 630 , , 
ttä I TTï — + 1 1 + 
1 
/ 2027025 270270 
+ ( — ^ ^ + 
6930 _ 36У 
X 3 X j 
/34459425 16216200 945945 13860 45 
V" X ' X 7 X 5 X 3 X 
+ — + 
/ 34459425 4729725 135135 990 , 
+ . z + ^ Ï - + 1 3 X 6 X 4 X 2 
2 
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/
 654729075 310134825 18918900 315315 1485 4 2 
1П Q I А Л I -> 1 
, 654729075 91891800 2837835 25740 55>2 
+ 1 Го Г, + ^ + — 
1 / 1 4 2 
i - A l V A - ^ 1 
X3 X 
21 , 4 5 V / 4 5 6 2 
420 55 , V / 420 195 
• + — - 1 ) + 1 - 7 Г + 
 _ 1 0 Y 
Ту 
)Ч 4725 630 15 Г / 4725 2205 120 Л - 4 V3 - Л J  > 1 .Y4 - Х~ 
62370 29295 1680 21V /62370 8505 231 
7— + S 2 - + — + 1 2 - + —Т 
X' .Y5 X X J \ X Л'4 х 2 
/ 945945 131670 3906 _ 28 
\ X1 X5 X3 X 
( 945945 446985 _ 26775 406 _ j4 2 
V л-8 Л'6 Л"4 X2 
16216200 7702695 478170 8190 3 6 v 
- + 7 5 — + — 3 + 
X' X X X 
16216200 2297295 72765 666 , 
-о 7. + л 5 " + 1 
. 310134825 147972825 9459450 176715 1035 , 
"9 = 1 - + ~ 8 —6 + _ ^ Т Г + 1 
/ 310134825 44594550 1486485 15840 4 5 V 
Ч — • л
3
 ' л-
3
 - л-
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6547290750 3135807675 205405200 4099095 
» 1 0 ' ^ T T + ^ ~ 7 + — ^ 5 
28710 5 5 У
 + / 6547290750 953377425 33108075 
X 3 X ) \ X 1 0 X 8 X 6 
392535 1540 4 2 
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A BOLYGÓK KÖZEPES KERINGÉSI SEBESSÉGE* 
GAUSER KÁROLY 
Uránia Csillagvizsgáló, Budapest 
A csillagászat történetében találkoztunk már olyan egyszerűsítő törekvéssel, 
amely a kepleri vagy newtoni törvényeken túlmenően igyekezett a bolygók fonto-
sabb pályaelemeinek valamelyikét (tehát a mozgásegyenletek által szabadon hagyott 
egyik integrációs állandót) egyetlen tapasztalati formulával meghatározni. Ezen 
empirikus szabályoknak pl. hasznát vehetik a Naprendszer kozmogóniai elméleteiben. 
Ilyen volt a ma főleg csillagászat történeti kuriózumként kezelt híres Titius—Bode 
szabály**, amely egyetlen képlettel megadta csillagászati egységekben a bolygók 
közepes naptávolságát. 
Titius és Bode az Uranusig bezárólag ismert hét nagybolygó közepes naptávol-
sága alapján a következő formulát állították fel: 
an = 0,4 + 0,3-2" 
A Merkúrra n= — a Venusra n= 0, a Föld esetében n = 1 stb. Például: 
avenus = 0,4 + 0,3• 2° = 0,7 (csill. egység) 
A Venus közepes naptávolságának megfigyelt értéke 0,72 cs. е., az eltérés kb. 3 % . 
Az n = 3 értékből rz = 2,8cs. e. távolság adódik, ami egy akkor még ismeretlen 
bolygó naptávolságát adta a Mars és a Jupiter pályája között. Meglepetésre 1801. 
január 1-én Giuseppe Piazzi (1746—1826) palermói csillagász felfedezte a Cerest, 
az első kisbolygót 2,767 cs. e. közepes naptávolsággal, majd Heinrich W. M. Olbers 
(1758 — 1840) brémai orvos, amatőr csillagász 1802-ben a Pallast ugyanilyen nap-
távolsággal. A lilienthali Karl Ludwig Harding (1765—1834) egy harmadik plane-
toidát is talált 1807-ben, a Junoi 2,67 cs. e nap távolsággal. A három asteroida vélet-
lenül egyező naptávolsága miatt a Titius—Bode szabály igen nagy népszerűségnek 
örvendett, később azonban nem vált be. Az 1846-ban felfedezett Neptunusra 38,8 
értéket ad a tényleges 30,1 helyett. A Pluto 39,5 cs. e. valódi távolságára (и = 8 ese-
tében) az eredmény (77,2) már teljesen torz. 
Hasonló szempontokat tekintve, e sorok írója hosszas próbálgatás után talált 
egy formulát a bolygók közepes keringési sebességére. Az alábbi képletben a boly-
góknak csupán a fordított keringési sorrendje lényeges, a pályaelemek érdektelenek: 
3n2 - 4и + 30 
У
 = * * 
A képletben v' a közepes pályabeli sebesség km/sec-ban, n a bolygó sorszáma, míg 
а К konstans értéke 6,34. A bolygók sorszámozása a Plútóval kezdődik s mivel 
a Merkur esetében csak akkor kapunk helyes eredményt ha n = 10, ezért a sorban 
helyet kaptak a Ceres és Pallas kisbolygók (n = 6), ami éppen megfelel a Titius—Bode 
szabály „ismeretlen" bolygója keringési sebességének 2,8 cs. e. közepes naptávol-
sággal. 
* Érkezett 1962. X. 17. 
** A formula megalkotói J. Daniel Titius ( 1729-1796) bonni és Johann E. Bode (1747-1826) 
berlini csillagászok voltak. 
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A következő táblázat 2. és 3. rovatával összehasonlítjuk a bolygók tényleges 
(megfigyelt) keringési sebességét azzal az értékkel, amely az új formulából adódik. 
Az eltérések csupán a Merkur és a Venus esetében jelentősebbek, de itt sem tesznek 
ki többet 4,5 illetve 6,6 százaléknál. A táblázat 4. rovatában a Titius—Bode szabály 
közepes naptávolságai szerepelnek s az 5.-ben megadtuk, mennyi lenne a bolygók 
közepes keringési sebessége km/sec-ban, ha azok valóban a Titius—Bode távol-
ságban keringenének. Ha a százalékos eltéréseket átlagozzuk, az új formula köze-
pes eltérése 3 százalék, a Titius—Bode képletből 5 százalékos átlag következik. 
(Pl. a Pluto esetében a megfigyelt átlag sebesség 4,74 km/sec, a Titius —Bode sza-
bályból 3,39 adódik, az eltérés kb. 30 százalék, az új képlet 4,57 km/sec értéket ad, 
az eltérés kb. 3%.) 
A bolygó neve 
Sor-
száma 
(») 
1 2 3 4 5 
Pluto 1 39,46 4,74 4,57 77,20 3,39 
Neptunus 2 30,06 5,43 5,36 38,80 4,79 
Uranus 3 19,18 6,80 7,09 19,60 7,46 
Saturnus 4 9,54 9,65 9,77 10.00 9,45 
Jupiter 5 5,20 13,06 13,40 5,20 13.06 
Asteroidák* 6 2,77 17,91 17,98 2,80 17,89 
Mars 7 1,52 24,14 23,50 1,60 23,67 
Föld 8 1,00 29,80 29,96 1,00 29,80 
Venus 9 0,72 35,05 37,78 0,70 35,64 
Merkur 10 0,39 47,90 45,74 0,40 47,16 
A rovatok magyarázata : 
1. A bolygó középtávolsága a Naptól csillagászati egységekben (tényleges érték) A csillagászati 
egység: 149 504 200 km (Eros oppozíció, 1931, H. Spencer Jones) 
2. Tényleges (megfigyelt) közepes keringési sebesség km/sec-ban 
3. Az új formulából adódó közepes keringési sebesség km/sec-ban 
4. Közepes távolság a Naptól csillagászati egységekben a Titius—Bode szabály szerint 
5. A Titius —Bode szabályból adódó naptávolságra (4. rovat) érvényes közepes keringési sebesség 
km/sec-ban, amely a 
1 / -
\ a I 
képletből adódik. 
Ebből к az ún. kozmológiai konstans és о a pálya fél nagytengelye cm-ben. A kozmológiai 
konstans értéke a gravitációs állandónak (6,67 T O - 8 cm3 g - 1 s e c - 2 ) és a Nap tömegének 
(2.103 3 gr) szorzata, közelítően 1,33 • 1026 cm 3 s e c - 2 
Általánosságban az új formula jobb , mint a Titius—Bode szabály, amely 
a Saturnus és Uranus bolygók esetében már pontatlan, a Neptunusra és Plútóra 
pedig nem is alkalmazható. 
A fenti formulának bár fizikai alapja nincs, teljesen empirikus jellegű s csak 
a már ismert bolygókra alkalmazható, alaposabb tanulmányozás esetén mégis érde-
kes kozmogóniai következtetések kiindulópontjául szolgálhat. 
A képlet esetleges transpluto bolygó jelenlétére nem utal, mert ha « = 0 , akkor 
v' =4 ,75 km/sec, tehát ismét a Pluto sebessége körüli értéket kapjuk. Merkurop 
belüli bolygó esetében ha л = 11, akkor t/ = 55,13 km/sec. Azonban intramerkur 
bolygó feltételezése a múlt századbeli Vulcanus „legenda" összeomlása ó ta egyébként 
sem látszik valószínűnek. 
* Kizárólag a Ceres és Pallas kisbolygókra érvényes adatok 
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KESZTHELYI LAJOS 
Központi Fizikai Kutató Intézet 
1. Bevezetés 
A gerjesztett atommagokból kilépő', vagy gerjesztett atommagokkal kölcsön-
hatásba lépő y-sugarak vizsgálata alapján az atommagok gerjesztett állapotainak, 
energianívóinak a következő adatait lehet megismerni: a gerjesztett állapot ener-
giáját, spinjét, paritását, izotóp spinjét, egyes speciális esetben mágneses és kvad-
rupól nyomatékát. Ezeken az adatokon felül nagyon lényeges adat még a y-sugár-
zás átmeneti valószínűsége (az átmenet élettartama vagy nívószélessége). Az átme-
neti valószínűség arról ad felvilágosítást, hogy a magnak gerjesztett állapotában 
milyen a belső szerkezete, a nukleonok milyen atommagbeli elrendeződése alapján 
jö t t létre az ado t t gerjesztett állapot. 
Az N=Z t ípusú páros-páros könnyű magok ( Z < 3 0 ) esetében (Na neutronok, 
Z a protonok száma a magban) az élettartam mérések eredményét a héjmodell alap-
j án értelmezik. Külön érdekesség az a tény, hogy ezeknél a magoknál az El típusú 
y-átmenetekre speciális kiválasztási szabály, az izotópspin kiválasztási szabály érvé-
nyes. Ennek ellenőrzése szintén új adatokat szolgáltat a gerjesztett állapotban levő 
magok belső szerkezetére vonatkozóan [1]. 
Újabban a héjmodell a lapján történő számítások megkönnyítése és a mérési 
eredmények szemléletesebb értelmezése céljából a „cluster-modell"-t dolgozták ki 
[2], amely különösen jól alkalmazható az N = Z típusú páros-páros magok esetére, 
amelyek tulajdonképpen a-részecskék halmazának tekinthetők. Ezeknek a meg-
fontolásoknak az alapján foglalkoztunk a
 6 C 1 2 , 8 0 1 6 és 1 0 N e 2 0 egyes y-átmenetei-
nek sajátságaival. Részletesebben vizsgáltuk a
 6 C 1 2 atommag 16,1 MeV energiájú 
gerjesztett ál lapotából az alapállapotba való átmenet valószínűségét [3], a
 8 0 1 6 atom-
mag esetében kimutattuk, hogy a 17,55 MeV és 17,68 MeV energiájú, gerjesztett 
állapotok, ha egyáltalán léteznek, akkor szélességük sokkal nagyobb, mint az iro-
dalmi adat [4] és végül foglalkoztunk a N e 2 0 mag 13,086 MeV. és 13,196 MeV ener-
giájú gerjesztett állapotaiból történő y-átmenetekkel [5]. 
Jelen m u n k a ezeket a vizsgálatokat foglalja össze. A 2. részben a y-átmenetek 
vizsgálatára vonatkozó elméleti megfontolásokat tekintjük át, a 3. részben a kísér-
leti módszerekről adunk összefoglaló képet. A 4 . - 8 . rész a vizsgálatok leírásával, 
azok értelmezésével és a belőlük vonható következtetésekkel foglalkozik. 
* Érkezett 1962. X. 16. 
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2. y-átmenetek atommagokban 
2,1. Multipólsugárzások. Kiválasztási szabályok. Átmeneti valószínűségek 
Legyen az Ey energiájú y-sugárzás kibocsátásának időegységre vonatkoztatott 
valószínűsége А, a y-kisugárzás közepes élettartama т = . - . A Heisenberg-féle hatá-
A 
rozatlansági reláció összefüggést ad т és a y-sugárzást kibocsátó gerjesztett állapot 
Г., energiabizonytalansága, más szóval nívószélessége között , 
T ry = ti, 
amiből 
6 , 6 - 1 0 " 1 6  
T (sec) 
6
. A| — J e V . 
\ s e c / 
Г
у
= — e V = 6 , 6 - 1 0 1 6 . (  )e (1) 
A y-sugárzás kibocsátására vonatkozó elmélet megadja azt, hogy a À átmeneti 
valószínűség a kibocsátó atommag paramétereitől milyen módon függ. 
Az elektromágneses tér kvantumelmélete a perturbációszámítás első közelíté-
sében az átmeneti valószínűségre [6] 
2n 
T 
ф*Н \pkch 
2
 dn 
dE (2> 
összefüggést ad, ahol a y-sugarat kibocsátó atommag hullámfüggvénye a ger-
jesztett állapotban, a y-sugárzás kibocsátása előtt, *F„ a hullámfüggvény a végál-
lapotban, a y-sugárzás kibocsátása után, Hy az a tommag és az elektromágneses 
dn 
tér kölcsönhatásai energiájának az operátora, — a végállapotok sűrűsége. 
Az átmeneti valószínűség szempontjából az \<VtH2Vkdx mátrixelem értéke 
a döntő. Az elektromágneses tér kölcsönhatásba léphet egyrészt az atommagokban 
levő töltésekkel, másrészt az atommagokban levő mágneses nyomatékokkal, ame-
lyek a töltések mozgásából és a részecskék saját mágneses nyomatékából erednek. 
Ilyen módon létrejövő elektromos és mágneses sugárzás kibocsátása esetén is 
érvényesek az impulzusnyomaték és pari tás megmaradási törvények. A y-sugárzás 
által elvitt impulzusnyomatékot L-lel, a mag kezdeti és végállapotának spinjét Jk, 
illetve /„-vei jelölve, az impulzusnyomatékok összeadására vonatkozó vektorsza-
bályok alapján a következőket kapjuk: 
\Jv-Jk\^LS\Jv+Jk\. 
A különböző L impulzusnyomatékot elvivő y-sugárzást különböző rendű mul-
tipólsugárzásnak nevezzük. L — 1 esetén dipól, L — 2 esetén kvadrupól, L = 3 esetén 
oktupól, stb. sugárzás az elnevezés. 
A pari tás megmaradás törvénye szerint elektromos multipólsugárzások esetén 
a végállapot paritása a kezdeti állapot paritásának ( — 1 )L-szerese, mágneses mul-
tipólsugárzások esetén (— 1)L + 1 -szerese kell legyen. Az 1. táblázat összefoglalja 
a kiválasztási szabályokat. 
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I. TÁBLÁZAT 
Kiválasztási szabályok y-sugárzás kibocsátásánál 
(EL = elektromos 2L-pól, ML = mágneses 2'--pól sugárzás) 
Paritás 
változás 
L 1 2 3 4 5 
van £ 1 M2 £ 3 МЛ £ 5 
nincs Ml El M 3 ЕЛ MS 
Azonos típusú sugárzás esetén a multipólrend eggyel való növekedése esetén 
a multipólsugárzás kibocsátásának a valószínűsége 3—4 nagyságrenddel csökken. 
Minthogy azonos típusú sugárzások a paritásra vonatkozó kiválasztási szabály 
következtében csak két multipólrend különbséggel léphetnek ki, a magasabbrendű 
sugárzás intenzitása 6—8 nagyságrenddel kisebb, ezért az alacsonyabbrendű sugár-
zás mellett nem mutatható ki. 
Kevert sugárzás (különböző' multipólrendű sugárzások együttes emissziója) 
csak oly módon fordulhat eló', hogy elektromos típusú és mágneses típusú sugárzás 
keveredik. Gyakori keveredés pl. — amennyiben a spin és paritásváltozásra vonat-
kozó kiválasztási szabály megengedi — az Ml és E2 típusú sugárzás keveredése. 
Az atommag hullámfüggvényét sugártól függó' (radiális), szögtó'l függó' és spin-
tó'l függó' tényezők szorzatának összegére bonthatjuk fel. (2) ilyen módon radiális, 
szögszerinti és spinszerinti integrálok szorzatainak összegére esik szét. 
Az átmeneti valószínűségek konkrét értékének meghatározásában a szögszerinti 
és spinszerinti integrál egységnyi nagyságrendű tényezővel szerepel (ún. statisztikus 
faktor), a lényeges értéket a radiális integrálok adják meg. Ezek meghatározásához 
a nukleonok radiális hullámfüggvényeit kellene ismerni, azonban a hullámfüggvé-
nyek nem ismeretesek. Weisskopf közelítő módszert vezetett be a radiális integrál 
kiszámítására [6]. A módszer az extrém egyrészecske modellen alapul. Eszerint 
elektromos átmenetek esetében feltételezzük, hogy egyetlen proton mozog / pálya-
momentumú pályán Jk — I+ 1/2 teljes spinnel egy R sugarú potenciálgödörben, és 
ebből az állapotból / = 0 pályanyomatékú, tehát Jv = 1/2 spinű állapotba megy 
át, miközben EL sugárzást bocsát ki. A kapott átmeneti valószínűségek, az ún. 
Weisskopf-egységek a következők (az átmeneti valószínűségekkel ekvivalens nívó-
szélességekkel kifejezve): 
Г
г и
, (£1) = 6,8- 10~ 2 -Á 2 / 3 £ y 3 eV 
r r M , (£2) = 4 , 9 - 1 0 - 8 - ^ 4 / 3 £ v 5 eV 
Г
у и
, (£3) = 2 ,3 -10- 1 4 A2 Ey 7 eV 
Г
у и
, (£4) —6,8-10~2 1 A813 Ey 9 eV 
ryw(E5)= 1,6-10~27 Л 1 0 / 3 £ y 11 eV, 
ahol A a y-sugarat kibocsátó mag tömegszáma ( E - t MeV-ben mérjük). Mágneses 
ív)2 
sugárzások átmeneti valószínűségét J faktorral való szorzással kapjuk meg. r-t 
a határozatlansági relációból becsülve és figyelembe véve azt, hogy a nukleonok-
nak saját mágneses momentumuk is van 10/Й(Mc7?)2-tal kell szorozni az elektromos 
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átmenetek mátrixelemeinek négyzetét. Ily módon kapjuk a mágneses átmenetek 
szélességének Weisskopf-egységeit : 
r y w ( M l ) = 2 , l - 1 0 - 2 V e V 
Г
у и
,(М2) = 1,5-10~8 Д 2 / 3 Ey 5 eV 
Tyw(M3) = 6 ,8-10" 1 5 Л 4 ' 3 E y 1 eV 
r v w ( M 4 ) = 2 , l - 1 0 - 2 1 z í 2 V e V 
Г
у и
,(М5) = 4,9-10~2 8 v48 '3Ey 11 eV 
A y-átmenetek mérésekkel meghatározott nívószélességét Weisskopf-egysé-
gekben adjuk meg [I]. A Weisskopf-egységektől való eltérések magyarázata sok 
felvilágosítást ad a magok belső szerkezetére, a magokat leíró modellekre vonat-
kozóan. A mérések tárgyát képező könnyű magokra vonatkozó eddigi eredménye-
ket a 2.3. részben foglaljuk össze. 
2.2 Izotópspin kiválasztási szabály 
Az általános, spinre és paritásra vonatkozó kiválasztási szabályok mellett a mag-
állapotok izotópspinjére (£) vonatkozóan is létezik kiválasztási szabály [1]. E sza-
bály szerint y-átmenetek esetén az izotópspin megváltozása A £ = 0 , ± 1 lehet. Ez 
a szabály gyakorlatilag nem sokat mond, mert az eddig megállapított izotópspin 
értékek mind vagy T= 0, T= 1 értékek. Az általunk vizsgált Z = N típuséi páros-
páros magoknál azonban további szabály létezik: El típusú sugárzás, vagyis El 
átmenetnél az izotópspinnek változni kell A T= ± 1 . T=0 — T=0 ál lapotok között 
az E\ átmenet tiltva van, a tiltás azonban nem abszolút, általában az M2 típusú 
sugárzás intenzitásának megfelelő intenzitással jöhet létre átmenet ebben az eset-
ben. Az Z = N típusú páros-páros magok alapállapotának izotópspinje minden 
esetben T—0, tehát csak T— 1 izotópspinű gerjesztett állapotból van az alapálla-
potba £1 átmenet. £1 sugárzások keresése éppen egyik hasznos módszer a r ra vonat-
kozóan, hogy megtaláljuk a Z=N típusú páros-páros magoknál a T= 1 izotóp-
spinű állapotokat. 
2.3 Átmeneti valószínűségek könnyű magoknál 
Könnyű magoknál ( Z < 2 0 ) főleg £1 , M 1 és £ 2 átmenetek átmeneti valószínű-
ségei ismeretesek. Wilkinson [1] az eddig ismeretes adatok alapján hisztogrammo-
kat állított összes az £1, M l és £ 2 típusú sugárzások redukált átmeneti valószínű-
ségeire vonatkozóan (átmeneti valószínűség Weisskopf-zgységzVbzn kifejezve) [1]. 
Az átmeneti valószínűségek Weisskopf-egységekben kifejezett értékeit redukált 
átmeneti valószínűségeknek nevezzük és |M2 | -tel jelöljük, minthogy ez az átmenet 
mátrixelemnégyzetének a mérőszáma. Ezeket a hisztogrammokat az 1 a, b, с ábrán 
reprodukáltuk. 
Látható, hogy a Weisskopf-egységektől mindhárom típusú átmenet esetében 
komoly eltérések vannak. 
£1 átmeneteknél a redukált átmeneti valószínűségek |M| 2 középértéke 0,055. 
Az izotópspin kiválasztási szabály tiltott átmenetek esetén | M | 2 ~ 1 0 ~ 3 , (1. 1 a ábra) 
tehát a kiválasztási szabály által létrehozott tiltás a gyakorlatban kb. 50-szeres. 
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M1 átmeneteknél az eloszlás alakja egészen különbözik az El átmeneteknél 
tapasztalt eloszlástól. A legvalószínűbb értéknek \M\2 ~0,15-öt vehetjük. 
E2 átmeneteknél a helyzet megváltozik. Míg az El, Ml átmenetek valószínűsége 
általában kisebb, mint a Weisskopf-egység, az E2 átmenetek valószínűsége nagyobb. 
Legvalószínűbb értéknek | Л / | 2 ~ 4 adódik. 
Már ebből a durva összehasonlításból is látszik, hogy a különböző típusú 
sugárzások átmeneti valószínűségei a könnyű magoknál érdekes törvényszerűsége-
ket tükröznek. Az El sugárzás elektromos dipól rezgése eredményeképpen jön létre, 
tehát lényegében azt jelenti, hogy a magban egy vagy több proton a szimmetria 
helyzetből kimozdul, a mag mintegy polarizálódik. Ennek a valószínűsége a tapasz-
talat szerint kicsi. E2 sugárzás esetén egy kvadrupólus rezeg. A kvadrupól-átmene-
tek meggyorsulása arra utal, hogy több 
részecske vesz részt az emisszióban, köze-
lítőleg sem helyes ebben az esetben a 
Weisskopf-féle feltevés. 
Az atommagok héjmodellje (a füg-
getlen részecske modell) jól alkalmazható 
a könnyű magok belső szerkezetének le-
írására. A héjmodell a helyes héj betöltési 
számokat (a mágikus számokat) 20-nál 
nagyobb részecskeszámok esetén csak ak-
kor adja meg, ha erős spin-pálya kölcsön-
hatást veszünk figyelembe (jj csatolás). 
20-nál kisebb részecskeszám esetén a má-
gikus számokat értelmezhetjük spin-pálya 
kölcsönhatás nélkül (LS csatolás), azon-
ban a finomabb effektusok elméleti értel-
mezésénél, így pl. a y-sugárzások átme-
neti valószínűségeinek kiszámításánál köz-
benső csatolást kell figyelembe venni [7], 
[8]. A redukált átmeneti valószínűségek 
eloszlását a közbenső csatolással vett füg-
getlen részecske modell alapján számítva 
az la, b, с ábrán látható folytonosan ki-
húzott görbéket kapjuk [1]. Az El és Ml 
sugárzásoknál az elméleti görbe és kísér-
leti adatok eléggé jól egyeznek, az £ 2 sugár-
zásnál az eltérés egészen nyilvánvaló, ami 
azt mutatja, hogy az E2 átmeneteket a 
független részecske modell segítségével 
nem lehet értelmezni. A kollektív modell, 
amely egyszerre több részecske mozgását 
veszi figyelembe, adja meg az E2 átmene-
tek felgyorsulásának értelmezését. 
A dipólsugárzások esetén az elmélet és 
kísérlet globálisan megegyezik, az átme-
netek tanulmányozása az egyes magoknál 
azonban ennél sokkal többet mond. Külö-
6 
.cr 
<u y \ 
M 
—1 , к S , п 
10J Ю'2 10'' 1 
С) 
10 юг 
!М! г 
Ю
3 
1. ábra. a) El átmenetek redukált átmeneti 
valószínűsége könnyű magoknál, a bevonal-
kázott rész az izotópspin kiválasztási szabályt 
megsértő átmeneteket tartalmazza; b) Ml át-
menetek redukált átmeneti valószínűsége; 
с) E2 átmenetek redukált átmeneti való-
színűsége 
/ 
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nősen érdekesek azok az esetek, amelyekben egy nívóról elágazás van, két vagy több 
y-sugárzás lép ki más-más nívókra való átmenet közben. Ilyen esetben, minthogy 
a kezdeti állapot hullámfüggvénye természetesen azonos, az átmeneti valószínűsé-
gekből a végállapotok hullámfüggvényeire vonatkozóan vonhatunk le következte-
téseket. Azonos végállapotba való átmenetek esetén a kiindulási állapot hullámfügg-
vényeire kapunk felvilágosítást. 
Újabban a héjmodellel ekvivalens, de bizonyos esetekben szemléletesebb és 
a mag struktúrájába mélyebb bepillantásra módot nyújtó modellt, az ún. „cluster-
modelk'-t alkalmazzák a könnyű magok 
gerjesztett állapotainak megmagyarázására 
[9], [10]. A modell szerint a könnyű 
atommagokat két külön-külön több nuk-
leont tartalmazó halmaz-cluster-ból álló 
egységnek foghatjuk fel. Pl. a Be8 atom-
mag két a-részecske, a C 1 2 egy Be8 mag 
+ a-részecske halmazaként fogható fel. 
A mozgásprobléma így kéttest problé-
mává redukálódik, amelynek megoldása 
sokkal egyszerűbb. Az egyik halmaz a 
másik halmaz terében harmonikus oszcil-
látor mozgást végez. A harmonikus osz-
cillátor sajátfüggvényrendszere segítségé-
vel lehet megoldani a mozgásproblémát. 
Wildermuth és társai [9], [10], [11] 
sok könnyű mag gerjesztett állapotának 
spinjét és paritását értelmezték ezzel az 
egyszerű modellel. Sikerült továbbá egy-
szerű magyarázatot adni az átmeneti va-
2. ábra. y-átmenetek F"J mag gerjesztett álla- lószínűségek n ívóró l n ívóra , á tmene t rő l 
potai között. Az átmenetek mellé írt számok á t m e n e t r e v a l ó v á l t o z á s á r a is . Pl. a F 1 9 
az átmenetek relatív intenzitását jelzik a tommag gerjesztett állapotait a 2. ábrán 
látható módon 0 1 6 + í ill. N 1 5 + a ré-
szek oszcillátor állapotainak foghatjuk fel. A nívók mellet feltüntettük a megfelelő 
oszcillátorállapotok kvantumszámait. A C, jelzésű y-átmenet a legintenzívebb, 
holott — tekintettel arra, hogy M\ típusú átmenet ennek kisebb valószínűséggel 
kellene létrejönnie, mint a nagyobb energiájú Bl jelzésű E\ típusú átmenetnek. Az 
E\ átmenet esetében azonban különböző cluster-modell állapotok (O1 6 + t és N 1 5 + a ) 
között történik az átmenet és ez a különbözőség az átmeneti valószínűséget kb. 3 
nagyságrenddel lecsökkenti. 
A cluster-modell kijelentései az átmeneti valószínűségekre vonatkozóan egye-
lőre még kvalitatív jellegűek, segítségükkel azonban sok jelenséget, pl. a y-átmene-
tek felgyorsulását, vagy lelassulását, értelmezhetünk és megállapíthatjuk a szereplő 
nívók cluster-szerkezetét. Várható, hogy a kísérleti anyag bővítése és az elmélet 
továbbfejlesztése szép eredményeket hoz a könnyű magok — különösen a Z = N 
típusú páros-páros magok, és ezek közelében levő magok — gerjesztett állapotai-
nak megismerésében. 
3d t + 0' 
id CC+ N' 
ida+N' 
A, B, C, 
<4 
3d t + 0 
5s a + d'5 
is t + 016 
04 
Mf E, M, 
E J 
1,56 3/2* 
1,46 С3/2-) 
1.35 (5/2-) 
0,190 5/2 * 
0, 110 1/2 -
0 1/2 + 
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2,4. Szögeloszlás, szögkorreláció 
Az elektromágneses sugárzásoknak a sugárzást kibocsátó nyomatékok irányá-
hoz viszonyítva határozott iránykarakterisztikájuk van. Azt várjuk, hogy a y-sugarak 
is határozott szögeloszlást mutatnak a kibocsátó magspinek irányához képest, és 
az iránykarakterisztikát mérve egyszerűen megkaphatjuk a sugárzás multipolari-
tását és ebből következtethetünk a sugárzást kibocsátó magállapotok spinjére. 
A helyzet azonban ál talában az, hogy a y-sugárzást kibocsátó atommagok spinje 
minden irányban egyenlő valószínűséggel mutathat, aminek következtében a kibo-
csátott sugárzás teljesen izotróp. 
Magreakciók esetében a y-sugarakat kibocsátó állapotot létrehozó részecskék 
egy irányt kitüntetnek. Pl. (p, y) típusú magreakciók esetén a protonok által a magba 
bevitt / pályaimpulzusnyomaték mindig merőleges a protonok irányára. A target 
mag spinjéhez csatolódik a proton 5 = 1 / 2 spinje és pályanyomatéka. A keletkező 
közbenső mag ilyen m ó d o n irányított lesz, a kilépő sugárzás szögeloszlása általá-
ban nem lesz izotróp. Az impulzusnyomatékokra vonatkozó kvantummechanikai 
törvények segítségével meg lehet határozni különböző esetekre a szögeloszlást [12]. 
Legyen pl. a (p, y) reakció valamely rezonanciája esetén a bombázott mag spinje 
J0, a bemenő proton páyaimpulzusnyomatéka a magra vonatkoztatva /, a közbülső 
mag spinje a rezonancia energián/ , a y-kvantum multipolaritása L és a végmag spinje 
I (3. ábra). A proton 1/2 spinje a mag J0 spinjéhez csatolódva vagy í , = / 0 + l/2, 
vagy s2=Jo —1/2 csatornaspint eredményez. Általában mindkettő megvalósul. 
Minthogy sl 2+l=j vektoregyenlet, amely különböző / értékek mellett is helyes 
lehet, ezért lehetőség van arra, hogy a reakció különböző / értékekkel jöjjön létre. 
Hasonló a helyzet y-sugarak multipolaritása szempontjából is. /, /' különbsége min-
dig páros szám, a paritásmegmaradás törvénye miatt, L, L' különbsége általában 
egy, mert csak az azonos paritásváltozás esetén bekövetkező elektromos és mágneses 
átmenetek intenzitásaránya olyan, hogy összemérhető intenzitásban emittálódnak. 
Két multipólrend kb. nyolc nagyságrend intenzitáscsökkenést eredményez. A külön-
böző csatornaspinhez ta r tozó részecskéknek megfelelő hullámok nem interferálnak 
egymással, a különböző pályaimpulzusnyomatékhoz tar tozó részecskéknek meg-
felelő hullámok interferálnak. (p, y) reakció esetén a y-sugárzás szögeloszlását 
3. ábra. Magnívók, sugárzások impulzus-
nyomatékának jelölése (p, y) reakciók 
esetén 
4. ábra. Magnívók, sugárzások impulzus-
nyomatékainak jelölése (p, a, y) reakciók 
esetén 
W». = 2 ( - 1 y - ' Z W , sk)-Zy (LjL'j, lk)Pk(cos Ь) (3) 
к 
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összefüggés ad j a meg [12], [13]. A formulában t, t' indexek jelzik, hogy a szögelosz-
lás egy adott 11', L, L', su s2 kombinációra vonatkozik . A teljes szögeloszlást a k k o r 
kap juk meg, ha ezekre a mennyiségekre megfelelő súlyfaktorokkal summázunk . 
Tehá t 
W = Z A V t ' ) W w . (3b) 
f ( t , t j értékeket (keverési paraméterek) mérési ada tokhoz való illesztésből ha tároz-
ha t juk meg. Z , Zx együtthatókat a [13] do lgoza tban tabellázva találjuk meg, Pk 
a £-adrendű Legendre-polinom. 
Kompl iká l tabb számítási eljárást igényelnek az ún. h á r m a s korrelációk (pl. 
p, y, y reakciónál a második y-sugárzás szögeloszlása, vagy a két y-sugárzás szög-
korrelációja, p , ос, у reakciónál a y-sugárzás szögeloszlása, vagy az a-sugárzás és 
a y-sugárzás szögkorrelációja, stb.) p, а, у reakcióknál a magspineket és részecske 
impulzusnyomaték adatokat a 4. ábra szerint jelölve a szögeloszlást a következő 
összefüggés ad j a [13], 
f Jl hl j l \ 
W„. = 2 У ( - l y Z Q J J J ^ s k ^ G A k . k ^ k A z f L d . L ' J ^ I ^ ) ^ ^ (4) 
I Á Ki h ) 
ahol 
í? = S + I2 + ll+l[+ll2 + l'l2+L2+L'2+jl+j2, 
Z, Z t a már használ t együtthatók, 
G 0 
Ji hi j i \ 
kt kl2 k2 = ,-'M+«Î2+*i+*2.(2/12 + l ) ' /2(2/;2 + 1 ) , / 2 . ( 2 £ 1 + 1)'A(2k2 + 1)'2 
VÁ h i J i ' 
( j l hiii\ 
. ( / 1 2 / [ 2 0 0 | Â : 1 2 0 ) - Z \ k t k l 2 k 2 , 
VÁ I'll il' 
ahol ( / 1 2 / í 2 00 | / f 1 2 0) az ún. Clebsch—Gordan együtthatók, és az X koefficiensek 
szintén tabellázva vannak [13]. A teljes szögeloszlást itt is (3b) szerinti összegezés 
u tán kapjuk. 
Aktk2k,2 függvények a gömbfüggvényeket tartalmazzák. Ha a p r o t o n o k 
©1,95, szögben lépnek be, az a-részek 0 1 2 , 9p12, a y-kvantumok Q2,(p2 szögben 
lépnek ki, a k k o r 
Г (4 л) 3 T 2 
=
 Л ^
2
^
1 2
^ "
2 ! ^ + l)(2fca + l ) ( 2 f c i a T I ) J • 
•Yk!(ei,cpl)YÏ12(e2, f2)Y^2+"fei2,cpl2). 
Minthogy a h á r m a s korreláció általános esetben rendkívül bonyolul t , ezért á l ta lában 
a bejövő p ro ton irányt 0 , = 9^ = 0-nak, a 0 2 , 0 1 2 poláris szögeket 90 -nak választ-
juk , mert a k k o r a számítás nagy mértékben egyszerűsödik. Tehá t pl. p, a, y reakció-
nál az a, y szögkorrelációt a protonok i rányára merőleges s íkban előnyös mérni . 
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A szögkorrelációk, szögeloszlások elmélete ma már olymértékben ki van dol-
gozva [12], hogy minden esetben meg lehet határozni az elméleti függvényt. A mérés-
sel meghatározott szögeloszlásokat az elméleti értékekkel összevetve következtetéseket 
tudunk levonni a kérdéses nívók spin és esetleg paritásviszonyaira vonatkozóan. 
3. y-átmenetek kísérleti vizsgálata 
3,1. Átmeneti valószínűségek mérése, késleltetett koincidencia módszer 
Az átmeneti valószínűségek mérési módszere a x = !- közepes élettartam nagy-
ságától függ. t ë l s e c tartományban közvetlenül a bomlásgörbét mérhetjük (a y-
kvantumok számát az idő' függvényében), 1 = - t > 10~4— 10~5sec tar tományban 
a bomlásgörbe méréséhez mechanikus segédberendezéseket használhatunk (pl. 
a y-sugarakat kisugárzó preparátumot gyorsan forgó korongon visszük el egy szám-
láló eló'tt stb.) 1 0 ~ 5 ^ r > 1 0 ~ n s e c közötti tartományban pedig a késleltetett koin-
cidencia-módszert használhatjuk. A késleltetett koincidencia-módszer akkor alkal-
mazható, ha a mérendő y-sugárzást valamilyen más sugárzás (pl. a-sugárzás, ß-
sugárzás, y-sugárzás) megelőzi. A méréshez két számlálót használunk, az egyik 
jelet ad a mérendő y-sugárzást megelőző sugárzásra, a másik a mérendő sugárzásra. 
Egy nagy felbontóképességű koinciden-
ciakörbe az első számláló jelét változ-
tatható késleltetésű művonalon keresz-
tül visszük be. A koincidencia szám 
a késleltetés függvényében exponenciá-
lisan csökken, amiből т egyszerűen 
meghatározható. 
r < 1 0 ~ 7 s e c időtartamok mérésé-
hez csak szcintillációs számlálók hasz-
nálhatók. A szcintillációs számlálókkal 
megvalósítható legjobb felbontási idő 
~10~ 9 sec . A késleltetett koinciden-
cia berendezés tehát nagyságrendben 
10~9sec lépésekben méri a bomlási 
görbét. Exponenciális esést tehát csak 
T=-10~9sec esetén tapasztalunk. A 
10~9sec-nál kisebb élettartamokat a 
következőképpen határozzuk meg: fel-
veszünk egy késleltetési görbét olyan 
sugárzással, amelyről biztosan tudjuk, 
hogy élettartama kisebb 1 0 - 1 1 sec-nél 
(prompt görbe 5. ábra) és a mérendő 
sugárzással. A mérendő görbe alatti 
terület centroidjának és a prompt görbe 
alatti terület centroidjának távolsága a 
közepes élettartam. 1 0 ~ u sec nagy-
ságrendben a késleltetett koincidencia 
Eltolás W'9 sec 
5. ábra. Élettartam mérés 1 0 - 9 < т < 10 _ 1 1 sec 
tartományban késleltetett koincidencia módszerrel 
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módszer ily módon már kevéssé pontos eredményt szolgáltat, 1 0 ~ u secnél kisebb 
élettartamokra vonatkozóan semmiféle felvilágosítást sem ad. 
A vizsgálat tárgyát képező könnyű magok esetében az élettartam általában 
10~usec-nél kisebb. Ezeknek az időknek a közvetlen mérése a méréstechnika jelen-
legi helyzetében nem lehetséges. Ezért a mérési módszer itt egészen más. Az élet-
tartam helyett a nívószélességet (1) mérjük. 
3,2. Átmeneti valószínűségek mérése, nívószélességmérés rezonanciafluoreszcencia 
módszerrel 
A y-átmenetek nívószélességének mérésére az egyedüli abszolút módszer a y-
sugarak és atommagnívók rezonanciakölcsönhatásának a vizsgálata. Az a tommagok 
a gerjesztett állapotuk energiájával megegyező energiájú y-sugárzást rezonancia-
szerűen nagy hatáskeresztmetszettel abszorbeálják (rezonancia-abszorpció) vagy 
szórják (rezonancia-szórás). A jelenséget összefoglaló néven rezonancia fluoreszcen-
ciának nevezhetjük. 
A rezonancia fluoreszcencia hatáskeresztmetszete az elmélet szerint valamilyen 
E energiájú y-sugárzás esetén [14] 
U T-2 
a(E) = ~ g , (4) 
871 
ahol Er és Г a magnívó paraméterei, X az E energiájú y-sugárzás hullámhossza 
4 1,2398-10"1 0 ] 2 4 + 1 , , , . , „
 r , , „ 
l = E / M e V - b a n j " C m j ' g = 21 + 1 ' e a § e r J e s z t e t t a l l a P o t - h a z alapallapot 
spinje. (4) olyan esetre vonatkozik, amelyben a gerjesztett állapot csak egyféle módon, 
E energiájú y-kvantum kibocsátásával tud bomlani. Általában azonban más bomlás-
módok is lehetségesek (belső konverzió, két- vagy több y-kvantum kibocsátása 
egymásután, ún. kaszkádfolyamat, és elég nagy y-energiák esetén részecske emisz-
szió). A különböző bomlásmódokat, különböző Г; nívószélességekkel jellemezhet-
n 
jük, természetesen = Jelöljük Г0-1а1 a gerjesztett állapotból az alapállapotba 
;=o 
való átmenetet, akkor az /'-edik bomlásmódra 
a(EY = ^ g
 ; ( 5 ) 
877
 (E-Ery+ L n 
a rezonancia szorasra 
a(Ef = ^ g . , (6) 
8Я
 (£-£ r)2 + I n 
a rezonancia abszorpcióra 
J2 г г 
a(E)° = —g (7) 
8 Л
 ( E — E r)2 + -I- Г 2 
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összefüggés adódik. Látható, hogy [4] egyaránt leírja a rezonancia szórást és rezo-
nancia abszorpciót, ha Г0 = Г. 
Az atommagok hó'mozgása miatt legötöbbször nem tudjuk észlelni közvet-
lenül а Г nívószélességet. A mozgó sugárforrás által kibocsátott sugárzás vagy 
ami ezzel ekvivalens, a mozgó észlelő által észlelt sugárzás energiája — mint isme-
retes — a Doppler-effektus következtében függ a forrás és az észlelő mozgása közti 
V relatív sebességtől, éspedig 
Av' = Av^l + - ^ c o s # j . (8) 
A képletben Av' a Doppler-effektus miatt megváltozott energia, с a fénysebessége 
# a sugárzás iránya és az észlelő mozgásiránya által bezárt szög. A mag az E ener-
giájú y-sugárforrás felé mozogva E' =e[\ + energiájú sugárzást, ellenkező irány-
ban mozogva E " = e \ I — - ^ j energiájú sugárzást észlel. Tegyük fel, hogy az atom-
magok hőmozgás miatti sebességeloszlása Maxwell eloszlás, 
( Mv2\ 
W{v)dv = (M/2nkT)H expí — — J dv, (9) 
ahol M az atommag tömege, к a Boltzmann állandó, T az abszolút hőmérséklet, 
akkor a mag által észlelt sugárzás energiaeloszlása 
:i 
dE', (10) 
(2 kT\1/2 
a h o l A = £ j ^ Y . A elnevezése Doppler szélesség. Nyilvánvaló, hogy a hőmoz-
gás miatt bekövetkező energia elmosódottság a [4] —[7] hatáskeresztmetszet kife-
jezéseket megváltoztatja, az E ' energiákra átlagolni kell. A hőmozgást magában-
foglaló hatáskeresztmetszet [4]-re felírva 
ahol 
a(E, t) = \o(E) W{E')dE' = amm ip (x, t), (11) 
_ 
^max 
1 ' ( r ) 
es 
У(х, t) -
+ 
1 
2 (яг)1/2 J 
е Х Р {
- [ X - / m d y , (13) 
E' —E 
ahol y = r . T(x, t) függvényt táblázatban találhatjuk meg [15], de anél-
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kül is könnyen megvizsgálhatjuk a hőmozgás hatását a y-sugarak rezonancia köl-
csönhatását leíró hatáskeresztmetszetre. (13)-ba x = 0-t helyettesítve és integrálva 
m о 2 (яг) Vi 
exp (-y2l4t) 
1 +y2~ 
dy = 
l ' /2 
2\'t Aw)V (14) 
eredményt kapunk, ahol ф ( — f ü g g v é n y a Gauss-féle hibaintegrál. A 6. ábrán 
\ z \ t ) 
t függvényében feltüntettük T(o, ?)-t. Látható , hogy a hó'mozgás következménye 
az, hogy a maximális hatáskeresztmetszet a(En t) erősen csökken t növekedésével. 
10'2 10'1 1 10' Юг 103 10k 10s 106 10? 
6. ábra. ip (0, t) függvény értékei /-változása esetén 
Ezzel együtt jár a hatáskeresztmetszet görbe egyidejű kiszélesedése is. A d o t t /-hez 
tartozó szélességet (Г(г)) nem ilyen egyszerű már megkapni, Ф ( x , t) konkré t alak-
ját kell felhasználni. Ké t széleső esetet azonban egyszerűen meghatározhatunk. 
/<к1 esetén a hőmozgás hatása elhanyagolható, az eredeti <r(£) hatáskeresztmet-
szet kifejezést kapjuk, 1 esetén (13)-at nagyon jól közelíthetjük (feltéve, hogy 
x<Kf) a 
1 
4>(x, t) = exp ( - x2/41) = j j U exp [ " ( ^ / ' J ] (15) 
kifejezéssel, amelyből látszik, hogy a hőmozgás nélküli esetre vonatkozó rezonancia-
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görbe Gauss-eloszlásba megy át, amelynek szélessége a Doppler-szélességgel (A) 
egyezik meg. 
Az eddig elmondottakban feltételeztük, hogy a rezonancia fluoreszcenciában 
résztvevő atommagok sebességeloszlása Maxwell-eloszlás, ez általában csak gáz-
nemű anyagokban helyes. A kísérletekben abszorbensként, szóróközegként álta-
lában szilárd, kristályos anyagot használunk, amelyben az atommagok sebesség-
eloszlása egyáltalán nem Maxwell-szerű. Lamb tárgyalta ezt az esetet [16] és arra 
a megállapításra jutott, hogy szilárd, kristályos anyagok esetén a Doppler-szélesség 
kifejezésébe az abszolút hőmérséklet helyébe Tef( effektív hőmérsékletet kell írni, 
amelyet a következőképpen kapunk meg T abszolút hőmérséklet esetén 
e 
г
-=ЧШ
 z3G^ ï+ib (i6) 
0 
ahol 0 a kristály Debye-hőmérséklete. A kristályos anyagban egy további effektus 
is fellép, ez éppen a Mössbauer-effektus, amelyről később lesz szó. 
A különböző magnívók esetében, amelyek a radioaktív bomlások során lép-
nek fel és amelyek y-sugárzás kibocsátásával bomlanak, általában az a helyzet, 
hogy а Г magnívószélesség jóval kisebb, mint a Doppler-szélesség (pl. a Hg 1 9 8 a tom-
mag £,. = 441 keV energiájú nívója esetén Г = 2,1 • 10~5 eV, és Д ~ 2 , 5 - 1 0 - 1 eV.) 
Ezért, ha valamilyen monokromatikus, a megfelelő energiatartományban mérhetően 
változtatható y-nyalábbal tapogatnók le a magnívót, akkor a hatáskeresztmetszet 
energiafüggésében a A szélességet tapasztalnók a 6. ábra szerint csökkent maximá-
lis hatáskeresztmetszettel a (4) formulában adot t energiafüggés helyett. Gyakorlati 
szempontból monokromatikus y-nyalábon olyan y-nyalábot értünk, amelynek ener-
gia bizonytalansága, szélessége sokkal kisebb a mérendő szélességnél. Ilyen sugár-
forrással azonban nem rendelkezünk. A mérésre felhasználható sugárforrás a féke-
zési sugárzás és az atommagok y-sugárzása lehet. A fékezési sugárzás spektruma 
folytonos, a mérendű szűk energiatartományban konstansnak vehető. Ebben az eset-
ben a rezonancia fluoreszcencia szempontjából az integrális hatáskeresztmetszet 
a mérvadó, amely f-től függetlenül 
2 ^max Г . (17) 
Az integrális hatáskeresztmetszetet barn. eV-ban mérjük. A H g 1 9 8 esetében <xmax = 
= 7,2-10~2° cm 2 = 7,2-104 barn ; <rint = 1,4 barn. eV. A 411 keV y-sugárzás atomi 
abszorpciós hatáskeresztmetszete 70 barn, egy szcintillációs számláló kb. 10% fel-
bontóképességgel 4 -10 4 eV szélességben regisztrálja a fékezési spektrumot. Ekkor 
crint atomi = 2,8- 106 barn eV. Nyilvánvaló tehát, hogy abszorpcióban rezonancia 
fluoreszcenciát fékezési sugárzással kimutatni nem lehet. Szórás esetén az atomi 
effektusokból csak a Compton-effektus és a Rayleigh-szórás jelentkezik. A Comp-
ton-szórt y-kvantumok energiája kisebb a primér y-kvantumok energiájánál, ezeket 
energiaérzékeny detektorral el lehet választani. A Rayleigh-szórás y-kvantumainak 
energiája megegyezik az eredeti y-kvantumok energiájával, tehát a rezonanciaszórt 
y-kvantumok energiájával. A H g 1 9 8 esetében 120°-ban 8-10~ 2 7 cm2 /sterad a hatás-
a(E) dE 
+-> 
í ' (£, t) dE 
Fizikai Folyóirat XI /1 
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keresztmetszet, <xint Rayleigh = 3,2-102 barn eV. Ez a példa is mutat ja , hogy a fékezési 
sugárzást csak kivételes esetekben lehet felhasználni mag-rezonanciafluoreszcencia 
tanulmányozására. 
Könnyű magok magasan gerjesztett nívóinál (10—15—20 MeV) a fékezési 
sugárzást is sikerrel lehet alkalmazni magnívók, y-átmenetek tanulmányozására. 
Ezt az teszi lehetővé, hogy nagyenergiájú E\ - M\ átmenetek nívószélessége viszony-
lag nagy, és ily módon a (17) integrális hatáskeresztmetszet nagy érték lesz. A nívók 
kimutatása, illetve a nívószélesség mérése kétféle módszerrel j á r t sikerrel: а С ' 2 mag 
15,1 MeV energiájú nívójáról szóródott y-sugárzás energiaspektrumát mérte Fuller 
és Hayward [17]. Más könnyű magnál is, ahol Г elég nagy, sikerült a fékezési spek-
trumból atommagok által szórt y-sugárzás spektrumát mérni [18], [19]. 
A másik módszer a fékezési sugárzással való aktiválás. Könnyű magoknál 
nagyobb gerjesztési energiákon a y-sugarak hatására részecskék (n, p, я, . . . ) is 
emittálódnak. A visszamaradó mag gyakran radioaktív. A fékezési sugárzás maxi-
mális energiáját finoman változtatva mérjük az ún. aktivációs görbét (radioaktivi-
tás a félezési sugárzások maximális energiájának a függvényében). A görbéken 
egyes magok esetében (pl. С 1 2 , O1 6 , stb.) töréspontokat találunk (7. ábra , [20]). 
A töréseket úgy értelmezhetjük, hogy a megfelelő energián egy magnívó van, amely 
a y-sugárzást nagy hatáskeresztmetszettel abszorbeálja. A törés nagyságából, a féke-
zési sugárzás spektrumából meg lehet határozni a nívóra vona tkozó integrális abszorp-
ciós hatáskeresztmetszetet (17), amiből a nívószélességekre lehet következtetni. 
Betatronok segítségével sok nívót identifikáltak. Ezek a mérések azonban némi 
bizonytalanságot tartalmaznak, konkréten azt, hogy egy mérési pontsorban bekö-
vetkező változást töréspontnak minő-
sítünk-e, amely y-abszorpciós nívó je-
lenlétét bizonyítja, vagy mérési hibá-
nak tulajdonít juk. Ezért fontos a nívók 
létezését, paramétereit más, a fékezési 
sugárzástól független módszer segítsé-
gével is kimutatni . Gyorsítóberendezé-
sekben előállítható y-sugárzással lehet 
ezt elérni (1. később). 
A radioaktív atommagok y-sugár-
zását kevés kivételtől eltekintve csak 
azoknak a nívóknak a mérésére lehet 
felhasználni, amelyekből kiléptek. Itt is 
csak akkor, ha a y-sugárzás az atom-
mag alapállapotába való átmenetnek 
felel meg. A y-kvantum kilépéskor az 
atommagot visszalöki, energiája (£..) a 
visszalökött magnak átadott energiával 
kisebb lesz, mint a magnívó Er ener-
giája. A visszalökési energia 
у 
/ 
Pallér 
15, k 15,5 15.8 16.0 Per 
Betatron energia R — Er 
E 2 
E = y 
' 2 Mc2 
(18) 
7. ábra. Aktivációs görbe O l 6 / y , n / O " 
magreakció esetén ahol M a visszalökött mag tömege. 
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A vizsgálandó magba való belépéskor ugyanekkora veszteség lesz, tehát a rezo-
nancianívó eléréséhez 
e; Ey + 2R 
E2 
E + —y— y +
 Mc2 
energiájú y-nyalábra van szükség. A Hg 1 9 8 esetében 2 R = 0,92 eV. A viszonyokat 
a 8. ábra szemlélteti. Az atommagból kilépő' y-sugárzás energiája jóval kisebb, 
mint amennyi az abszorpcióhoz szükséges, ezért a rezonancia kölcsönhatást leíró 
integrális hatáskeresztmetszet 
f(E, Eyem)a(E, Г) dE (19) 
nagyon kicsi mennyiség. crint értéke nyilvánvalóan akkor lesz mérhető nagyságú, 
h a az emissziós és abszorpciós spektrum átlapolódása lényegesen megnövekedik. 
Először Moon-nak sikerült ezt elérni 1951-ben [21]. Eyem-et a sugárforrást nagy 
sebességgel mozgatva a Doppler-effektus 
segítségével megnövelte. Számítsuk ki mek-
ko ra sebesség kell a visszalökési veszteség 
pótlásához. (8) és (18) alapján 
Ey 
Mc2 
(20) 
p 
\ ( 
\ 
\ 
\ L-
p 
3 1 1 
l Ar » \ 1 
\ \ / 
\ 
\ У i 
/ 
Hatsz 
8. ábra. A -/-sugárzás kilépése után a mag 
visszalökődik, ezért a -/-sugárzás energiája 
kisebb lesz. A hőmozgás a nivókat kiszé-
lesíti. (Doppler szélesség) 
A mechanikus mozgatás sebessége egyenesen 
arányos a y-kvantum energiájával, és for-
dítva arányos a kérdéses a tommag tömegé-
vel. A Hg 1 9 8 esetében r = 6,7-104 cm/sec. 
Ebben az esetben a rezonancia-szórás 
jóval nagyobb a Rayleigh-szórásnál, mert 
most a Rayleigh-szórásra ugyanaz a kis y-energia sáv áll rendelkezésre, mint a re-
zonancia-szórásra. 
Moon első eredménye után sok radioaktív magnál sikerült kimutatni a rezo-
nanciaíluoreszcenciát, ily módon megmérni а Г szélességet, ill. a nívók élettartamát. 
Ezekben a mérésekben a fő pronbléma mindig a visszalökési energiaveszteségpót-
lása volt. A mechanikus mozgatás mellett több más módszert alkalmaztak. Ilyenek: 
1. a forrás hőmérsékletének növelése, a 8. ábra szerint A növekedése miatt gyorsan 
n ő az emissziós és abszorpciós görbe átlapolása; 2. a y-sugárzás kibocsátását 
megelőző a- vagy /í-részecske, sőt elektronbefogás esetén a neutrínó, visszalöki 
a magot, a mozgás közben kibocsátott y-kvantum energiája a Doppler effektus 
miatt megnő, ez különösen cseppfolyós, ill. gőzhalmazállapotú forrás esetén vezet 
eredményre; 3. magrekaciók esetén, ha a y-sugárzást a bombázó részecske által 
meglökött közbülső mag bocsátja ki, akkor szintén pótolható a visszalökéskor 
elveszített energia. Ezzel a problémával részletesebben foglalkozunk. 
1958-ban Mössbauer kimutatta, hogy kristályos anyagból kilépő és kristályos 
anyagban abszorbeálódó sugárzás esetén elérhető az, hogy a rezonancia-fluoresz-
cencia mérések két legnagyobb nehézsége, a visszalökéskor bekövetkező energia-
4* 
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veszteség és a hőmozgás miatt bekövetkező kiszélesedés ne lépjen fel [22], [23]. Más 
szóval Mössbauerneк sikerült olyan módszert kidolgozni, amellyel a magnívók 
eredeti Г vonalszélessége mérhető. 
3,3. Átmeneti valószínűségek mérése, rezonancia-fluoreszcencia magreakcióknál 
Magreakcióknál a y-sugárzás — h a a nívó у — bomlásra vonatkozó élettartama 
10~13 —10~ 1 4 sec-nél kisebb — a gyorsan mozgó közbülső magból lép ki. A bom-
bázó részecske (tömege m) belép a magba , melynek tömege M-m és kinetikus ener-
giája az új mag (M) kinetikus energiája lesz, amely V sebességgel mozog a bom-
bázó részecske irányában. 10~ 1 3—10~ 1 4 sec az az időtar tam, ami a la t t a mozgó 
M tömegű mag szilárd targetanyag esetén először ütközik, és mozgási energiát veszít. 
Az első ütközésig az M tömegű közbenső m a g sebessége 
Protonok 
rarpet 
V = 
( 2 E m r n f 
M 
(21) 
У-kvcnfum 
9. ábra. Magreakcióknál 
a y-kvantumok energiája 
függ a bomlási részecske 
iránya és a y-kvantumok 
iránya által bezárt 
& szögtől 
ahol Em a bombázó részecske kinetikus energiája. A y-su-
gárzást tehát V sebességgel előre mozgó fo r rás bocsátja 
ki, ily módon a Doppler-effektus következtében (8) szerint 
a y-kvantum energiája függ a bombázó részecskék és a y-
kvantumok által bezárt szögtől (1. 9. ábra). 
Legyen valamely (p, y) reakcióban egy rezonancia Ep 
protonenergiánál, ez a közbenső mag Er gerjesztési energiá-
j ának felel meg. A kilépő y-kvantum energiája alapállapotba 
való átmenet esetén: 
Ey = 
E2 _ ( 2 £ > , ) * 
2Mc2 Л/с ~cos 
(22) 
Hogy az £j,-energiájú y-kvantummal az E nívóban rezonancia effektust idézhes-
sünk elő, nyilvánvalóan az szükséges, hogy a Doppler effektusból kapot t energia-
nyereség pótolja a visszalökés miatt bekövetkező veszteséget. (22) a lap ján kiszá-
míthatjuk azt a # szöget, amelynél a rezonancia abszorpció bekövetkezik. Figyelembe 
véve azt, hogy a y-kvantum belépésekor is E2j2Mc2 veszteség van 
cos (23) 
' (2Epmpc2)* • 
körül mérve meghatározhatjuk Г..0 értékét és A rezonancia-fluoreszcenciát 
kedvező esetben ITj-t is [24]. 
Ha (22)-be Er helyébe a reakció Q értékét és a b o m b á z ó protonok energiáját 
írjuk, akkor 
M 2 M e 2 '~Ey Me 
cos b (24) 
összefüggést kapunk, amely azt mutat ja , hogy olyan magreakciónál, amelynél 
a y-emisszió nemcsak egy nagyon keskeny rezonancia n ívón következik be, a bom-
bázó protonok energiájának változtatásával is változtathatjuk a kilépő y-kvantumok 
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energiáját. így a & szög és Ep változtatásával a y-kvantumok energiáját egy korláto-
zott tartományon belül változtathatjuk és ez a „finom spektrum" módot nyújt arra, 
hogy az M tömegű közbenső magtól különböző magokban is keressünk magnívó-
kat, vizsgáljuk a y-sugarak rezonanciakölcsönhatását s kontrolláljuk a fékezési 
sugárzás segítségével talált töréspontok létezését és megmérjük adataikat. 
3.4. Átmeneti valószínűségek mérése, elágazási arányok 
A y-nívószélességek mérésének másik, relatív módszere az elágazási arányok 
mérésén alapul. Gyakori eset, hogy a rezonancianívó teljes szélességét (Г () ismerjük, 
pl. a bombázó részecskék energiájának finom szabályozásával megmértük. Meg-
határozzuk a különböző reakciótermékek (részecskék, y-sugárzás) keletkezésének 
valószínűségét (w(). Akkor az 
a S w ^ S r . ^ r , (25) 
összefüggésből, ahol a arányossági tényező, a y-sugárzás kibocsátására vonatkozó 
nívószélesség 
r y = a w y = r t w y (26) 
Ennél a módszernél a részecskéket és a y-kvantumokat olyan detektorral kell 
mérni, amelynek abszolút hatásfokát ismerjük, továbbá meg kell mérni a reakció-
termékek szögeloszlását is, hogy megkaphassuk a 4 я térszögbe való emisszió w, 
valószínűségét. 
3.5. Szögeloszlás, szögkorreláció mérése 
y-sugarak szögeloszlásának mérése elvben igen egyszerű. Számlálóberendezés 
segítségével mérjük az intenzitást a bombázó részecskék irányához képest külön-
böző szögekben. A bombázó részecskék és a számláló tengelye egy síkot határoz 
meg és a számláló ebben a síkban kell mozogjon. A mérést gyorsítóberendezés mel-
lett bonyolítja egyrészt az, hogy a bombázó ionnyaláb intenzitása és a target minő-
sége időben változik, ezért a mérendő y-sugárzás intenzitása változik, ami a mérés-
ben hibát okozna. Ezért mindig szükséges egy második számláló, amelynek helyzete 
a mérés folyamán nem változik és a sugárzást monitorozza. Másrészt a target-hát-
lap iránytól függő módon abszorbeálja a y-sugárzást. Ez általában néhány száza-
lékos effektus, mégis gondosan kell korrigálni e miatt a mérési adatokat . További 
probléma adódik, ha több különböző energiájú y-sugárzás keletkezik a magreakció 
során, ekkor lényegében csak szcintillációs számlálóval érhetünk el eredményt. 
Az energiaérzékeny számláló segítségével külön választhatjuk a különböző ener-
giájú y-sugárzásokat. 
Szögkorreláció mérésénél két számlálót kell koincidenciába kapcsolnunk. Isme-
retes, hogy minden koincidencia mérésnél a koincidencia kör felbontási ideje (т) 
felső határt szab a berendezéssel ésszerűen (a mérési hiba szempontjából) mérhető 
intenzitásnak. A másodpercenkénti bomlások számának, jV0-nak az N0<, ' korlát 
4 t 
alatt kell maradnia. 
A szög függvényében kapott mérési adatokból a 
iV(ít) ~ A0P0 + A2P2 (COS # ) + Л 4 Р 4 ( c o s fí) + (27) 
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összefüggés alapján az A0, A2, • •. együtthatókat a legkisebb négyzetek módsze-
rével számítjuk ki. Az így kapott értékek még nem hasonlíthatók össze az elmé-
letből számított együtthatókkal (1. 2.4. rész), mert a számlálóberendezések véges 
térszögben mérnek, s ebben a véges térszögben átlagolják a szögkorrelációs 
függvényt. A mérésből meghatározott együtthatókat ennek következtében korri-
gálni kell. A korrekciós tényezők, amelyekkel a kísérleti adatokat osztani, vagy 
az elméleti értékeket szorozni kell [25] a következők: 
P 0 együtthatójára 
1 - 7 , 3 2 5 - 1 0 - 5 ÔI + . . . 
P2 együtthatójára 
1 -7 ,325 - 1 0 - 4 Óq +2,93- 10~7 ÓQ + . . . (28) 
P4 együtthatójára 
1 - 2 , 2 7 1 - 10"3<5g +2,659-1() - 6 b%-2,133-10"9 <5g + . . . 
ahol 2 <50 fokokban kifejezve a számláló szögfelbontásának félértékszélessége. 
(Vékony y-nyaláb előtt forgatva a számlálót, Gauss-görbéhez hasonló érzékenység-
eloszlást kapunk, amelynek félértékszélessége 2 f)0.) 
4. A kísérleti berendezés általános jellemzése 
4,1. Gyorsítóberendezés 
A vizsgálatok tárgyát képező méréseket a Központi Fizikai Kuta tó Intézet 
K-800 típusú 800 kV-os Cockcroft—Walton generátorának segítségével végeztük. 
A generátor ~ 400 600 /iA erős-
ségű, analizálatlan ionáramot 
szolgáltat a targetre, amelynek 
kb. 70—80%-a proton. 
A gyorsítóberendezés feszült-
ségét rotációs térmérővel mérjük, 
amelyet ismert magreakciók re-
zonanciáival kalibráltunk. A 10. 
ábrán feltüntettük a kalibrációs 
görbét [26]. Tapasztalataink sze-
rint a feszültség kalibráció <500 
kV tartományban 1 — 2 % - o s pon-
tossággal reprodukálható. 
4,2. Számlálók 
A mérésekhez általában szcin-
tillációs számlálókat használtunk. 
A standard számlálófejek a kö-
vetkezők: 3 X 3 inch NaJ kris-
10. ábra. A K-800-as generátor 
kalibrációs görbéje 
600 
30
 t 40 50 
Pot térmérő O.r. 
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tály + D u Mont 6363 fotoelektronsokszorozó (felbontása a Cs 1 3 7 radioaktív 
reparátum 662 keV energiájú y-vonalára 10%), 3 X 3 inch NaJ kristály Du Mont 
6363 fotoelektronsokszorozó (felbontása 15%), 2 x 2 inch NaJ kristály + Du Mont 
6292 elektronsokszorozó (felbontása 12%), 1,5X1,5 inch NaJ kristály + D u Mont 
6292 elektronsokszorozó (felbontása 7,5 — 8%) . Az egyes mérésekben használatos 
speciális detektorokat külön ismertetjük. 
4,3. Eleketronikus berendezések 
Minden számlálóhoz stabilizált nagyfeszültségű áramforrás, lineáris eró'sító', 
differenciális és integrális amplitúdó diszkriminátor tartozik. Ezek a Központi Fizi-
kai Kuta tó Intézetben kifejlesztett s tandard berendezések. 
Ezeken kívül koincidenciaberendezést és ferritmemoriás 100 csatornás ampli-
túdó analizátort ( R A D U G A ) használtunk a méréseknél. 
5. Mérések С 1 2 mag esetében 
5,1. Bevezetés 
Méréseinkben a C 1 2 magok 16,1 MeV energiájú nívóját vizsgáltuk. Az iroda-
lomból ismeretes [27], hogy ezt a nívót а В1 1 magokat protonokkal bombázva kap-
hatjuk meg. A reakciónak 163 keV protonenergiánál rezonanciája van, amelynek 
a szélessége 5 , 3 ± 1 keV. A gerjesztett nívó több módon bomolhat: a-részecskék 
kibocsátásával Be8 mag keletkezhet (szélesség Г,,0, és Г , , mert az a-részecskék а 
Be8 mag alap és elsó' gerjesztett állapotába mehetnek), lehet rugalmas protonszórás 
(Г
р
) és végül y-sugárzás kibocsátása (szélesség Г.,0 és Г у 1 , mert a y-átmenet történ-
het a C 1 2 mag alap és első gerjesztett állapotába). A l i . ábrán feltüntettük a nívó-
sémát a nívók spin és paritás adataival együtt. Ezek szögeloszlás és szögkorreláció 
mérések eredményeiből ismeretesek. A nívószélességekre szintén találunk adatokat 
[27], [28], ezeket azonban a nívószélességmérés relatív módszerével (1. 3.4. rész) 
nyerték. A 16,1 MeV nívó bomlása esetén tehát 
rt=rxo + rxi+rp + ryo + r n . (29) 
F.,0 és Г,;11 meghatározásának a módszere a következő vol t : az a-bomlás kb. 2 nagy-
ságrenddel valószínűbb a y-bomlásnál. Ezt hozam mérésekkel lehet megállapítani. 
Az a-részecskékre vonatkozó mérések 1936—37-ből származnak [29], [30]. Mint-
hogy az a-bomláskor keletkező Be8 mag tovább bomlik két a-részecskére, amelyek 
energiája és szögeloszlása természetesen függ attól, hogy alap, vagy gerjesztett álla-
potba történik-e a bomlás, az a-hozam meghatározása még modern módszerekkel 
is nehéz. Ezért használták Beckmann et al [28] az a-hozam adatra a régi méréseket. 
Beckmann et al meghatározták külön méréssel a 16,1 MeV energiájú y-kvantumok 
Г 
hozamát, és ,0-et a 16,1 MeV energiájú és 11,67 MeV energiájú y-kvantumok 
2
 VI 
Г + Г 
intenzitásának arányából ( ~ 3 % ) . Ily módon ismerték a — — ~ arányt. Feltéte-
J vo 1 vi 
lezve, hogy Г
р
 (29)-ben elhanyagolhatóan kicsi és + ä: Г„ azt kapták, hogy 
Г,,0 % 3 eV és ГГ1 % 70 eV. 
4 0 KESZTHELYI L. 
Ezek a nívószélességek eléggé bizonytalan értékek, főleg azért, mert az a-hozam 
mérésekben 2-es faktor eltérés is lehetséges. Ezért érdemesnek látszott Г -t abszo-
lút módszerrel is meghatározni. r„0-t a rezonancia-abszorpció módszerével mértük. 
í a\Be8 II. ábra. A B n ( p , „((-.г magreakciók nívósémája 
5,2. Mérések 
A 12. ábrán feltüntettük a 16,1 MeV energiájú y-kvantumok Doppler-effektus-
ból eredő energianövekedését, az ún. finom spektrumot, a ê szög függvényében. 
A rezonanciának megfelelő szög # r = 21o30'. A számításokhoz (22) és (23) formulát 
használtuk. Az ábrából látszik, hogy a méréseink során használt 15°-os nyílás-
szögű detektor összemérhető a rezonancia félértékszélességének megfelelő szöggel. 
0° — 90°-os szögtartományban mérve a rezonancia-abszorpciógörbe egyik felét 
mérhetjük. 
A mérési elrendezés vázlatát a 13. ábra mutat ja . Vastag, természetes izotóp 
összetételű bór targetet bombáztunk Cockcroft—Walton generátorral 170 keV-ra 
gyorsított 300— 400 /iA erősségű analizálatlan protonárammal. Ilyen kis energián 
más, zavaró reakció nem jön létre kimutatható intenzitással. 
A mérő számláló l j " x 2 " - e s NaJ (TI) kristály és RCA 5819 fotomultiplier 
volt, monitor számlálóként l + " X l " NaJ (TI) kristály és R C A 5819 fotomulti-
pliert használtunk. Abszorbensként 10 cm hosszú grafithengert (C), ill. összehason-
lítás céljából vékonyfalú Al hengerbe préselt bó r t használtunk (B). 
A nagy szögtartomány miatt — minthogy a y-sugárzás anizotrop szögeloszlása 
és a targetabszorpció következtében a sugarak intenzitása változott — relatív méré-
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seket végeztünk, mértük az impulzusszámot С és В abszorbens esetén, illetve egy 
második sorozatban abszorbens nélkül és С abszorbenssel. 
A mérőszámlálóval mért integrális impulzus spektrumot a 14. ábrán találjuk. 
Az amplitúdó spektrum mérést kb. óránként megismételtük, ellenőrizve a beren-
£ 
30 
> 
25 
l % 
ts N. 
N S3 
-O 
Ai 
I 
10 
5 
Rezonancia 
A számláló szöge 
У 
Protonok 
W 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 
Szög a pro Ion ок es / -к közoH 
12. ábra. A y-sugarak energianövekedése a Doppler-
effektus következtében a protonok iránya és a y-suga-
rak iránya által bezárt szög függvényében. Az ábrán 
feltüntettük a rezonanciagörbe félszélességét és a 
mérőszámláló által mért szögtartományt 
13. ábra. 
A méröberendezé i 
vázlata 
Energia 
14. ábra. A mérőszámlálóval mért integrális amplitúdó spekt-
rum B"/P- y/C'2 reakció y-sugárzása esetén két nyíl jelzi azt 
a tartományt, amelynek impulzusait a mérésekben felhasználtuk 
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dezés stabilitását. 13,5 MeV-nél nagyobb energiánál már lényegében csak a 16,1 
MeV y-sugárzás okozta impulzusokat kapjuk. (Előfordulhat az, hogy a 11,67 MeV 
energiájú és 4,43 MeV energiájú y-sugárzás egyszerre abszorbeálódik a mérőszám-
lálóban. A két sugárzás okozta impulzus 16,1 MeV energiának megfelelő ampli-
túdójú impulzust kelthet. Az így ke-
letkező impulzusok száma — szá-
mítás szerint — kisebb, mint a mé-
rendő 16,1 MeV energiájú impulzu-
sok számának 1,3 %-a). Diszkrimi-
nátorunkkal csak a 13,5 és 17 MeV 
közötti impulzusokat engedtük át 
(a 14. ábrán nyilakkal jelölt tarto-
mány) a számláló egység felé, a 
17 MeV-nél nagyobb impulzusok 
elhagyásával a kozmikus sugár-
zásból származó nagy amplitúdójú 
háttéreffektus kb. harmadára csök-
kent. A 16,1 MeV sugárzásból átla-
gosan 1 imp/sec-ot, a háttéreffek-
tusból 0,082 ± 0,0013 imp/sec-ot 
kaptunk. A diszkriminátor állását a mérések során kb. óránként ellenőriztük. 
A monitor számlálóval a 11,67 MeV-es y-sugárzást monitoroztuk. A monitor 
impulzusok száma két nagyságrenddel nagyobb volt a mérő számláló által mért 
impulzusszámnál. 
A 15. ábrán feltüntettük az első méréssorozat eredményeit. А С és fi abszor-
bensek esetén mért impulzusszámok hányadosa az 
R = exp(-ncxc/e\p(-nBaxB) (30) 
hányadost, ahol xc és ,vB az abszorbensek vastagsága C-ben, illetve fi-ben. цс a C-re 
vonatkozó abszorpció koefficiens két részből tevődik össze: a szögtől független, 
atomi abszorpció koefficiensből, /tCn, és a szögtől függő rezonancia abszorpciót 
leíró /л
Сг
 abszorpció koefficiensből. /iBű az atomi abszorpció koefficiens a bór ese-
tében. fiCa és j.iBa értékeit táblázatból extrapolálva [31] fi=0,836-ot kapunk. 
A mérés eredménye világosan mutatja a rezonancia abszorpció miatt fellépő /ic, 
abszorpció koefficiens hatását (15. ábra) a helyes szögtartományban. 
A második méréssorozatban jóval nagyobb pontossággal mértük 20°-nál és 
80°-nál az impulzusszámot abszorbens nélkül és С abszorbenssel. Ez a mérés 
Г = ехр( — Цсхс) értékét adja. 20°-nál 0,7435+0,00435, 80°-nál 0,763+0,0044 
értéket kaptunk. ц
с
 értékét kiszámítva 
Hc(20°) =0,01807 ±0,00035 cm2 /g 
/<c(80°) =0,0165 ±0,00035 cm2 /g 
A fic(80°) értéke megegyezik az atomi abszorpció koefficiens elméleti értékével 
(0,0165 cm2 /g [31]), illetve 2%-os pontossággal igazolja azt. 20 :-nál fellépő tisztán 
atommag eredetű abszorpció koefficiens /iCr(20°) = 0,00157 +0,00049 cm 2 /g . 
fe 0,85 
*•§ 0.80 
0.75 
• f - n 
Atomi 
elm. 
Rezonancia 
eim. 
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15. ábra. R — exp/ — /к
с
х
с
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л'ц) hányados 
függése a protonok és a y-sugarak által bezárt szögtől 
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5,3. Diszkusszió 
Г 
A mérési adatokból -p^-t számíthatjuk ki. Számításainkban jelölje T(E') adott 
I t 
E' energián [ £ " = £ . , + £ D o p p l ( ^ ) ] a maghatásból származó transzmissziót. (7)-et fel 
használva egyszerűen kapjuk, hogy 
T(E')=-A Г
 expí-a0Hx 1 V ' dE, (31) r
"-
J
- l 
ahol N а С atomok száma/gramm, x az abszorbens vastagsága g/cm2-ben, 
és 
2 1 
f(E-E') = 
T,n ( E-E' 
Г,/2 
2 
1 
pedig a y-sugarak energiaeloszlása E' energia körül egyre normáivá. Ez utóbbi ténye-
zővel azt vesszük figyelembe, hogy a rezonancia különböző helyein befogott pro-
tonok hatására különböző energiájú y-kvantumok keletkeznek. Az eloszlást a pro-
tonrezonancia hatáskeresztmetszetének változását megadó Breit —Wigner formula 
írja le. A rezonancianívó termikus mozgásából eredő kiszélesedését (A ~ 50 eV 1. 
3.2. rész) Г, mellett elhanyagolhatjuk. 
E — E0 E — E' 
o0Nx = a jelöléssel, " = x, — = x — s helyettesítéssel és az exp 
1
 t/Z I
 t/z 
tényezőt sorbafejtve (31) átmegy a következőbe: 
T(E') = 1 
71 
+ 
1 1 
- Г Т - г - а — - г - t t + ( x - í ) 2 + l (x2 + l ) [ ( x - í ) 2 + l ] 
1 
2 ! ( X 2 + 1 ) 2 [ ( X - Í ) 2 + 1] 
. . . J r fx . 
Г 
Ha az ű-ban 2.-rendű tagtól kezdve elhanyagoljuk az egyes tagokat, akkor — 1 0 ~ 3 
I t 
esetén 1,5%-nál kisebb hibát követünk el. Az integrálást elvégezve 
A mérő számláló mindig egy adott E ' tartományban, illetve az ennek megfe-
lelő szögtartományban dolgozik. A transzmisszió adott ïï2 szögtartományban 
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((32)-ben E' helyére a megfelelő szöget helyettesítve és integrálva) 
a-b-arc tg 
T ( ö u 0 2 ) = 1 
(,b2 + d2 + 2d+l) t g 2 1 + (b2 + d2 - 1) 
2b 
4 (33) 2 (cos — cos #2) 
Г с Е е 
ahol ú = — , d = — f - — ( M a közbensőmag tömege, к sebessége, с a fénysebesség). 
К А/с2 К 
jT(#i, #2)-t a z atomi abszorpcióból származó transzmisszióval szorozva összevet-
hetjük a kísérleti adatokkal. Mindkét méréssorozat adatait felhasználva « = 0.056 + 
Г 
±0,014-et kapunk. Ebből - 7 0 =(1,43 ± 0 , 3 6 ) - 1 0 " 3 és a 16,1 MeV energiájú y-
1 I 
sugárzás kibocsátására a nívószélesség Г
т 0 = 7 , 6 ± 1,9 eV. A y-sugárzás kibocsás 
tására vonatkozó élettartam x — (8,8 + 2,2)- 10~ 1 7 sec . A jelzett hiba a statisztiku-
hiba, ehhez hozzájárul, hogy r , - t 20%-os hibával ismerjük, ami a bombázó proto. 
nok energiamérésének, a targetvastagság mérésének a bizonytalanságából származik-
A 16,1 MeV energiájú y-sugárzás E2 sugárzás. Г„0 mért értékéből az átmeneti 
mátrixelem négyzete Weisskopf-egységekben (1. 2.1. rész) \M\ 2 = 5 + 1,5. Wilkinson 
analízise alapján [1] ez a legvalószínűbb érték a könnyű magoknál bekövetkező 
E2 átmeneteknél. 
A 16,1 MeV és 11,67 MeV energiájú sugárzás elágazási aránya segítségével 
r. /0-ból ГУ1 is meghatározható. Az elágazási arányt legpontosabban [32] dolgozat 
alapján ismerjük. E szerint a rezonancia hely felett (kb. 170 keV protonenergiánál) 
90°-os szögben (3,4 + 0 ,35) -10 - 2 . Ha figyelembe vesszük a két sugárzás szögelosz-
lását [32], az arány akkor sem változik és így -1-6- = (3,4 ±0 ,35)-10~ 2 , a szögekre 
1 í i,i 
való integrálás miatt bekövetkező változás elhanyagolható. Ily módon Г71 = 2 2 0 ± 
+ 62 eV. Az Ml átmenet mátrixelemnégyzete Weisskopf-egységekben |Af|2 = 
= 6,5 + 2. Wilkinson analízise alapján [1] ez az érték erősen eltér az átlagos értéktől, 
|A/ | 2 =0,15 , de — az Ml átmenetek mátrixelemeinek szórása miatt — egyáltalán 
nem kiugróan nagy érték. 
II. TÁBLÁZAT 
A C'2 mag -/-sugárzó nívóinak adatai 
A szélességek eV-ban megadott értékei alatt a redukált szélesség adatok szerepelnek 
(Részecskéknél Wigner-egységekben, y-sugárzásnál Weisskopf-egységekben). 
* jelzett adatok a szerző adatai, a többi [27] alapján 
E(MeV) r t ( e V ) r e (eV) r« , (eV) r , 0 ( eV) r v , (eV) Jir T 7-sugárzás típus 
4 , 4 3 1 . 1 - 1 0 - 2 — — 1,1 - 1 0 - 2 
4 , 8 
5 7 
0 , 1 2 
7 , 6 + 2 * 
5 * 
-
2 * 0 E 2 
15,1 
16,1 
7 9 
5 3 0 0 
2 , 1 + 3 , 2 
2 - 1 0 - 6 
100 
2 - 1 0 " 5 * 
5 0 0 0 
i o - 3 * 
5 
0 , 2 
2 2 0 + 6 5 * 
6 ,5* 
1 + 
2* 
1 
1 
y 0 = M 1 
y i = M 1 
y o = E 2 
y , r = M l 
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A 2. táblázatban összeállítottuk a C 1 2 mag ismert y-sugárzó nívóinak adatait. 
Ebbó'l a táblázatból világosan kitűnik, hogy a 4,43 MeV és 16,1 MeV energiájú £ 2 
sugárzás mátrixeleme lényegében megegyezik | M | 2 = 4 , 8 ill. 5. Az £ 2 sugárzás tehát 
itt is felgyorsult, ami azt mutatja, hogy a könnyű magoknál is jelentó's kollektív 
hatások érvényesülnek az £ 2 átmenetek esetében. 
A 15,1 MeV és 16,1 MeV energiájú nívókból egyaránt van M1 átmenet. A mát-
rixelemek eró'sen eltérnek egymástól, a 15,1 MeV nívóból induló két M\ sugárzásra 
| M | 2 = 0 , 1 —0,2, míg a 16,1 MeV nívó esetén \M\2=6,5. Ismeretes a két kérdéses 
nívó izotópspinje is, mindkét esetben £ = 1 . Ezt az a-szélességek alapján állapítot-
ták meg. Mindkét nívó energia-, spin és paritás alapján bomolhatna a Be8 alap és 
gerjesztett állapotába. 
A részecskebomlások szélességét a Wigner-egységben szokás megadni [33]. 
Ehhez először meg kell határoznunk a redukált szélességet (у2, x típusú / impul-
zusnyomatékú részecske esetén) 
v2« = { t > ( 3 4 ) 
ahol Г
х / a mért szélesség és P x l a mag Coulomb- és centrifugális gátján való átha-
tolás valószínűsége az adott részecske energia esetén. A y2, redukált szélesség ener-
giától és spintől füagetlen mennyiség, ezt fejezzük ki a Wigner-egység segítségével. 
3 Â2 
A Wigner-egység számértéke = - - , ahol g a részecske és a mag redukált 
tömege, R a részecske és a mag sugarának összege. A megengedett részecske emisz-
sziók esetén a redukált szélesség értéke Wigner-egységekben 0,1 — 1 nagyságrendű. 
A két kérdéses nívó esetén a redukált a-szélességek nagyon kis értékek ( 2 - 1 0 - 6 — 
— 2- Ю - 5 — 10~3), ami azt jelenti, hogy az a-bomlásra erős tiltás van mindkét nívó-
nál. Az izotópspin a-részecskékre vonatkozó kiválasztási szabálya azt mondja , hogy 
a-bomlás A £ = 0 esetben következhet csak be, A £ = 1 esetén nem. A Be8 mag alap 
és gerjesztett állapotára £ = 0 . Az a-bomlás erős tiltásából következtetünk arra, 
hogy a 15,1 MeV és 16,1 MeV energiájú nívók izotópspinje T = 1. 
Az izotópspin kiválasztási szabály szerint egyáltalán nem szabadna a-bomlás-
nak bekövetkezni a kérdéses nívóknál. Minthogy a bomlás a kísérletek szerint fel-
lép, arra következtetünk, hogy a kérdéses nívóknál a T = 1 állapot mellé £ = 0 álla-
pot is keveredik. A keveredés mértéke sokkal kisebb kell legyen a 15,1 MeV ener-
giájú nívónál, mint a 16,1 MeV energiájú nívónál a redukált a-szélességek erős külön-
bözősége miatt . 
A két nívó tehát az a-bomlás szempontjából (izotópspin állapot keveredésének 
mértéke) is különbözik egymástól. Ily módon az M\ átmenetek erőssége és az a-átme-
netek erőssége hasonló jelenségeket tükröz. A jelenségek értelmezése további elmé-
leti vizsgálatok tárgyát kell képezze. 
6. Mérések O 1 6 mag esetében 
6,1. Bevezetés 
A 3.2. részben ismertettük a fékezési sugárzással való aktiválás módszerét, 
amellyel az aktivációs görbén található töréspontok alapján (1. 7. ábra) határoz-
hatók meg egyes magnívók adatai. 
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Penfold és Spicer [34] betatron maximális energiáját finoman szabályozva 
О
16/y, n/OiS magreakció aktivációs görbéjét tanulmányozták. Kimutatták többek 
között azt is, hogy 17,55 MeV és 17,68 MeV energiánál rezonancianívónak kell 
lenni. A nívók integrális hatáskeresztmetszete (17) 0,22, illetve 0,18 MeVmb. 
Mindkét nívószélességet Г, = 2 5 ke V-nek adják meg és jelzik, hogy mérőberende-
zésükkel Г , > 7 0 k e V szélességű nívókat nem tudtak volna kimutatni. 
Jones et al [35] az N l s / p , л /О 1 5 magreakció vizsgálatakor azt találta, hogy 
az O 1 6 magnak 17,5 MeV energiánál kb. 250 keV széles nívója van. A Penfold és 
Spicer által jelzett nívókra semmi utalást sem találtak. 
A két nívó létezésének eldöntése és létezés esetén további adatoknak nyerése 
céljából az O l b magokat pontosabban kontrollálható energiájú y-forrással sugá-
roztuk be és mértük a keletkező aktivitást. Sugárforrásként a Li1 /р, у/Ве8 magre-
akció 17.6 MeV energiájú y-sugárzását használtuk, amelynek energiáját részint 
a protonok energiájának változtatásával, részint a protonok és y-kvantumok által 
bezárt szög változtatásával tudtuk módosítani (24). 
6,2. Mérési módszer 
6,2a. y - s p e k t r u m 
A Li7/p, y/Be8 magreakcióból 17,6 MeV energiájú és 14,8 MeV energiájú y-
sugárzásokat kapunk. Méréseink szempontjából a 14,8 MeV energiájú y-kvantumok 
lényegtelenek, mert az O l 6 / y , л /О 1 5 magreakció küszöbenergiája 15,56 MeV [36]. 
A (p, y) reakciónak 441,5 keV protonenergiánál FLi = 11 keV széles rezonancia-
nívója van. A reakció azonban bekövetkezik a rezonancia nívótól távol is, ahol 
valószínűleg más mechanizmus (direkt reakció) hozza létre [27]. A 17,6 MeV ener-
giájú y-sugárzás „finom spektrumának" meghatározása céljából több mérést végez-
tünk. 
Először is mértük a 17,6 MeV és 14,8 MeV energiájú y-sugárzások intenzitá-
sának arányát a protonenergia függvényében. Erre vonatkozólag csak egy mérés 
ismeretes a protonnyalábra merőleges irányban [37]. Méréseinkben szükséges volt 
0°-ban és 135°-ban is ismerni ezt az arányt. A méréseket vastag targettel végeztük. 
A 16. ábrán reprodukáltunk néhány szcintillációs számlálóval felvett spektrumot. 
Az amplitúdó spektrum analizálásából nyertük a 17. ábrán látható eredményt, 
amelyen feltüntettük Campbell adatait is (90c-ban). A spektrumok alapján meg-
határozott hányadost 460 keV-nél, a rezonanciatetőn egyeztettük Campbell abszo-
lút arány adatával 7 ^ = 1 , 7 + 0 , 2 , minthogy rezonancia felett közvetlenül az 
' 1 4 , 8 
arány nem függ a szögtől, mert a rezonanciahelyen a szögeloszlás izotróp. Saját 
mérésünk 2,1 ±0,2-et ad. 
A mért spektrumból meghatároztuk a mérésekben használatos 17,6 MeV ener-
giájú y-sugárzás hozamát az energia függvényében. A hozamgörbe a 18. ábrán lát-
ható. A mérési eredmény alapján azt a következtetést vonhatjuk le, hogy a 440 keV 
protonenergiánál levő rezonanciából jövő y-sugárzás intenzitása legalább 3 0 - 40-szer 
nagyobb a rezonancián kívüli sugárzás (a direkt reakcióból) intenzitásánál, ha 
460keV-on, a rezonanciagörbe fölött állunk. 
A (24) összefüggés alapján a reakció Q értékének ismeretében meghatároz-
hatjuk a y-sugárzás f inom spektrumát. A számítások eredményét a 19. ábrán 
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közöljük. Az ábrán a szög miatt bekövetkező energiaváltozás függőleges i rányba 
olvasható le, illetve a 0°-nak és 180°-nak megfelelő görbék az energiaváltozás szélső 
értékét ad ják . A rezonanciatar tományt bejelölve láthat juk, hogy 460 keV p ro ton -
energiánál a y-kvantumok zöme 17,61 ± 7 0 keV energiatar tományba esik. 
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16. ábra. y-spektrum a protonenergia függvényében Li7/p, у /Be 8 
magreakciónál vastag Li target esetében a proton irányra 
135°-os szögben 
6,2b. B e s u g á r z á s . 
A 17,6 MeV energiájú y-sugárzással desztillált víz targetet sugároztuk b e . 
A víz target lehetővé tette azt, hogy a target edény a lakjá t változtassuk és i lymódon 
a y-energiát a b szög függvényében változtatva (24) közelítően azonos energia-
felbontást valósí thatunk meg. Három különböző a lakú targetedénnyel dolgoztunk, 
amelyeknek köbtar ta lma egyaránt 170 cm 3 volt. 0°-ban egy csonkakúp, 45° és 
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135c-ban egy üreges csonkakúp, 60—120°-ig egy csonkagúla. Az edények külön-
böző alakjuk miatt azonos térfogat mellett is különböző térszöget fognak át. 
Továbbá a különböző hosszúságok miatt különböző utat tesznek meg benne a 
y-kvantumok. A kis atomi abszorpció miatt (kb. 10%) az abszorpciót lineárisnak 
vehetjük és akkor az abszorpcióra jellemző térszögfaktor szorozva a megtett 
úthosszal a következő integrállal fejezhető ki: 
<*2 
1 I sin a , ,„,. 
A = — m \ r/a, (35) 
2 J cos a 
ahol m az edények magassága, ax és a2 a határoló szögek. A 3. táblázatban tüntet-
tük fel az edények adatait, és itt közöljük a szögek alapján számítható energiatar-
tományt, amelyet az edények átfognak. 
—I 1— 1 I I 
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17. ábra. függése a proton energiától Li 7 /p , у/Be8 
/ 1 4 , 8 
magreakció esetén különböző szögekben a proton irány-
hoz képest. A szaggatott vonallal kihúzott görbe Camp-
bell adatait tartalmazza (vastag target) 
A mérőedényeket a megfelelő szögekbe elhelyezve sugároztuk be. A besugár-
zási idő elteltével a vizet átöntöttük egy 170 cm3 méretű edénybe és a keletkező 
aktivitást számláltuk. 
A besugárzási és mérési idő megválasztásánál vezető szempont az volt, hogy 
a rendelkezésre álló mérési idő alatt a legnagyobb pontosságot érjük el. A kelet-
kező O 1 5 magok pozitronokat emittálnak Tf —123.6±0,45 sec felezési idővel [27]. 
A besugárzási és mérési időt úgy kell megválasztani, hogy a lehető legtöbb beütést 
kapjuk a pozitronszámlálás során. A rendelkezésre álló összes mérési idő legyen C. 
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18. ábra. A 17,6 M e V energiájú sugárzás 
intenzitásának függése a bombázó protonok 
energiájától Li7/p, y / B e 8 magreakció esetén 
(vastag target) 
19. ábra. A y-kvantumok energiá-
jának függése a bombázó proto-
nok energiátától Li7 /p, у/ Be8 
magreakció esetén 
250 300 100 500 600 700 
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III. T Á B L Á Z A T 
A besugárzásnál használt edények adatai 
Szög Szögtartomány A Ey(MeV) AE keV 
0° - 2 6 ° - + 26° 0,278 17,68 7 
45° 4 0 ° - 50° 0,228 17,658 8 
60° 5 5 ° - 65° 0,200 17,644 11 
70° 6 5 ° - 75° 0,200 17,633 11 
80° 7 5 ° - 85° 0,200 17,622 12 
90° 8 5 ° - 95 » 0,200 17,61 12 
100° 95° — 105° 0,200 17,598 12 
110° 1 0 5 ° - 115° 0,200 17,586 11 
120° 1 1 5 ° - 125°. 0,200 17,575 11 
145° 1 4 0 ° - 150° 0,228 17,562 8 
Az aktiválásra és mérési időre egyaránt T időt fordítsunk. Az aktiválás és mérés 
között a idő telik el. A k k o r Cl(2T + a)-szor ismételhetjük meg az egész folyamatot. 
A T ideig tartó aktiválás után az aktív magok száma N0(l — e~XT)/A-val egyenlő. 
Az N0 arányossági tényezőt elhagyjuk. A mérés megkezdéséig (áttöltés, számláló-
hoz való elhelyezés) a i dő telik el. Akkor (1 — eXT)• e~aX/A aktív mag lesz már. A bom-
lás miatt a T mérési idő alatt 
T 
Ip-aX Г p-aX 
( l - e - ; r ) e~x'dt = —r—(1 -e~XT)2 (36) 
impulzust számlálunk. А С mérési idő alatt 
f ( T ) = , C , e " " \ ( 1 - е - " ) ' (37) 
2 ( r + f ) i 
impulzust számlálunk. Szélső értékét keresve 
= (38) 
egyenletre jutunk. (38)-at grafikusan megoldva a = 0 esetén AT=l ,25-ö t kapunk, 
tehát az optimális esetben T=l,8-Tj ideig kell besugározni és mérni, аф0 esetben 
az optimális idő értéke növekedik. Esetünkben a % 40 sec volt, akkor л Г = 1 , 4 , 
T = 2 - T f . Az optimális idő 4 perc. Méréseink során ennek ellenére 6 perces besu-
gárzási és mérési idővel dolgoztunk, mert az aktivitás bomlását legalább három 
felezési időn át kívántuk követni, hogy meggyőződjünk arról, hogy nem keletkezik-e 
esetleg más felezési idejű aktivitás is az 015-tel egyidejűleg. így kb. 15 %-kal keve-
sebb impulzust kaptunk a mérési idő alatt, mint optimális esetben. 
6,2c. A z a k t i v i t á s m é r é s e 
A keletkező pozi t ron aktivitást a megsemmisülési sugárzás segítségével mértük. 
Az aktivitást tar talmazó vizet egy edénybe öntöttük, amelyet a két 3 X 3 inches 
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számláló (1. 4.2. rész) közé helyeztünk el. A számlálókat követő' differenciális diszk-
riminátorokat a megsemmisülési sugárzás 0,51 MeV energiájú fotocsúcsára állí-
tottuk. A diszkriminátorok impulzusai 2 /rsec felbontási idejű koincidenciakörbe 
jutottak. A számlálók 10 cm vastag falú ólomházban voltak. Ily módon sikerült 
elérni, hogy a háttér koincidenciák száma 1,9 koinc/perc volt. A mérőberendezés 
hatásfoka N a 2 2 preparátummal meghatározva ~ 1 , 4 - 1 0 - 2 koincidencia///+ bom-
lás. A berendezés érzékenységének konstansságát minden mérés után ellenőriztük 
Na 2 2 preparátum segítségével. 
A besugárzások után az aktivitást fél percenként olvastuk le, hogy — amint 
már említettük — ellenőrizni tudjuk a bomlásgörbét. Mérési adatainkból megha-
tároztuk a felezési időt és Tf = 1 2 1 + 4 sec-et kaptunk. Az irodalmi adat 123,6+0,45 
sec. E mérésekből azt a következtetést vonhatjuk le, hogy más aktivitás kimutat-
ható mértékben nem volt jelen. 
6,2d. A s u g á r z á s m o n i t o r o z á s a 
A y-sugárzás monitorozása 1,5 cm vastag Pb fallal körülvett GM-csövet hasz-
náltunk, minthogy ennek hosszú időn át való stabilitása lényegesen jobbnak bizo-
nyult, mint a szcintillációs számláló stabilitása. Természetesen a GM-csövet rövi-
debb ideig tartó mérésekkel összehitelesítettük a szcintillációs számlálóval, amely-
nek segítségével a 17,6 MeV energiájú sugárzás intenzitását is meg tudtuk határozni 
a számláló számított hatásfoka segítségével. A mérések során 6—700 /tA analizá-
latlan protonnyalábbal bombáztunk erősen hűtött vastag Li fém targetot, és a méré-
sek szerint a rezonancia felett (460 keV protonenergiánál) ~ 107/sec 17,6 MeV ener-
giájú y-kvantumot kaptunk 4л térszögben. 
6,3. Mérések és kiértékelés 
Első lépésként a bombázó protonok irányában, a 0° irányban egy 6 cm átmé-
rőjű 5 cm magas zárt edénnyel, amelyet közvetlenül a számlálók közé helyezhet-
tünk és szcintillációs számláló monitorral megmértük a (y, ri) reakció hatáskereszt-
metszetét. A hatáskeresztmetszetre 1 mbarn értéket kaptunk, amelynek statisztikus 
hibája 4 % , a hatásfok kalibrációk pontatlanságából, a geometriai tényezők figye-
lembevételéből eredő hiba azonban ~ 3 0 % - r a tehető. Tehát az 0 1 6 ( n ) 0 1 3 reakció 
hatáskeresztmetszete 17,61+0,007 MeV energiájú y-kvantumok esetén méréseink 
szerint 1 + 0 , 3 mbarn. 
Ezután a protonok és a y-sugarak közti szöggel változtatva a y-energiát mértük 
a 0°-hoz viszonyított relatív hatáskeresztmetszeteket. Az eredményeket a 20. ábrán 
ábrázoltuk. Az egyes értékek hibája a statisztikus hiba, mert a fent említett szisz-
tematikus hiba a relatív változásoknál nem játszik szerepet. A hatáskeresztmetsze-
tekben kismérvű (kb. 20%-os) energiafüggést találtunk. 
Ha a (y, ri) reakció az O 1 6 egy nívóján megy végbe, akkor a reakció hatáske-
resztmetszetének energiafüggése (5) 
о", max (39) 
4 * 
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ahol )? a y-sugarak hullámhossza, g a statisztikus faktor , Г 0 az 0 й ' nívó teljes 
szélessége, Г.., Г„ a parciális nívószélesség y-sugarak, illetve neutronok kibocsátá-
sára. A Li7//?, y/Be8 magreakció y-spektruma egyre normáivá adott szögben 
f ( E - E ' ) 2 ' 
rLi?r (E-FJ 
T l i / 2 
2 
+ 1 
17.5 17,55 1250 1765 17.70 MeV 
y-sugarak enerrtd/a 
20. ábra. Az 0 1 6 / y , n/O'5 reakció hatáskeresztmetszetének függése a y-energiától mérési 
adatok a y-energiát a protonok és y-sugarak által bezárt szöggel változtatva, x.. . mérési adatok 
a y-energiát a protonok energiájával változtatva. A kihúzott görbék Penfold és Spicer adatai alap-
ján számított értékek [34] 
ahol r L i = l l keV, a reakció 441 keV nívójának a szélessége, E' pedig a megfelelő 
szöghöz tartozó y-energia. A mért értékek a vastag target miatt, minthogy a rezo-
nancia alatti tartomány a 18. ábra alapján elhanyagolható, 
a (Ej - <rma, 
Г 
dE 
E-E0  
Г 0 / 2 
+ 1 
E — E' 
EJ2 
+ 1 
(40) 
átlagos hatáskeresztmetszetet adnak. ~ i = a, 2 (£ 0 — £") /Г 0 =s jelölést bevezetve 
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az integrálás eredményeképpen 
7 H r \ - a (1 + а ) д 2 + (1 — a ) 2 
eredményt kapunk. A Penfold és Spicer által megadott erint =0,202 MeV mb és <rint = 
= 0,182 M e V m b integrális hatáskeresztmetszet értéket és r o = 2 5 k e V félérték-
szélességet használva a 17,55 és a 17,67 MeV nívókra a 20. ábrán látható görbét 
(Г 0 = 25 keV) kapjuk. 
"infből határoztuk meg (17) alapján <rmax értékét. A számí-
tásoknál figyelembe vettük, hogy a y-sugárzás az O 1 6 magokat meglökve kb. 20 
keV energiát veszít. Méréseredményeink egyáltalán nem mutatnak ilyen nagymérvű 
változásokat. Penfold és Spicer szerint [34] a legnagyobb Г0 szélesség, amelyet még 
kimutathattak a töréspont-technikával, kb. r o = 7 0 k e V . Ezzel az értékkel számí-
tott görbe már közelítőleg megegyezik a talált kis átlagos hatáskeresztmetszet (Г0 = 
= 70keV a 20. ábrán) változással. A kis változások miatt azonban ezt az egyezést 
nem fogadhatjuk el pozitív eredménynek. 
Ha a nívó valóban létezik és félértékszélessége r o = 70keV, akkor az ábra 
szerint 50—60 keV-tal kisebb y-energiánál, mint amennyit a szögváltoztatással 
el tudunk érni, a hatáskeresztmetszet értéknek erősen le kell csökkennie. Ezért méré-
seket végeztünk a bombázó protonok energiáját, ezzel a y-sugarak maximális 
energiáját csökkentve. A besugárzást 135°-ban végeztük. A protonenergiát a vastag 
target hozamgörbe felére, negyedére, nyolcadára állítva, közelítőleg 6, 12, 18 keV-
tal kisebb átlagenergiájú y-nyalábot kaptunk, mint a 135°-nak megfelelő rezonan-
cia-energia. A protonenergiát 390 keV-re csökkentve (ez már erősen a rezonancia 
alatt van 1. 18. ábra) a maximális y-energia 44 keV-tal lesz kisebb, mint a 135°-hoz 
tartozó y-energia átlagértéke a rezonancia esetén. A hatáskeresztmetszet értékek 
meghatározásához figyelembe kellett venni, hogy a 17,6 MeV sugárzás intenzitásá-
nak aránya a 14,8 MeV sugárzás intenzitásához a protonenergia változtatásával 
erősen változik (1. 17. ábra), minthogy GM-csővel monitiriztuk a sugárzást. 
A kapott relatív hatáskeresztmetszet értékétek ugyancsak a 20. ábrán tüntet-
tük fel (megkülönböztetésül x jellel). 
6,4. Következtetések 
A mérés eredményéből azt a következtetést vonhatjuk le, hogy a Penfold és 
Spicer által jelzett 17,55 MeV energiájú nívó szélessége — ha egyáltalán létezik — 
nagyon nagy, biztosan nagyobb, mint 150 keV. A 17,68 MeV nívó létezése sem 
valószínű. Ez a megállapítás összhangban van Jones et al. említett méréseivel [35], 
akik az N l 5 / p , и/О 1 5 reakció vizsgálatakor azt találták, hogy az O 1 6 magnak kb. 
17,5 MeV-nál ~ 2 5 0 k e V széles nívója van. 
Méréseink szerint a vizsgált kb. 150 keV széles energiatartományban a (y, n) 
reakció hatáskeresztmetszete az energiától nagyjából függetlenül 1 ± 0 , 3 mbarn, 
a tar tományban az integrális hatáskeresztmetszet 0,150 + 0,045 MeV mb, ami 
a Penfold és Spicer által adott egy vonalra vonatkozó értékkel lényegében megegye-
zik. Ebből azt a következtetést vonhatjuk le, hogy a fékezési sugárzással és LV/p, 
y/Be8 magreakcióból származó y-sugárzással mért hatáskeresztmetszetek megegyez-
nek. A vonal létezésére vonatkozó állítás Penfold és Spicer mérésében [34] a törés-
pontok szubjektív kiértékelésének tulajdonítható. 
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j 7. Mérések Ne 2 0 mag esetében 
7,1. Bevezetés 
Az F 1 9 magokat protonokkal bombázva Ne 2 0 N—Z t ípusú páros-páros magokra 
jutunk. A proton bombázás eredményeképpen keletkező N e 2 0 mag gerjesztett álla-
potai különbözőképpen bomolhatnak. A kis protonenergiatartományban ( < 8 0 0 keV 
a rugalmas és rugalmatlan protonszóráson kívül F l 9 / p , x/O16, F l 9 / p , a, y /O 1 6 és 
F i 9 /Pi y /Ne 2 0 magreakciók lép-
hetnek fel [27]. Méréseink során 
a y-emisszióval járó reakciókkal, 
az F19/р, X, у / О 1 6 és F 1 9 / p , 
y/Ne20 reakciókkal foglalkoz-
tunk. Az Fi9/p, X, у/О 1 6 reak-
ciónak 224,4 keV; 340,5 keV; 
483,6 keV; 596,8 keV; 671,6 keV 
stb. protonenergiáknál van re-
zonanciája. A megfelelő gerjesz-
tett állapotok energiája a Ne 2 0 
magban 13,086 MeV; 13,196 
MeV; 13,332 MeV; 13,440 MeV 
és 13,511 MeV. 
A (p, y) reakciót ezideig 
csupán a 671,6 keV protonener-
giánál, illetve az ennél magasab-
ban fekvő rezonanciánál mutat-
ták ki. Újabban Kane, Prixley és 
Wilkinson tanulmányozták a 
671,6 keV energiájú rezonanciá-
nál a (p, y) reakciót [38]. Az elmé-
let szempontjából fontos ered-
ményként kapták azt, hogy az 
alapállapotba való y-átmenet 
nagyon lelassul (|A/|2 = 2 - 1 0 ~ 4 ) . Az okok kiderítésében fontos szerepet játsz-
hat, ha a többi nívó esetében is ismerjük a (p, y) reakciók adatait. Ezért a 224,4 
keV és 340,5 keV protonenergiánál tanulmányoztuk a (p, y) reakciót. Különösen 
fontos lehet a 340,5 keV energiánál levő rezonancia esetén elvégzendő vizsgálat, 
mert a Ne 2 0 £ r = 13,196 MeV energiájú rezonancianívójának spinje és paritása 1 + 
hasonlóan a Kane, Prixley és Wilkinson által vizsgált 13,511 MeV energiájú nívóhoz. 
A 224,4 keV energiánál fellépő (p, x, y) reakció hatáskeresztmetszete nagyon 
kicsi, ennek tulajdonítható az, hogy a Ne 2 0 mag 13,086 MeV energiájú nívójának 
spinje és paritása nem ismeretes. Fontos feladatnak tekintettük ezeknek az érté-
keknek a meghatározását is, hogy a jelzett rezonanciák minden lényeges adatát 
megismerjük. 
A vizsgált nívók adatait a könnyebb áttekinthetőség kedvéért a 21. ábrán tün-
tettük fel. 
21. ábra. Az F1 9 + p reakciók során bekövetkező mag-
folyamatokban szereplő nívók adatai. Az energiaskála 
a Ne-20 mag esetében torzított 
-,'-ÁTMENETEK Z = N TÍPUSÚ PÁROS-PÁROS ATOMMAGOKBAN 5 5 
7,2. Vizsgálatok a 224 keV energiájú rezonancia esetében 
1,2a. y - s p e k t r u m 224 keV p r o t o n e n e r g i á n á l 
Vastag CaF 2 targetet kb. 230 keV energiájú protonokkal bombázva (kb. 
4— 500pA) első lépésként mértük a keletkező y-spektrumot. A mérésre a 3 X 3 
inches kristályt (1. 4.2. rész) használtuk. A spektrumot a 340 keV rezonanciából 
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22. ábra. Amplitúdó eloszlás 224 keV protonenergiánál fel : 
lépő rezonanciánál (kihúzott vonal) és 340 keV rezonanciánál 
(szaggatott vonal) 
származó spektrummal hasonlítottuk össze (1. 22. ábra). A 6,14 MeV energiájú 
y-csúcsban normáltuk össze a két spektrumot. A spektrumból arra következtet-
hetünk, hogy a 224 keV rezonanciánál a (p, a, y) reakcióban az oc-átmenet az O 1 6 
mag 6,92 és 7,14 MeV nívójába lényegesen kisebb, mint a 340 keV rezonancia ese-
tén, minthogy a 6,14 MeV csúcs felett a nagyobb energiájú y-kvantumokból lénye-
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gesen kevesebbet kapunk. Ebből a mérésből a 13,086 MeV energiájú nívó a-részecske 
emisszióra vonatkozó szélességére kaphatunk adatot. 
Г Г 
Minthogy 13,196 MeV esetében -— és j r 1 ismeretesek (I. 5. táblázat), a y-spekt-
13,086 
: 0,0025 és jA3 
13,086 
: 0,0025 eredményt ka-rumok összehasonlításából 
a i 
punk. 
A y-spektrum mérés arra is felvilágosítást ad, hogy a 6,14 MeV energiájú y-
sugarak szögeloszlását mérve elhanyagolható a nagyobb energiájú y-sugarak hatása. 
23. ábra. 6,14 MeV energiájú y-sugárzás szögeloszlása 
224 keV energiájú proton. A behúzott vonal egyenlete const. 
[ 1 + 0 , 1 8 9 P 2 ( c o s # ) j 
1,2b. y - s u g a r a k s z ö g e l o s z l á s a 
A y-sugarak szögeloszlására egyetlen mérés ismeretes [39], amely csupán annyit 
állapított meg, hogy a szögeloszlás erősen anizotrop. Méréseink ezt megerősítették 
és lehetőséget nyújtottak a szögeloszlás görbe analízisére, amelynek alapján a spin 
és paritásértékre lehet következtetni (1. 3.5. rész). 
A mérés eredménye a 23. ábrán látható. A mérési pontokhoz a const. 
(1+0 ,189 P 2 (cos #)) összefüggés illeszthető a legkisebb négyzetek módszerével. 
P2 együtthatójának hibája a mérés statisztikus hibájából és a geometriai elrendezés 
esetleges hibájából adódik. A statisztikus hiba jelen esetben 0,01, a geometriai hibája 
azonban ennél sokkal nagyobb. Megfelelő intenzitás eléréséhez ugyanis 1,5 cm 
átmérőjű blendét kellett választanunk. A forrás helye ezen belül mozoghat. A geo-
metria bizonytalanságának az átmérő felét választva a hiba 0,06 és így a mért szög-
eloszlás 1 + (0,189 +0,06)fi2 (cos-0). 
Esetünk elvileg hármas korreláció, mert a protonok befogása után a-részek 
emittálódnak és azután lépnek csak ki a y-kvantumok. A közbenső a-sugárzást 
azonban ebben a mérésben nem figyeljük meg, ezért a há rmas korrelációs függvény 
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(4) erősen leegyszerűsödik. A 24. ábrán feltüntettük a kérdéses nívókat és egyéb 
adatokat. A használt jelölésekkel a szögkorrelációs függvény [13]: 
Wtt. = 2 ( - l y ^ - ' ^ ^ Z i l J . l ' J u vk)-
k (42) 
•W{jd2jJ2Jl2k)-Zl(L2j2L'2j2,I2k)Pk{ cos A), 
ahol Z, a már ismert koefficiensek (1. 2.4. rész), W a Racah-koefficiens. 
A kiértékelésben/j spinértéket és 
a nívó pari tását változtatjuk, és ezzel 
együtt változnak természetesen j , , / , , 
és /12 , l i 2 ' adatok is. A nívó spinje és 
paritása 0 + ill. 0 ~ nem lehet, mert 
akkor a szögeloszlásnak izotrópnak 
kellene lennie. 1+ spin és paritás /,,/! = 
= 0,2, 5 = 1 érték esetén lehetséges. Ha 
a protonok csak = 0 pályanyomaték-
kal lépnek be (a szokásos elnevezés s 
hullámú protonok), akkor szintén izot-
róp az eloszlás. 1+ nívó tehát csak 
akkor lehet, ha /í = 2 , (d hullámú) pro-
tonok is részt vesznek a reakcióban. 
A szögeloszlást erre az esetre is kiszá-
moltuk, bá r a d hullámok amplitúdója valószínűleg nagyon kicsi az s hullámok 
amplitúdója mellett (a d és s hullámok amplitúdójának az arányát Z-val jelöljük) 
a centrifugális gát miatt [33]. A szögeloszlás ebben a kevert esetben (3,6) 
W = W00 + 2 A c o s a W02 + A2 W22, (43) 
ahol l f 0 0 szögeloszlás / t = / í = 0 esetben (konstans), W0 2 a két hullám interferen-
ciáját leíró, a keverésből származó tag / j = 0 , /[ = 2 esetén (а а két hullám közti 
fázis eltolás) és W22 a szögeloszlás l1=l{ = 2. esetén 
Ezen kívül 1~, 2 + , 2 - , 3+ esetekre számítottuk ki a szögeloszlást. Ezek a spin-
és paritásértékek mind maximálisan 1 ^ = 2 pályaimpulzusnyomatékú protonokkal 
jöhetnek létre. Rendkívül kicsi annak a valószínűsége, hogy nagyobb pályaimpul-
zusnyomatékú protonok ilyen kis energiával belépjenek a magba a nagy centrifu-
gális gát miatt . A kilépő a-részek /12 impulzusnyomatéka is felvehet az impulzus-
nyomaték kiválasztási szabályok miatt t öbb értéket. A számításoknál a legkisebb 
/12 értéket használtuk, mert a nagyobb értékek valószínűsége ismét lényegesen kisebb. 
A 4. táblázatban összefoglaltuk a számítások eredményeit, az említett esetekre vonat-
kozó szögeloszlás függvényeket. 
1~ és 2+ esetben két csatornaspin (s) értéket kapunk. Ezek keveredése nem jár inter-
ferenciával. A két szögeloszlást egy ismeretlen arányossági tényezővel szorozva 
kell összeadni. 2+ és 3+ eset túl nagy P2 együtthatót ad. 1 esetben a 0 átmenet-
nek is kellene lennie. 2~ esetben a szögeloszlás jól egyezik a méréseredménnyel. 
1 + esetben kiszámíthatjuk azt az A ampli túdó értéket, amely a kísérleti ered-
ménnyel megegyező szögeloszlást ad. Az a-fázistolást kiszámíthatjuk a mag Cou-
lomb-tere által okozott fázistolás alapján [40], cos a =0 ,64 . Ebből A— 0,59, ami 
Jt- > 
24. ábra. A szögeloszlás számításánál használt 
jelölések és ismert adatok 
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azt jelenti, hogy a reakcióban a c/-hullámú protonok T 2 = 3 5 % - o s valószínűséggel 
vesznek részt az s hullámú pro tonok mellett. Ez nagyon valószínűtlen. Ezért a 6,14 
MeV energiájú y-sugarak mér t szögeloszlása alapján nagy valószínűséggel állít-
hatjuk, hogy a Ne 2 0 mag 13,086 MeV energiájú gerjesztett állapotának spinje és 
paritása Ennek ellenére szükségesnek tar tot tuk azt, hogy a megállapítást a—y-
szögkorreláció mérés segítségével biztossá tegyük. 
IV. T Á B L Á Z A T 
Lehetséges szögeloszlás függvények 
il h,n s W 
1 + 0,2 3 1 
3 
1 -1 A cos aPi (cos &) + A2 
2^2 
3 
1 P2 (cos &) 
8 
1 - 1 2,(4) 0 1 + 0 , 6 P2(cos&) 
1 2,(4) 1 1 - 0 , 3 P
 2 (cost)) 
2* 2 1,(3),(5) 0 
1 
1 + 0 , 8 5 5 P2 (cos d) + 0,14 i \ ( c o s & ) 
1 + 0 , 4 3 P 2 ( c o s # ) + 0 ,095 .P4(cos#) 
2 - 1,(3) 2,(4) 1 1 + 0 , 1 5 P , ( c o s # ) 
3 + 1,(4) 1,(3),(5) 1 1 + 0 , 6 4 P2(cos 0) + 0 , 0 2 4 F , ( c o s &) 
7,2c. a — y - s z ö g k o r r e l á c i ó 
A 6,14 MeV energiájú y-sugárzás 1,75 MeV energiájú a-részecske emissziója 
után lép ki. Az a—y-szögkorrelációt a pro tonok irányára merőleges síkban mértük, 
egyrészt azért, mert a változások itt a legnagyobbak, másrészt azért, mert a hármas 
szögkorreláció függvényt (4) erre az esetre ( 0 X =(p1 =0 , 0 1 2 = 0 2 = 90°, cp12 — <p2 = 
25. ábra. a-spektrum az F"/P> a, y / 0 1 6 reakció 224 keV nívója ese-
tében. Felső görbe rezonancia felett, alsó görbe rezonancia alatt 
(B'VP, a/Be8 reakcióból háttér) 
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— cf) a legegyszerűbb kiszámítani, és a végformulában csak a két számláló azimut-
szögének különbsége (<p) szerepel változóként. 
Az «-részecskéket 0,1 cm vastag CsJ(Tl) kristálylap és R C A 6810/A típusú 
fotoelektronsokszorozó segítségével számláltuk. A kristályt az a-részecskék kis 
hatótávolsága miatt a target vákuumterébe kellett behelyezni. A kristály elé 
0,8 mg/cm2 vastag Al fóliát he-
lyeztünk, amely egyrészt fény-
záró réteget alkotott, másrészt 
azt a célt szolgálta, hogy a tar-
getról nagy mennyiségben szó-
dórott protonokat (Rutherford-
szórás) abszorbeálja, hogy azok 
ne jussanak be a számlálóba. 
Az Al fólián á t jutó a-részecskék 
energiája 0,8—0,9 MeV-re csök-
ken. A kapott a-spektrumot а 
25. ábrán közöljük. Háttér a 
B n ( p , a) Be8 reakcióból szár-
mazó a-részecskéktől ered. А В 
а targetanyagban és target hát-
lapban a szennyeződés. 
Az a-részecskék detektálá-
sát két körülmény nehezítette 
meg: (1) az intenzív protonnya-
láb hatására a CaF 2 taget párol-
gott és ily módon a kristály elé 
helyezett abszorbens vastago-
dott , (2) a B—a-részecske hát tér 
a bombázás hatására növekedett 
(a target kiégése következtében a 
jobban szennyezett hátlapra ju to t t a sugárzás). Mindkét nehézséget sikerült elkerülni 
azzal, hogy kb. óránként cseréltünk targetot és Al fóliát. 
Az a-számláló és у-számláló jeleit 2ц sec felbontási idejű koincidenciakörbe 
vittük és számláltuk a koincidenciákat. A mérés eredménye a 26. ábrán látható. 
2~ spin és paritás esetén a szögkorrelációs függvény 
26. ábra. а—у szögkorreláció mérés eredménye. 
Folytonos vonal, ha a N e 2 0 13,086 MeV energiájú 
nívója 2~, a szaggatott vonal 1 + spin és paritás 
és A = 0,59 keverési amplitúdó esetén 
W(cp) = l - ^ £ 2 ( c o S ( p ) - y £ 4 ( c o s ( ) 9 ) . (43) 
Az együtthatókat a véges szögfelbontás miatt (28) korrigálva (ó0 =20° ) a 26. ábrán 
kihúzott görbét kapjuk, amely jól egyezik a kísérleti pontokkal. I t t ismét nem vet-
tük figyelembe azt, hogy a bemenő csatornában a p hullámok mellé / hullámok 
és az a-csatornában a d-hullámok mellé g hullámok keveredhetnek (1. 4. táblázat). 
A mérési ada tok alapján azt mondhat juk, hogy ezeknek a járuléka nem ad akkora 
eltérést a keverés nélküli szögkorreláció méréstől, mint amekkorát a jelenlegi mérés-
sel ki tudnánk mutatni. 
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1 + esetben a szögkorrelációs függvény a bemenő csatornában í és d hullámok 
keveredését feltételezve 
W{(p) = W00 + 2 A cos <xW02 + A2W22~ 
~ 0 , 1 0 9 3 + 12,08cos2 99 — 33,1 cos4<p + 24,4cos 6 cp -
14 
— A cos a(— 0,403 + 3,94 cos2 <p - 10,7 cos4 œ + 7,03 cos6 <p) + 
V 2 
+ 7A2 ( - 0,184 + 3,7 cos2 <p - 10,12 cos4 <p + 7,03 cos6 <p). 
A = 0,59-et és cos a = + 0 , 6 4 - e t véve és а szögkorrelációs függvény együtthatóit 
a véges szögfelbontás miatt lecsökkentve a 26. ábrán szaggatottan jelölt görbét 
kaptuk. Az 1+ görbe és a kísérleti adatok eltérése nagyon nagy. Az a—y-szögkor-
reláció mérés eredményét a y-szögeloszlásmérés eredményével kombinálva bizton-
sággal állíthatjuk, hogy a Ne 2 0 mag 13,086 MeV energiájú nívó spinje és paritása 2~. 
7,2/. A z a 0 - á t n r e n e t v i z s g á l a t a 
A 13,086 MeV energiájú Ne 2 0 nívó adatainak teljessé tétele céljából megvizs-
gáltuk, hogy van-e a nívóról az O 1 6 mag alapállapotába a 0 átmenet. A bomlásra 
rendelkezésre áll 8,3 MeV energia, a kilépő a0-részecske kinetikus energiájú £"„„ = 
= 6,66 MeV. Az a-számlálóval tanulmányoztuk a 6 MeV körüli a-energiatarto-
mányt. Az amplitúdó spektrumban nem találtunk ennek az a-átmenetnek megfe-
lelő csúcsot. A mérési hibák alapján felső határt tudtunk adni az átmenet valószí-
Г 
nííségére, e szerint ~ < 0 , 1 . 
7,3. (p, y) reakció 340 keV proton-energián 
1,3a. M é r é s y - s p e k t r u m a l a p j á n 
Azt várjuk, hogy (p, y) reakció esetén a Ne 2 0 mag 13,196 MeV energiájú nívó-
jából az alapállapotba és a Ne 2 0 mag 1,632 MeV energiájú első gerjesztett állapo-
tába való átmenet a lenagyobb valószínűségű. Mindkét sugárzás M1 típusú és az 
energia igen nagy. A 669 keV protonenergiánál az 1,632 MeV nívóba való átmenet 
lényegesen nagyobb valószínűségű, mint az alapállapotba való átmenet, ezért a 340 
keV rezonanciánál is az 1,632 MeV energiájú nívóba való 1 1,564 MeV energiájú 
y-sugárzást várjuk nagyobb intenzitással. 
Az eddigi mérések szerint a 11,564 MeV energiájú y-sugárzás és a (p, a, y) reak-
cióból származó 6.14 MeV energiájú y-sugárzás intenzitásának az aránya < 6 - 10"4 
[41]. Olyan mérési eljárást kellett tervezni, amellyel legalább egy nagyságrenddel 
kisebb arányt is ki lehet mutatni . A mérés elvégzéséhez két módszert választottunk. 
Az egyikben szcintillációs számlálóval és sokcsatornás analizátorral mértük a kb. 
350 keV bombázó energiánál vastag CaF 2 targetből kilépő y-sugarak amplitúdó 
spektrumát. A közelítőleg egyidőben érkező 6,14 MeV y-kvantumok által keltett 
impulzusok amplitúdója összeadódik és a 11,564 MeV sugárzás helyén nagy hát-
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teret (pile-up) ad. A pile-up lecsökkentése végett a multiplierből kijövő impulzusok 
időtartamát művonallal csökkentettük. Az impulzusok időtartama az impulzusok 
talpán mérve ily módon 0,4 /<sec lett. 
Mértük a 3 X 3 " kristályos számlálóban keletkező impulzusok amplitúdó 
spektrumát. A 27. ábrán látható egy spektrum. A 6,14 MeV vonal csúcsa körül és 
a 11,564 MeV vonal csúcsa körül 5-5 csatornába eső impulzusokat összeadva képez-
tük az arányt. Ezt az arányt korrigálni kellett a kozmikus háttér és a target 
" 6 , 14 
11 1,6 
28. ábra. arány függése a spektrumban 
/б. 14 
levő összes impulzus számától 
27. ábra. Amplitúdó spektrum 340 keV 
proton rezonanciánál. Az impulzuso-
kat ajelölt 5-5 csatornában összegeztük 
esetleges szennyezése miatt fellépő hasonló energiájú sugárzás miatt. Ezért minden 
mérésnél felvettük az amplitúdó spektrumot közvetlenül a rezonancia hely alatt 
is és a 11,6 MeV sugárzás intenzitását a megfelelő öt csatornába eső értékkel kor-
rigáltuk. Méréseinkben rezonancia alatt nem találtunk más magreakcióból szár-
mazó sugárzást, a 11,6 MeV csúcs helyén kiválasztott 5 csatornában az impulzus-
szám megegyezett a kozmikus háttérből származó impulzusszámmal. A pile-up 
A j ,
 A | 
a rövid impulzusok ellenére is nagy volt, ezért az -1— korrigált arányt az 
A6, i 4 Ikon-
amplitúdó spektrumban levő összes impulzusszám függvényében mértük. Minthogy 
А ц . б = A | > 1 4 t +An > 6valódi , a h ° l T a z impulzusok időtartama és az összes impul-
zusszám A 6 1 4 , eredményül egyenest kell kapnunk. 
1000 2000 3000 4000 
Te/jes impulzusszám/sec 
10000 
ю го 30 40 
Csatornaszám 
Háttér 
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Ez a 28. ábrán található. A legkisebb négyzetek módszerével az ordináta tengely 
metszéspontjára (0 ,95+0,25)-10~ 4 értéket kaptuk. Minthogy ez az adat a kiválasz-
tott 5-5 csatornában levő' impulzusszámok arányára vonatkozik, a valódi intenzitás 
arányt akkor kapjuk meg, ha ezt még megszorozzuk a 11,6 és 6,14 MeV sugárzások 
amplitúdó spektruma alapján számított korrekciós tényezővel. Ez a tényező a csú-
csot körülvevő 5-5 csatornára vonatkozóan 1,6 + 0,16. Végülis az ampli túdó spekt-
rum mérésének az alapján — (1,5 + 0,5)- Ю - 5 . 
•<6 ,14 
A 224 keV energiájú rezonanciánál elvégzett hasonló mérésekben a (p, y) reak-
cióból származó közvetlen átmenetet nem sikerült kimutatni. Felső határul 6 < 
' 6 , 1 4 
< 6 - 1 0 ~ 5 értéket kaptunk. Ugyanez érvényes az alapállapotba való átmenetre is, 
4 6 , 1 4 
7,3b. M é r é s k ü s z ö b d e t e k t o r r a l 
Másik módszerként küszöbdetektor módszert alkalmaztunk. Az Sb1 2 1(y, n jSb 1 2 0 
magreakció küszöbenergiája 9,3 MeV, tehát а (p, ос, y) magreakcióból származó 
y-sugarak (6,14; 6,92 és 7,12 MeV) nem hozhatják létre. A keletkező S b 1 2 0 magok 
radioaktívak, elektronbefogással és pozitronbomlással (£m a x = 1,7 MeV. T— 16,5 perc) 
[42] bomlanak. A (y, ri) reakció hatáskeresztmetszete 11,6 MeV energiánál 0,1 barn 
[43]. Két 2 cm átmérőjű 0,6 cm vastagságú Sb korongot helyeztünk a 29. ábra szerint a 
target közelébe. 30 perces besugárzás után 30 percig mértük a keletkező pozitron-
aktivitást ((38) alapján így kaptuk a maximális beütésszámot). A megsemmisülési 
sugárzást két 3 x 3 inch kristályos számlálót koincidenciába kapcsolva mértük 
(1. 6,2c rész). A számlálókat 5 cm vastag 
higanyréteg és 20 cm vastag vasabszor-
bens vette körül. Ily módon sikerült elérni, 
hogy a háttér 0 ,37+0 ,03 koinc/perc volt. 
(V. ö. a Pb házba kapott 1,9/perc háttér-
rel). A besugárzások alatt a 6,14 MeV 
energiájú y-kvantumokat külön szcintil-
lációs számlálóval számláltuk. 14 félórás 
besugárzást követő félórás mérés alatt 
összesen 96 + 20 valódi koincidenciát ész-
leltünk. Ebből a 14 első negyedórában 
összesen 71 ± 15, a második negyedórában 
25 + 13 koincidencia esett, világosan muta tva a radioaktív bomlást. 
Ezután az aktiválást megismételtük a B n ( p , y)C1 2 magreakció 11,67 MeV ener-
giájú y-sugárzásával. A nagyobb y-intenzitás miatt kényelmesen mérhető aktivitást 
kaptunk, amelynek a felezési ideje jól egyezett az irodalmi értékkel. A bomlásgör-
bét a 30. ábrán találjuk. A kapott aktivitást az F 1 9 esetében mért aktivitáshoz viszo-
nyítottuk. A 11,67 MeV energiájú y-kvantumok számának és a 6,14 MeV energiájú 
y-kvantumok számának ismeretében egyszerűen kaphat juk meg a keresett 11 " 
' 6 . 1 4 
Protonok Réz 
CaF2 vagy В 
Sb target 
29. ábra. A target elrendezés vázlata 
az Sb121 magok aktiválása esetén 
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arányt : 
N B ^ gy„(ll,67) ( 4 5 ) 
Л N r ff,„(11,56) 
ahol Af és AB az F target, illetve В target esetén kapott aktivitás (AB-1 korrigálni 
kellett a 3 % - b a n jelenlevő 16,1 MeV energiájú sugárzás okozta aktivitás miatt 
ez 10%-ot jelent), NB а В reakció esetén számlált y-sugarak száma, NF a F reakció 
Perc 
30. ábra. Az Sb , 2 ° magok radioaktív bomlásgörbéje. A behúzott egyenes 
Tf = 16A perc irodalmi értéknek megfelelő bomlást adja 
esetén számlált 6,14 MeV energiájú y-sugarak száma, ay n a megfelelő energiákon 
a magfotoeffektus hatáskeresztmetszete. NB és NF-et az esetleges számlálási hatás-
fok különbségek miatt korrigálni kell. A 11,67 MeV energiájú y-sugárzás abszolút 
számlálására előzőleg módszert dolgoztunk ki [44]. A 11,67 MeV-re kapot t abszolút 
hatásfokot használtuk NF meghatározására is (a NaJ kristály abszorpciós hatás-
keresztmetszete csak 3 % - b a n tér el a két sugárzásra). A két (y, rí) hatáskeresztmet-
szet Montalbetty et al [43] mérése alapján 4%-ban különbözik egymástól. A meg-
felelő adatokat beírva = (0,91 ±0 ,22 ) -10~ 4 értéket kaptunk, amely a hiba-
2
 6 , 1 4 
határon belül egyezik a spektrummérésből kapott értékkel. A két mérés súlyozott 
középértéke (1,0±0,2)- Ю - 4 . A 11,6 MeV sugárzás, minthogy a N e 2 0 nívója 1 + , 
izotróp szögeloszlású, ezért a 6,14 MeV sugárzásra vezető (p, a, y) reakció széles-
sége r , = 2 ,8-10 3 eV [27] alapján megkaphatjuk a 11,6 MeV sugárzásra vonatkozó 
szélességet: Г 1 1 6 =0,28 ±0 ,056 eV. 
A mérésekből a pozitron detektálás abszolút hatásfokát számítással meghatá-
rozva meghatároztuk az Sb l 2 1(y, « ) S b 1 2 0 reakció parciális hatáskeresztmetszetét 
11,67 MeV y-energiára. A pozitron számlálás alapján kapot t parciális hatáskereszt-
metszet két okból nem egyezik meg a (y, n) reakció hatáskeresztmetszetével. Egy-
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részt az Sb 1 2 0 magok ß+ bomlás mellett elektron befogással is bomlanak (az elmé-
Ie~ 
leti, kísérletileg eddig meg nem határozott arány —— = 1,26), másrészt a (y, n) reak-
V 
ció eredményeképpen az Sb 1 2 0 mag T{ = 5,8 nap felezési idejű metastabil állapotba 
is juthat [42], amelyet mérésünkben szintén nem észlelünk. A pozitron számlálás 
Ie~ 
alapján kapott hatáskeresztmetszet 20 mb, az elméleti arányt figyelembe véve 
V 
45 mb-ot kapunk, amely azt mutatja, hogy a (y, n) reakciónál kb. ugyanolyan inten-
zitásban keletkezik az S b ' 2 0 izomér állapota, mint az alapállapot. 
7,4. Diszkusszió 
Saját adataink és az irodalmi adatok alapján az 5. táblázatban állítottuk össze 
az Fl9+p magreakciók rezonanciahelyeiró'l ismert adatokat [27]. A táblázatból 
kihagytuk az F 1 9 (p , a 0 ) O 1 6 reakciókat, amelyekben csupán a-emisszió van, y-emisszió 
nincsen. Ezek 0 + típusú széles ( ~ 1 0 0 k e V ) nívók. 
A 224 keV nívó adatainak összehasonlításánál a következőket kellett figyelembe 
vennünk. Ismeretes a rezonancia nívó teljes szélessége, Г ( = 1000 eV, ezt a protonok 
energiáját finoman változtatva mérték [27]. Méréseink alapján ismeretesek a külön-
böző átmenetek szélességeinek arányai а Г
Я1 szélességhez viszonyítva. Minthogy 
E » < 0 , 1 , ^ = & 3 < 2 , 5 - 1 0 - 3 és ^ < 6 . 1 0 -
Г Г Г г 
ai * oti * ai ai 
az összes magreakciókra vezető kölcsönhatások nívószélessége jó közelítésben Г
а1-
vel egyenlő. Ezek mellett a reakciók mellett rugalmas és rugalmatlan protonszórás 
léphet fel. A rugalmatlan protonszórás szélessége elhanyagolható, mert 224 keV — 
- 190 keV = 34 keV, ill. 224 keV - 110 keV = 114 keV energiájú protonok kilépése 
a magból rendkívül kis valószínűségű a Coulomb-gát miatt (190 keV és l lOkeV 
az F 1 9 első két gerjesztett állapotának energiája). Ha a rugalmas protonszórás széles-
sége Г
ро
, akkor a 
r t = r a i + r í 0 (46) 
összefüggés jó közelítésben helyes. A rezonanciákra vonatkozó Breit—Wigner for-
mula alapján a reakciók hatáskeresztmetszete a rezonancia energián [41] 
о
к
 = 4пшГ
Ро
Г
к
1Г2, (47) 
ahol A a bejövő protonok hullámhossza, со = á/ ' ( j \ a compound mag spinje, 
2(210 + 1) 
70 a target mag spinje). Esetünkben Г д ^ Г ^ , <JR~<rai, tehát 
ax=AnA2œTPoTJT2. (48) 
Minthogy e r a i = 0 , 2 m b [27], (46) és (48) két egyenlet Гро és Гв1 ismeretlenekkel. 
A két egyenletből а Г . = "f \ , , , két megoldást kapjuk. Ebből a második po
 0,00045 keV 
érték 0,45 eV a valószínű, mert 1 keV esetén a redukált nívószélesség Wigner-egysé-
gekben O 2 = 3 2 volna, 0,45 eV esetén 0 2 =0 ,014 (1. 5.3. rész). Minthogy a Wigner-
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egység a redukált szélességek 
felső határa, Г
ро
 = 0,45 eV-ot 
kell elfogadnunk lehetséges 
értékként. Ily módon Г
Я1 = 
= 1000 eV-ot vehetünk és eb-
ből kiszámíthatjuk a szélessé-
geket. Ezek vannak feltün-
tetve az 5. táblázatban. 
A 13,086 MeV energiájú 
2~ nívóból a Ne 2 0 első ger-
jesztett állapotába El, az alap-
állapotba M 2 sugárzással tör-
ténhet átmenet. Az El átme-
net mátrixeleme Weisskopf 
egységekben с 1 0 - 4 . Az át-
menetet valószínűleg az izo-
tópspin kiválasztási szabály 
lassítja le. Ebből következik, 
hogy a N e 2 0 mag 13,086 MeV 
energiájú nívójának izotóp-
spinje (minthogy az első ger-
jesztett állapot izotópspinje 
Г = 0 [27]) T = 0 (1. 2.2. rész). 
Ez a következtetés nagyon va-
lószínű, azonban nem teljesen 
biztos, mert lehetséges az is, 
hogy a lassulást valamilyen 
más konfiguráció különbség-
ben rejlő ok hozza létre, ha-
sonlóan a nagyobb energiájú 
nívóból történő átmenetek-
hez [38], [41]. 
A 13,196 MeV és 13,511 
MeV energiájú nívók adatai-
nak összehasonlítása mutatja, 
hogy a két nívó, bár spinje és 
pari tása megegyezik, más kon-
figurációs állapotba tartozik. 
A 13,196 MeV energiájú nívót 
nagy a-szélesség, k i s proton-
szélesség, kis y-szélesség jel-
lemzi, a 13,511 MeV energiájú 
nívó esetén kicsi az a-szélesség, 
nagy a protonszélesség és nagy 
a y-szélesség (kb. egy nagy-
ságrenddel nagyobb, mint az 
előző esetben). A konfiguráció 
különbözőségét könnyen ma-
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gyarázhatjuk akkor , ha feltesszük, hogy a két nívó különböző' cluster-modell 
állapothoz tartozik: a 13,196 MeV energiájú nívó 0 1 6 + a, a 13,511 MeV energiájú 
nívó F 1 9 + p cluster összetevők eredménye. 
8. Összefoglalás 
Méréseink során a C1 2 , az O 1 6 és Ne2 0 Z = N típusú páros-páros magok y-
átmeneteit vizsgáltuk. 
A C 1 2 mag 16,1 MeV energiájú gerjesztett állapotából az alapállapotba vezető 
16,1 MeV energiájú e2 átmenet szélessége 7,6 ± 1 , 9 eV, a 4,43 MeV energiájú első 
gerjesztett állapotba vezető 11,67 MeV energiájú Ml átmenet szélessége 220 + 65 eV. 
A C 1 2 mag ismert y-átmeneteit összehasonlítva azt találjuk, hogy az E2 átme-
netek felgyorsulnak kollektív hatást mutatva. A 15,1 és 16,1 MeV energiájú álla-
potról történő Ml átmeneteket összehasonlítva azt találjuk, hogy a 16,1 MeV álla-
potról történő Ml átmenet mintegy 50-szer erősebb, mint a 15,1 MeV-ról történő 
átmenet . Ugyanakkor az a-bomlás redukált szélessége is mintegy 3 nagyságrenddel 
nagyobb a nagyobb energiájú nívónál. Ez nem magyarázható meg a centrifugális 
gát hatásával, mert ez ilyen nagy energiájú a-részeknél lényegében elhanyagolható. 
Minthogy az a-átmenetek szélessége mindkét nívónál kicsi, mindkét állapothoz 
T— 1 izotópspint rendelnek. A két T= 1 állapot a fentiek szerint a- és y-átmenet 
szempontjából erősen különbözik. Érdemesnek látszik a különbség okának a kon-
figurációbeli különbség alapján való elméleti megvizsgálása. 
Az O 1 6 mag esetében a 17,55 MeV energiánál talált nívó létezését vizsgáltuk. 
Kimutat tuk, hogy — amennyiben ez a nívó egyáltalán létezik — szélessége nagyobb 
150keV-nál, ellentétben Penfold és Spicer mérésével, ahol a szélesség legnagyobb 
értéke 70 keV lehet. 
A Ne 2 0 mag esetében megállapítottuk, hogy 13,086 MeV energiájú nívó spinje 
és paritása 2~, felső határt adtunk Г„0, ГЯ2 és ГЯЗ értékeire, és megállapítottuk, 
hogy az F1 9(p, y )Ne 2 0 reakció valószínűsége legalább 6-10~5-ször kisebb, mint 
az F 1 9 (p , a, y )0 1 6 reakció valószínűsége. A 224 keV nívóról vizsgálataink után 
már minden lényeges adat ismeretes. 
A 13,196 MeV energiájú nívó esetén megmértük az F l 9 (p , y J N e 2 0 magreakció 
szélességét és Г,,, = 0 , 2 8 ±0,056 eV-t kaptunk. A 13,196 MeV és 13,511 MeV ener-
giájú 1 + spinű és paritású nívókat összehasonlítva látszik, hogy a két nívó külön-
bözik egymástól, a kisebb energiájú nívót nagy a-szélesség, kis proton és kis y-széles-
ség jellemzi, а nagyobb energiájú nívót kis a-szélesség, nagy proton és y-szélesség 
jellemzi. Ezt jól lehet a cluster-modell alapján elméletileg értelmezni. 
A vizsgálatok mellékeredményeképpen a Li(p, y) Be8 reakció esetén meghatá-
roztuk a 17,6 MeV energiájú y-sugárzás hozamgörbéjét vastag target esetén, továbbá 
az 7 , 6 arányt 0° és 135° szögeknél. Megmértük továbbá az Sb 1 2 1 (y ,«)Sb 1 2 0 reakció 
^ 1 4 , 8 
hatáskeresztmetszetét 11,6 MeV y-energiánál. 
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9. Köszönetnyilvánítások 
A dolgozat anyagául szolgáló munkákat a Központi Fizikai Kutató Inté-
zetben végeztem. Ezúton szeretnék köszönetet mondani Jánossy Lajos akadémi-
kusnak, az intézet igazgatójának és PáI Lénárd akadémiai levelező' tagnak, az inté-
zet tudományos igazgatóhelyettesének, akik munkámat lehetővé tették és állandó 
érdeklődésükkel kísérték. 
Köszönetet mondok munkatársaimnak: Berkes István kandidátus, Demeter 
István, Dézsi István é s Lovasné Fodor Ilona t u d o m á n y o s m u n k a t á r s a k n a k a m é r é -
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A L A B O R A T Ó R I U M B Ó L 
EGYSZERŰ EXPOZIMÉTER ELEKTRONMIKROSZKÓPHOZ* 
TREMMEL JÁNOS 
MTA Kémiai Szerkezeti Kutató Laboratórium 
Az elektronmikroszkópos felvételek minó'sége nagymértékben függ a helyesen 
beállított exponálási és eló'hívási körülményektó'i. A helytelenül exponált lemezeket 
lehet ugyan utólag „kozmetikázni" , de mindez a nagyíthatóság rovására történik. 
Sok gyakorlatot igényel a jelenleg még általánosan használt módszer; a megfigyelő' 
ernyő egy adott fényességéhez a legmegfelelőbb exponálási időt megválasztani. 
A vizuális beállítás eredménye többnyire az, hogy a kisebb nagyításokat túlexpo-
náljuk, míg a maximális nagyítású felvételek alulexponáltak. Ennek elkerülésére több 
különböző mértékben megvilágított felvétel készítése szokásos. Mindez indokolttá 
teszi az expozíciós idő, illetve az elektronintenzitás mérését. 
Expoziméterünk kialakításánál azt a lehetőséget használtuk fel, hogy a meg-
figyelő ernyő fényessége arányos az elektronintenzitással [1]. A megfigyelő ernyő 
fényességét fotomultiplier méri, amely az elektronmikroszkóp egyik megfigyelő 
ab lakára van szerelve. (1. ábra) A fénymérő e lektromos bekötésének elvi sémáját 
1. ábra. A megfigyelőablakra szerelt fotomultiplier. a) multiplier, b) pillanatkapcsoló, c) műszer 
* Érkezett 1962. IX. 17. 
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mutat ja a 2. ábra. A multipliert közvetlenül váltófeszültségről tápláltuk. Az egyen-
irányítást a cső maga végzi. A műszer az egyenáramú átlagot mutatja. A feszültség-
változásra érzékeny fotomultiplier hálózati táplálását az elektronmikroszkóp sta-
bilizált tápfeszültségéről vettük. A multiplier á ramának változása ± 1 %, hálózati 
feszültségingadozásra ± 6 % . Váltófeszültségről táplált multiplier érzékenysége kb. 
1/10-e az egyenfeszültségűnek, de így is ki-
elégítő. A multiplier élettartamának növelé-
sére a cső előtt egy fényképezőlencse zár-
ral ellátott iriszblendéjét helyeztük el. A 
multiplier a zár nyitásával — csak a fénymé-
rés ideje alatt (5 — 6 mp) — van megvilágítva. 
A műszer kitérésének másodpercben 
való kalibrálására felvettük néhány lemez-
fajtának feketedési görbéjét. Mint az a 3. 
ábrából leolvasható, a műszer kitérése jó 
közelítéssel fordítva arányos a megvilágí-
tási idővel. Az eltérés főleg abból adódik, 
hogy a megvilágítási időket a fluoreszkáló ernyő elforgatásával lehetett csak beál-
lítani. A 4. ábrán különböző gyorsítófeszültségnél vettük fel a lemezek feketedését. 
Jól látható, hogy a nagyobb gyorsítófeszültségnél — azonos műszerkitérésekhez — 
többet kell exponálni, aminek oka az, hogy a fényérzékeny réteg vastagsága kisebb, 
mint a használt nagyfeszültséggel gyorsított elektronok úthossza az emulzióban [1]. 
A helyes megvilágítási időtartományt a £ = 0 , 5 és £ = 1,5 feketedési pontok hatá-
rolják. E tartományon belül a megvilágítási idő megválasztása, mint az a 3. ábrából 
kitűnik, nem kritikus, ugyanis az ernyő intenzitásának ± 2 0 % pontosságú méré-
sénél a lemezfeketedés változása kb. 
± 1 0 % , ami a gyakorlatban több-
nyire nem bír jelentőséggel. A pre-
pa rá tum kímélése, valamint a me-
legedés okozta elmozdulás csökken-
tésére ajánlatos a £ = 0 , 5 határ kö-
zelében dolgozni. A kép kontrasz-
tosságát, tónusát a különböző hívók, 
a hívás hőmérséklete is jelentősen 
befolyásolják. Több, intézetünkben 
használt lemezfajta érzékenységét 
vizsgáltuk; az eredményeket táblá-
zatban foglaltuk össze. Az érzé-
kenységet a £ = 0,5 denzitáshoz 
tar tozó megvilágítási idők jellemzik. 
Expoziméterünk az ernyő ösz-
szfényességét méri. Hitelesítésénél 
egy adot t ernyőintenzitás beállítása 
után sugároztuk be a lemezeket. 
Az így kapott időadatokat külön-
böző méretű, elektronokat át nem 
eresztő tárgyaknál korrigálni kell. 
Könnyen belátható, hogy a korrek-
/ 2 3 к 5 6 7 8 9Ю' 
t (mp) 
3. ábra. Agfa dia normál lemez feketedése az 
expozíciós idő és a multiplier áramának függvé-
nyében. U = 75 kV, / = multiplier áram, előhívó: 
Agfa 80, 18 C°, 3 perc 
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ciós tényező: a = 1 — tik, ahol t a tárgyfelület és к az ernyő felülete. Erre a kor-
rekcióra az átlagos gyakorlatban többnyire szükség nincsen. N e m jelent nehéz-
séget a fedettség megbecsülése sem, de mérhetjük az ernyőintenzitást üres hordozó-
hártyánál is. Figyelembe kell még vennünk a fluoreszkáló ernyő öregedését is. 
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4. ábra. Agfa dia normál lemez feketedése az expozíciós idő és a gyorsítófeszültség 
függvényében. 1 = multiplier áram, előhívó: Agfa 80, 18° C, 3 perc 
Fénymérőnk a gyakorlatban jól bevált. A készülék érzékenysége kielégítő, 
bármilyen elektronmikroszkóphoz illeszthető, könnyen kalibrálható, felépítése egy-
szerű és üzembiztos. Eredményül egyöntetűen és helyesen megvilágított lemezeket 
kaptunk, könnyebbé vált a lemezek nagyítása is. Az expoziméter mellett még ter-
mosztált hívó és pontos időmérés is ajánlatos. 
Dr. Fülöp Lászlóné és Hernádi József é r tékes m u n k á j á t - a f é n y m é r ő kivitele-
zésénél és bemérésénél — ezután is megköszönöm. 
TABLAZAT 
D = 0,5 feketedéshez tartozó megvilágítási idők. (mp) 
U — 75 kV, i ~ 1 0 - 1 2 A/cm2 elektronáramsürűség esetén 
Hívók 2,3 
Agfa lemezfajta Agfa 80 
3'-es 
Agfa 111 
5'-es 
D 19 
5'-es 
Agfa 1 
5'-es 
Dia normál 
Dia kemény 
Elektronen Rapid 
Elektronen Hart 
1,5 
4 2,5 10 
~ 0,8 
2,0 
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A KLASSZIKUS IRODALOM 
ŰJ MÓDSZER A SZUPRAVEZETÉS ELMÉLETÉBEN 
N. N. BOGOLJUBOV 
A szerző által a szupravezetés elméletére kidolgozott módszer általánosítását 
ismertetjük. Megmutatjuk, hogy ez aredeti Fröhlich-modell szupravezető tulajdon-
ságokkal rendelkezik. Az alapállapotot és a fermion-gerjesztéseket vizsgáljuk. 
Az izotóp effektus felfedezése után általánosan elfogadottá vált a feltevés, hogy 
a szupravezetésben fontos szerepet kell játszania az elektronok és az ionrács közötti 
kölcsönhatásnak. 
Dolgozatunkban megmutatjuk, hogy egy ilyen rendszer ténylegesen szupra-
vezető tulajdonságokkal rendelkezik. 
E feltevést alapul véve az utóbbi években nagyon érdekes kutatásokat végeztek 
a fonon-térrel kölcsönható elektronok rendszerére vonatkozóan [1—4]. Ebben 
a cikkben megmutatjuk, hogy az általunk előzőleg a szuperfluiditás tárgyalására 
javasolt módszer kiterjesztésével megalapozható a szupravezető állapot következe-
tes elmélete. Az elmélet eredményei Bardeen elméletét [3] igazolják. 
Egyszerűség kedvéért meggondolásainkat a Fröhlich által javasolt modellre 
alapozzuk [1]. A Coulomb-kölcsönhatást explicite nem vezetjük be; a dinamikai 
rendszert a következő Hamilton-operátor* jellemzi: 
ahol E(k) az elektron-energia, o)(q) a fonon-energia, g egy csatolási állandó és V 
a térfogat. 
Amint az jól ismert, a szokásos, csatolási ál landó szerint sorfejtést alkalmazó 
perturbáció-elmélet itt nem alkalmazható, mivel az elektron-fonon kölcsönhatás 
— kicsiny volta ellenére — a Fermi-felület közelében igen jelentős szerepet játszik. 
Ezért előzetes lépésként kanonikus transzformációt hajtunk végre a következő 
meggondolások alapján. 
Először is meg kell jegyezni, hogy a vákuumból a „részecskék" virtuális kel-
tésének megfelelő mátrixelemek mindig tartalmaznak egy energia nevezőt, amely 
a következő a lakú: 
{e(*t)-K.. +e(k2s) + co(qi)+... +ю(<72г)}-1 
itt e(k) ~ \ E ( k ) — Ef\ egy elektron (E(k)>EF) vagy egy elektronlyuk (E(k) < E r ) 
energiája, melynek értéke a Fermi felület közelében kicsiny. 
* Az itt alkalmazott egységrendszerben A = 1. 
(1) 
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Ilyen nevezők általában nem „veszélyesek" és a kk, . .., k2s, qk,..., q2r 
impulzusokra való integrálás nem vezet divergenciákra, kivéve a fonon nélküli vir-
tuális elektronpár-keltés esetét. Az impulzus megmaradás miatt egy ilyen pár esetén 
a két elektron impulzusa ellentétes, és így a 
{2 e(fc)}-1 
energia nevező az integrálás folyamán veszélyessé válik. 
Megemlíthetjük még, hogy a részecskék spinjei szintén ellentettek lesznek. 
Ilyen módon ha egy kanonikus transzformációt hajtunk végre, gondolnunk kell 
a r r a , hogy biztosítsuk egy ellentétes impulzusú és spinű részecske-párnak a vákuumból 
való virtuális keltését leíró gráfok kölcsönös kompenzálását*. 
Helyénvaló lehet rámutatni arra a hasonlatosságra, ami az itt tárgyalt helyzet 
és aközt van, amivel a nem ideális Bose-gázok szuperfluiditásának az elméletében 
[5] találkozunk. Ez utóbbi esetben ugyanezt a szerepet játszotta egy + k impuzusú 
részecske-pár virtuális keletkezése a teljesen degenerált alapállapotból. Ebben az 
elméletben [5] a Bose-amplitúdók olyan lineáris transzformációját alkalmaztuk, 
amely keverte a b4 és a blq állapotokat. 
A fenti transzformációt általánosítva ebben az esetben a következő új я Fermi-
ampli túdókat vezetjük be: 
«ко = Ukak, i/2 - vkatK _ i/2 
xk] = uka-k< -1/2 + vkak> y2 
vagy 
ak. i/2 = UkXko + vktxk 1, 
a
 - к - % = "ftOCfcl — vk*ko , 
ahol uk, vk valós számok és a következő összefüggés áll fenn köztük: 
u\ + v l = l . 
Könnyű igazolni, hogy ez a transzformáció nem változtat a Fermi-operátorok 
kommutátor tulajdonságain, így tehát kanonikus. Megemlíthetjük azt is, hogy ez 
a transzformáció annak a jól ismert transzformációnak az általánosítása, amely-
ben a Fermi felületen belül lyuk-keltő és eltüntető, a Fermi gömbön kívül pedig 
részecske-keltő és eltüntető operátorokat alkalmazunk. 
Valóban, ha 
uk = 1, vk=0 (E(k)>EF) 
uk= 0, vk = l (£(£)< F f ) 
helyettesítést alkalmazunk, 
а м = й*,1/2> «и = <*-*,-'л (£(k)>ef) 
ctk0 = - a \ - 1 / 2 , au = űv/2 (E(k)-=EF) 
* Hangsúlyozni szeretnénk, hogy a közönséges perturbáció-elméletben, amit közvetlenül a 
normál állapotra alkalmazunk, ilyen gráfok nem lépnek fel a valódi elektronok számának 
megmaradása miatt, 
Ha azonban az elektron és a lyuk-állapotokat összekeverjük egy kanonikus transzformáció 
segítségével, a megmaradási elv nem játszik szerepet és ilyen gráfok is megjelennek. 
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adódik, így oik0 pl. a Fermi-gömbön kívül egy к impulzusú és 1/2 spinű elektront 
tüntet el a Fermi-gömbön belül pedig egy — к impulzusú és —1/2 spinű lyukat. 
Az általános esetben, amikor (uk, vk) X (0,1), egy lyuk és egy elektron állapot 
szuperpozíciója lép fel. 
Visszatérve a Fröhlich-féle Hamilton-operátorra, megjegyezzük, hogy techni-
kai okok miatt kényelmesebb, ha nem ragszkodunk a 
2 ak,aks = no 
M 
összefüggés fennállásához, ahol N0 az elektronok teljes száma, hanem az ilyen ese-
tekben szokásos módszert követ jük és bevezetünk egy Я paramétert , ami a kémiai 
potenciál szerepét játssza. 
HF helyett tehát a következő Hamilton operátort vizsgáljuk: 
H = HF — ÀN. (2) 
A paramétert onnan határozzuk meg, hogy a vizsgált állapotban 
N = N0. (3) 
Áttranszformálva H-t az ú j amplitúdókra kap juk : 
H=V + H0 + HK 
Ek=Hí + H2+H3, 
ahol V egy ál landó: 
v = 2ze(k)vl-2x2vl 
Ho= Z (E(k) - h){ul - vi)(af0<xk0 + ajíjakl) 
e s 
нг=
 k z s 
'ohq) ,f 2V 
+ Uk-Vk<*ki<Xk-о + U-k'V-k*-k'iX-ko}bï +k-k, 
ш(я) r + г + 
~2у~ {щщлкойк'о+и-ки-к-в-к'!«-*! -h 2 = k 2 g 
(k'-k = q) 
- Wk-<*k' A i - V-kV-k'<*±k-o«-ko} К + k-k, 
H} = 2 Z ( E{k) - Я) ukvk ( а к , a t 0 + ак+0а4). 
Vezessük most be az ú j operátorokkal keltett kvázirészekre vonatkozó betöl-
tési számokat 
VkO — а*ЬакО , Vfcl = (XklCtkl. 
Nyilvánvaló, hogy a 
с,= п&(у* o ) « ( v » i ) 
к 
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állapot, melyhez v = 0 tartozik, lesz a „kölcsönhatásmentes vákuum", vagyis olyan 
állapot, amelyre 
h0cy= 0. 
Rá szeretnénk mutatni , hogy A értéke ef-hez közel kell hogy essen, mert ha 
nincs kölcsönhatás, l=et. A 
z(k) = (E(k)->,)(ul~vl) 
kifejezésnek tehát el kell tűnnie a Fermi-felülethez közelesó' energiákra. 
Láthat juk tehát, hogy a fent megadott kritérium alapján „veszélyes fo lyamat" 
egy olyan folyamat lesz, amelynél egy vk0, vkl kvázi részecskepár keletkezik virtu-
álisan a vákuumból, miközben fononok nem keletkeznek. A megfelelő energia 
nevező ekkor ugyanis 
{2a(k)}~e 
A H3 Hamilton-operátor közvetlenül erre a folyamat típusra vezet. Vákuumra 
alkalmazva ugyanis ez a Hamilton-operátor az 1. ábrán látható gráfot* szolgál-
tatja. Hl és H2 együttes hatása szintén ilyen folyamatra vezethet. 
A g csatolási együtthatóban másodrendű járulékot pl. a 2a ábrán lá tható gráfok 
adnak. 
Magasabb rendben a 2b. ábrán lá tható 
gráfokhoz hasonló t ípusokat kapunk. A kör 
egy olyan összefüggő részt jelent, amely nem 
választható szét két olyan összefüggő részre, 
amelyeket csak a szóban forgó pár két vonala 
kötne össze. 
A veszélyes gráfok fent javasolt kompen-
zálási elve értelmében zérussá kell tennünk az 
1. és 2. áb ra gráfjainak a járulékát. Ilyen mó-
don uk, t^-ra kapunk egy egyenletet. 
ко 
Ol. k1 
ко 
kl 
+ 
1. ábra 2. ábra 
A kompenzálás után m á r nem kell figyelembe venni az 1. és 2. ábrákon látható 
gráfokat (és konjugáltjaikat), a perturbáció-elmélet megfelelő sorfejtésében nem 
marad ilyen módon veszélyes energia nevezőt tartalmazó kifejezés. 
Határozzuk meg most az uk, %-ra vonatkozó egyenletet második közelítésben. 
Ebben a közelítésben az 1. ábra gráfjait éppen a 2. ábra gráf ja i kell hogy kompen-
zálják. 
* A gráftechnika alkalmazása soktestproblémára részletesen Hugenholtz egy cikkében [6] 
található. 
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Azt kapjuk hogy 
a h o l Qk az ak 0 a k l Cv mennyiség együtthatója a 
— H 2 Hq tfxCv 
kifejezésben. Részletesen kiírva végül azt kapjuk, hogy 
a h o l 
{£<*) - À} ukvk = {ul - vi) ± 2 g2 a i k _ % k + t w + a m W . W 
е ю = E i k ) g 2 ^ - «*>• (5) 
A választott közelítésben megtehetjük, hogy a j obb oldal nevezőjében szereplő 
e{k) = { E { k ) - X ) { u l - v l ) 
kifejezést a 
Цк) = {~E{k)-X}(ul-vl} 
kifejezéssel helyettesítjük. Bevezetve a 
É(k)-h = Ç(k) 
jelölést, a kapot t egyenlet a következő alakban í rható: 
mukvk = { u l - v l ) 1 ± ¥ j g2 dk'. (6) 
Ennek az egyenletnek nyilvánvalóan létezik a következő triviális megoldása 
uv= 0, (и, a) = ( 0 , 1 ) , 
a m i a „normál á l lapotnak" felel meg. Azonban létezik egy másik típusú megoldás 
is, amely a Fermi-felülettől távolodva a triviális megoldásba megy át. 
Bevezetve a következő jelölést 
I - œ(k-k') c(k) — . . g1 77 777 7777т =777- Uk'Vk' dk , 
(6)-bóI kapjuk, hogy 
2 1 f , , g } 2 1 í - í 
/2 — — j I J V. 1,2 1 1 
ahonnan 
м
2
 = - Л + . ъ L qg = - • ( I - 7 — % (7) 
1 C2(k) 
= » = 
2 / е 2 ( А ) + е (А: ) ' ' j V f k ) + £2(Ar) 
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Egyenletünk így a következőre egyszerűsödik: 
c(k) = — L _ f _ dk'. (8) 
2 ( 2 л ) 3 J ca(k — k') + s(k) + è(k') Vc2(k') +Ç2(k') 
Meg kell jegyezni, hogy ennek az egyenletnek különleges tu la jdonsága van: 
g 2 — 0 esetén a C-re vona tkozó megoldás úgy tart zérushoz, mint exp[ —A/g2] , ahol 
A egy pozitív állandó. Ugyanis a felület közelében £ ( £ ) = 0 és a (8) j o b b oldalán 
szereplő integrál logari tmikusan divergenssé válik, ha C = 0. 
Ezek mellett a feltételek mellett n e m túl nehéz meghatározni a megoldás aszimp-
totikus a lakjá t kis g - re : 
í 
- Г i l l f i o \ k J l ( l - t ) \ 
с (к) = w exp — — ' ,—'-2 dt, (9) 
L <?J2J œ\k0Ï2(l-t)\ + \m\ 
ahol 
q = l - t , J . 2 , A , к(k0) = Я, 
2 л 2 \dÈ(k)/dk)k=k 
Í1 œ \ k j 2 ( l - t ) \ ^ 0) \ k 0 Í 2 { l - t ) \ + t; 
Figyelembe véve a (3) mellékfeltételt és и és v (7), ill. (9) által megadot t alakját, 
látható, hogy 
k0 =kp. 
Nyilvánvaló továbbá , hogy az (5) kifejezés korrekciói , amit úgy k a p u n k , hogy 
uk-1 és vk-t a „normál i s" értékeikkel helyettesítjük 
щ = 0G(k) =. 
vk = 0F(k) = 
h 1*1 
0, \k\^kF( 
0, \k\>kFí 
i , 
exponenciálisan kicsinyek. 
így E(k) helyett a (10) képletben — anélkül, hogy ezzel a pontosságot elronta-
nánk — a normális á l lapot ra vonatkozó megfelelő kifejezést helyettesíthetjük és a 
V 4nk2dk 
2n2\dÉ/dk Jk=kF V { ( 2 л ) 3 dE 
tényezőt, mint a Fermi-felület közvetlen közelében levő végtelen keskeny energia-
hézagban elhelyezkedő elektron-nívók számának relatív sűrűségét (dn/dE) értel-
mezhetjük. Ekkor : 
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A továbbiakban meg akarjuk határozni az alapállapot energiáját második 
közelítésben. 
A teljes HK kölcsönhatási operátorból ekkor csak a Hj-et kell figyelembe ven-
nünk. Feltesszük tehát, hogy H sajátértékére alapállapotban fennáll: 
V- <CV+ lH,Cv) = 2 2 {E(k) - X} vl -
к 
L у „2 °>(k-k')iukvk + ЩУкЩ'Ук'}
 n 
V w ( k - k ' ) + E(k) + e(k') • 1 y 
Behelyettesítve ebbe uK, vK előzőleg kapott alakját, meghatározhatjuk az alap-
állapot és a normális állapot ДE energia különbségét. 
Azt kapjuk hogy 
A e dn w2 
~ t = ~dë т е х р 1 - - ь (14> 
Érdekes megjegyezni, hogy ez az eredmény ugyanaz, mint Bardeené és munka-
társaié [3]. Ez könnyen belátható, ha a Bardeennél szereplő œ, V paramétereket 
a következő módon választjuk meg: 
2co — co, V=g2. ( 15 ) 
Határozzuk meg most a fenti közelítésben egy elemi gerjesztés energiájára 
adódó kifejezést. E célból tekintsük a 
ci J-k0 1 
gerjesztett állapotot és alkalmazzuk erre a perturbáció elméletet a szokásos módon. 
Egy к impulzus elemi gerjesztés energiájára a következő kifejezés adódik 
Ee(k) = S (к) — {C*Hk (Hо — E (к)) ~1HkCl /összefüggő 
vagy részletesen kiírva 
I p2 u?u?, 4-1).2»)?. / 
+ 
(16) 
ад> = i ( * ) { i 
g2
 vœ(k-k'){œ(k-k') + e(k'))  
+
 V k k ? [co(k-k') + e(k')]2-e2(k) Uk'Vk' • 
Az első tag, amelyik ê (A)-val arányos, nem tartalmaz semmi szinguláris tulaj-
donságot és a Fermi-tenger felületén zérussá válik. A második tag azonban a Fermi-
tenger felületén: 
g 2 со (к —к') 
~V2UkVk? со(к-к')+г(к') = 2 и л Ф ) = c { k F ) = ^ е х р 
- й -
Az egyrészecske gerjesztett ál lapotok energiája ezek szerint az alapállapot 
energiájától egy 
A = cüexp — — (17) 
energiahézaggal van elválasztva. 
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Meg kell említeni, hogy Bardeen cikkében ugyanaz a kifejezés szerepel, mint 
(17)-ben és ezt úgy interpretálták, mint egy „ p á r " felbontásához szükséges energiát. 
Érdekes megjegyezni, hogy Bardeen elméletével ellentétben a mi „vákuumun-
k a t " vagyis a legalacsonyabb energiájú állapotot fermionok alkotják. Ezeket a fer-
mionokat a + és a amplitúdójú keltó' és eltüntető operátorok jellemzik, melyek elekt-
r o n és lyukállapotok bizonyos szuperpozíciójának felelnek meg. 
Vizsgáljuk meg most az „áramló alapállapotot", vagyis azt azt ál lapotot , 
amelynek a legkisebb az energiája adott P impulzus esetén. 
A feladatunk az tehát, hogy meghatározzuk H sajátértékét a 
Z ^ a t s a k s = P 
k, s 
mellékfeltétel esetén. 
Ehelyett megtehetjük azt is, hogy a szokásos módon nem csak egy A skalár, 
hanem egy u vektorparamétert is bevezetünk, ahol u az átlagsebesség szerepét játssza 
és a teljes Hamilton operátort a következő alakban vesszük fel : 
H = HF2-A Z aks aks ~ Z («к)«ь«а = 
к,s 
= Z № ) - C»k) - Я} ak\aks + 2 œ(q)b*bq + Hk. ° 8 ) 
к, s q 
u értéke a 
Z kaksaks = P 
M 
feltételből határozható meg. 
Mivel mi csak a Fermi-felület közvetlen közelébe eső kicsiny tartománnyal 
foglalkozunk, egyszerűség kedvéért a következő helyettesítést alkalmazhatjuk: 
k2 k2 
E(k) = — \-D, D = E f - - ^ L 2 m 2 m 
és a végső képletekben feltehetjük, hogy 
к 
m • 
Azonban ebben az esetben 
dE/űk k~k r 
E(k) - (uk) = £(k - mú) — 
és ha az impulzustérben végrehajtjuk a következő transzlációt 
к — к + um aks — ak + muis ( 19 ) 
valamint elvégezzük a 
mu2 
helyettesítést, a (18) Hamilton-operátor alakja ugyanolyan lesz mint (2), és nem 
fog ja az u vektort tartalmazni. Megint egy zérus impulzusú alapállapotra ju tunk . 
N e m szükséges tehát az áramló állapotot külön vizsgálni, elég ha a korábban meg-
kapot t képletekre a (19) transzformáció inverzét alkalmazzuk. 
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Ilyen módon igazolhatjuk pl. azt, hogy az u átlagsebességű alapállapot ener-
giája az áram nélküli alapállapot energiájától N(mu2/2)-vel különbözik. 
A gerjesztések az áramló alapállapottól egy 
A„ • A — k F u > A —k f |u| 
energiahézaggal vannak elválasztva. Innen 
kF |u| < A 
esetén az áramló ál lapot a gerjesztésekre nézve stabil lesz, annak ellenére, hogy az 
energiája nagyobb mint a nemáramló állapot energiája (a mágneses tér hatását el-
hanyagoltuk). 
Innen látható, hogy a szupravezetés csakugyan a vizsgált model szükségszerű 
tulajdonsága. 
Néhány további megjegyzést lehet még tenni. 
Ahhoz , hogy meggondolásainkban aszimptotikus közelítésre szorítkozzunk, 
fel kellett tenni, hogy a g paraméter kicsiny. Azonban V. V. Tolmacsev és S. V. Tje b-
likov [7] megmutat ták, olyan modellt alkalmazva, amelyben nem tették fel g kicsiny 
voltát, hogy g > 1/2 esetén a hang sebessége immaginárius. Ez azt jelenti, hogy a rács 
nem stabil. Ha a rács olyan merev, hogy az elektron-fonon kölcsönhatás nem befo-
lyásolja észrevehetően a fonon energiáját, a g paraméternek kicsinynek kell lennie. 
Már g = 1/4 esetén az exp — kifejezés 1/55-tel lesz egyenlő. Véleményünk szerint 
ez magyarázza az energia hézag és a kritikus hőmérséklet kicsiny voltát. 
A r r a is rámuta tha tunk, hogy ha a Coulomb-kölcsönhatást leíró tagot explicite 
figyelembe vesszük a Fröhlich-féle Hamil ton-operátorban, az árnyékolás létrejöt-
tének biztosításához összegezni kell a Gell — Mann—Brueckner-t ípusú elektron-
lyuk gráfokra . 
Ilyen módon könnyen igazolható, hogy a Coulomb-kölcsönhatás akadályozza 
a szupravezetés felléptét.* 
Befejezésül a szerző kellemes kötelességének érzi, hogy elismerését fejezze ki 
P. N. Zubarevnek, V. V. Tolmacsev п е к , С. V. Tjablikovnak és Ja. A. Cerkovnyi-
kovnak értékes megjegyzéseikért. 
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A MARS BELSŐ SZERKEZETÉRŐL* 
HÉDERVÁRI PÉTER 
G A M M A . Geofizika, Budapest 
A tanulmány a következő három kérdés vizsgálatát tűzi ki feladatul: 
1. Lehet-e magja a Marsnak? 
2. Ha igen, úgy ez a mag lehet-e fémes állapotban? 
3. Amennyiben a Marsnak fémes fázisú magja van, az égitest centruma felé 
közeledve a nyomás elérhet-e olyan kritikus értéket, amely a mag középpontjának 
környezetében egy belső mag létrehozásához szükséges? 
A felvetett problémák szoros kapcsolatban állanak a Mars mágneses terének 
kérdésével. 
A vizsgálat plauzibilis alapfeltevése az. hogy a Mars ugyanolyan szilikátos 
anyagokból épül fel, mint a Föld, s az ezekre vonatkozó fizikai törvények mindkét 
égitest esetében azonosak. 
Bevezetés 
A szovjet űrkutatási programm keretében 1962. november 1-én kozmikus 
rakétát bocsájtottak fel a Mars bolygó irányába. Az űrhajóban elhelyezett műsze-
rek feladata a két égitestet egymástól elválasztó térség tanulmányozásán kívül a 
Mars közvetlen közelből történő fényképezése is. Bár az első TASZSZ közlemény 
nem emelte ki külön, mégis igen valószínű, hogy több más mérés mellett sor kerül-
het a Mars esetleges mágneses terének mérésére és a bolygót (mágneses tér létezése 
esetén) körülövező Van Allen-féle magnetoszféra tanulmányozására is. 
Ez a világszerte nagy érdeklődést keltő újabb űrkísérlet aktuálissá teszi a Mars 
bolygó belső szerkezetének elméleti vizsgálatát. Számottevő mágneses tér létezé-
sére ugyanis csak akkor számíthatunk, ha az égitest fémes fázisban levő maggal 
rendelkezik. A terresztrikus mágneses tér erősségével nagyságrendileg megegyező 
erősségű mágneses mező kimutatása a Mars közvetlen környezetében tehát azt 
jelentené, hogy a Föld és a Mars belső felépítése - a jelenlegi elméleti várakozás 
ellenére — lényegében megegyező. 
A mágneses tér létezésének alapfeltételei 
Elöljáróban különbséget kell tennünk a rendezetlen, lokális jellegű anomáliatér 
és a globális, dipól-jellegű mágneses tér között. A Mars felszínén található és a 
szilárd kérget alkotó kőzetek természetesen tartalmazhatnak bizonyos mennyiségű 
magnetitszemcsét, amelyek lokális jellegű és rendezetlen mágneses teret keltenek, 
jóllehet, nem tudjuk, hogy a magnetit sajátmágnessége honnan származik. Fémes 
maggal jelenleg nem rendelkező égitesteken előforduló, mágneses tulajdonságokat 
mutató anyagoknál feltételezhető, hogy mágnessségüket egy hajdani, már meg-
semmisült fémes magból származó globális tér indukálta. Bárhogy álljon is a kér-
dés, annyi bizonyos, hogy ez a lokális anomáliatér nem tekinthető azonosnak a 
bolygónak, mint égitestnek, globális mágneses terével, amelyet egy fémes mag 
* Érkezett 1962. nov. 6. 
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létezése eredményez. Ha a fémes mag centrumában a nyomás alatta marad a 
317-1010 din c m - 2 értéknek, akkor az előforduló a tomok magjai még nem kerül-
nek annyira közel egymáshoz, hogy mágneses terük kölcsönös egymásrahatása 
következtében rendezettség lépjen fel közöttük. Ha azonban a bolygó centrumában 
és annak környezetében a nyomás meghaladja az említett kritikus értéket, akkor 
a fémes mag belsejében egy olyan, ún. belső mag alakul ki, amelyben az atom-
magok mágneses terének kölcsönös egymásra hatása következtében már bizonyos 
rendezettség jön létre [1]. Ez utóbbi esetben beszélünk a szóban forgó égitest glo-
bális, quazi-dipól mágneses teréről. 
Vizsgálat tárgyává teendők tehát a következő kérdések : 
1. Lehet-e magja a Marsnak? 
2. Ha igen, úgy ez a mag lehet-e fémes állapotban ? 
3. Amennyiben a Marsnak fémes fázisú magja van, az égitest centruma felé 
közeledve elérheti-e a nyomás a 317-1010 din c m - 2 kritikus értéket? (Ezt a kritikus 
értéket Bullen határozta meg, [2].) 
Az első feltétel 
Már magával az 1. alatt ismertetett feltétellel kapcsolatban is megoszlanak a 
vélemények a különböző kutatók között. Jeffreys szerint például [3] kétféle Mars-
modell építhető fel. Az elsőben a sűrűség a felszínen 3,29 g c m - 3 , a centrumban 
pedig 8,60 g c m " 3 . Eszerint a Mars tömegének 16%-át [4] a vaséhoz vagy a nik-
keléhez hasonló sűrűségű anyag képviseli. Ebben az értelemben véve a Marsnak 
lehetséges magja ; Jeffreys azonban nem állítja azt, hogy ez a mag egyszersmind 
fémes állapotban is lenne. 
Ez a vázolt Mars-modell tehát a régi, ma már elavultnak tekinthető vasmagos 
Föld-modell megfelelője. Ismeretes azonban, hogy a vasmagos Föld-modell fel-
tételezésével (a vasmagnak a Curie-pontnál magasabb hőmérséklete miatt) nem 
volt lehetséges a földmágneses tér létezésének értelmezése. 
A másik Jeffreys-Ше Mars-modellben a bolygó sűrűsége még a centrumban 
sem haladja meg a 4,5 g cm -" 3 értéket, tehát a Mars alkotórészeként a kéregben 
főként gránit és bazalt vagy gabbró, a köpenyben pedig feltehetően olivin vagy 
peridotit szerepel. Ebben az értelemben viszont a Marsnak magja nincs és szer-
kezete a Hold jelenlegi felépítéséhez hasonlítható. Megjegyezzük, hogy hasonló 
szerkezetet tulajdoníthatunk a Merkúrnak, a Plútónak és a nagyobb terresztrikus 
típusú holdaknak is. 
Ramseynek a fémes fázis lehetőségét felvető, alapvető dolgozata [5] 1949-ben 
látott napvilágot. Jeffreys 1936-ban írt, fentebb idézett értekezése óta más szerzők, 
így többek között Bullen [6] és Urey [7] is foglalkoztak a M a r s belső szerkezetével. 
Urey szerint a Mars majdnem homogén felépítésű, relatív tehetetlenségi nyomatéka 
0,389. A tömeg koncentrációja a centrum felé haladva meglehetősen gyenge [8]; 
az anyageloszlás 1000 km mélységtől kezdve homogénnek tekinthető. 
Bullen említett dolgozatában a Mars átmérőjére vonatkozóan kapott ú jabb 
értékeknek megfelelően építi fel modelljeit. Ezek egyike a Marsná l 700 km sugarú 
vas, nikkel, vagy vas-nikkel magot tételez fel, lényegében hasonlót Jeffreys már 
említett első modelljéhez. Értekezése végén azonban Bullen Urey véleményéhez 
csatlakozik, amely szerint igen valószínű, hogy a Föld magján kívül, vagyis a föld-
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köpenyben a tiszta, kötetlen vas (uncombined iron) sokkal nagyobb mennyiségben 
fordul elő, mint magában a magban. Ezért tehát a vasmagos Föld-modell végleg 
elvethető. Következményképpen a földtípusú égitesteknél sem szükséges okvet-
lenül vas, nikkel vagy vas-nikkel magot feltételeznünk, ha a felszíni sűrűség ala-
csony és a bolygó átlagsűrűsége magas is. 
Az 1. pontban említett feltétellel kapcsolatban végeredményben tehát leszö-
gezhetjük, hogy bár bizonyos körülmények között felépíthetők vasmagos Mars-
modellek, a régi, vasmagos Föld-modellhez hasonlóan, erre nincs kényszerítő 
szükség. Fogadjuk el azonban időlegesen, hogy a Marsnak mégis kialakult egy 
magja és vizsgáljuk meg azt, hogy a 2. feltételnek megfelelően ez a mag fémes, vagy 
normál állapotban van-e. 
A második feltétel 
Geofizikai vonatkozásban fémes állapoton azt értjük, hogy az igen nagy nyomás-
nak alávetett anyag hő- és elektromos vezetőképessége rendkívüli mértékben meg-
növekedik, a külsőbb pályákon keringő elektronok kiszabadulhatnak az atomból 
és az anyag sűrűsége ugrásszerűen megnő. A fémes fázis kialakulása elsősorban 
a nyomás függvénye, a hőmérséklet szerepe jelentéktelen. „Hideg" égitestekről 
abban az értelemben beszélünk, hogy a belső szerkezetet a nyomás determi-
nálja (9). A földköpenyt alkotó szilikátos anyagokra vonatkozóan a fémes fázis 
Bullen régebbi eredménye szerint a 
Pk = 135-1010 din c m - 2 
nyomásnál, újabb eredményei szerint pedig a 
Pk= 137-1010din c m " 2 
nyomásnál áll be. 
Bullen [6] alatt idézett értekezésében hangsúlyozza, hogy a tiszta vas, a vas-
oxid, a magnéziumoxid és a szilíciumoxid keveredése csak olyan övezetben lehet-
séges, ahol a nyomás a közölt kritikus érték alatt van. A Marsra vonatkozóan 
Bullen kifejti, hogy a tiszta vas köpenybeli előfordulásának megfelelően a Mars-
nak nem szükségképpen kell rendelkeznie maggal, mivel a nyomás minden lehet-
séges mélységben kisebb a kritikus értéknél. 
Hogy a nyomásra vonatkozóan ez a megállapítás valóban helyes, arról egy-
szerű módon győződhetünk meg. Voltaképpen elegendő a nyomás nagyságrend-
jének meghatározása, mert a numerikus értékek aszerint módosulnak, hogy milyen 
R bolygósugarat és q átlagsűrűséget veszünk alapul. Ezek az adatok ugyanis még 
nem tekinthetők teljesen biztosaknak. így például 
Jeffreys szerint R = 3385-105 cm, 
Urey szerint R = 3310-105 cm, 
Bullen szerint R = 3330-105 cm, 
Kuiper szerint R = 3332-105 cm, 
az 1963. évi adatok szerint pedig 
R = 3400-105 cm (10). 
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Vegyük alapul a Jeffreys-féle értéket, a sűrűségre vonatkozóan pedig fogad-
juk el, hogy 
g = 3,90 g c m - 3 . 
Ebben az esetben a minimális centrális nyomás (ha £ a sugár mentén a cent-
rumtól mért távolság): 
к 
/>(, = С = 0 , 6 / t i q 2 R 2 = 24.02- I0IM din с п т 2 . 
о 
A kapott eredmény, amint látható, lényegesen alatta marad a kritikus érték-
nek. Megjegyezzük, hogy a maximális nyomás, amelyet Jeffreys azzal a feltevéssel 
számolt, hogy a Marsnak vas, nikkel, vagy vas-nikkel magja van, a bolygó cent-
rumában : 
£ tmax = 44,45-1010 d i n e m " 2 , 
ami annyit jelent, hogy a mag, — ha léteznék — semmi esetre sem lehetne fémes 
állapotban. 
Vegyünk egy „fiktív" Marsot. vagyis tekintsünk egy olyan modellt, amelyben 
az anyag eloszlása teljesen homogén, a sűrűség a felszíntől a centrumig változatlan 
és ez a sűrűség egyenlő a Jeffreys-féle [3] maximális centrumsűrűséggel. Azaz 
g — „max _ g 6 0 g
 c m - 3 
Ha ezzel az értékkel számolunk, vagyis olyan modellt vizsgálunk, amelynek 
átlagos sűrűsége lényegesen meghaladja a tényleges átlagsűrűséget, akkor is a cent-
rális nyomás: 
„Pc" = I 1 8 - I 0 ! 0 d i n c m ' 2 < Pk, 
ahol Pk a bolygót felépítő szilikátos anyagokra vonatkozó, a fémes állapotot létre-
hozó kritikus nyomás. 
Összegezve tehát az eddigieket, megállapíthatjuk, hogy sem a Mars tényleges 
átlagsűrűsége alapján, sem pedig az ennél nagyobb, fiktív átlagsűrűség alapján 
számolva nem juthatunk olyan eredményhez, amely lehetővé tenné a fémes fázis 
kialakulását. Ezért a 3. pontban említett feltétellel már nem is szükséges külön 
foglalkoznunk. 
Az alkalmazott nyomásképlet ellenőrzése 
Felmerülhet azonban az a kérdés, hogy vájjon megbízható-e az a kifejezés, 
amelyet a fentebbiekben alkalmaztunk? Vizsgáljuk meg tehát, hogy amennyiben 
az említett összefüggést a Földre vonatkozóan használjuk, helytálló eredményt 
kapunk-e? Ha igen, úgy a képletnek a Merkúrra, a Holdra vagy a Marsra tör ténő 
alkalmazása is jogosult. 
Legyen tehát R =6378-105 cm, r (a fö ldmag sugara) = 3478- l0 5 cm, a kö-
peny átlagsűrűsége pedig 
ё* = 4,82 g c m - 3 . 
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Ebben az esetben a földmag határfelületén, a Gutenberg—Wiechert törés-
felület mentén uralkodó nyomás: 
ahol С ismét a sugár mentén a centrumtól mért távolságot jelenti. 
Ez hozzávetőlegesen 32%-kal kisebb, mint a Bullen által meghatározott ér-
ték. Ha ugyanekkora hibát tételezünk fel a Mars esetében is, akkor a korábban 
kapott 24,02-1010 din c m - 2 centrális nyomással szemben most 
értéket kapunk. Látható tehát, hogy még a valószínű hiba figyelembevételével 
számított érték is messze alatta marad a fémes fázis kiváltásához szükséges kriti-
kus nyomás értékének. Másrészt az alkalmazott képletről magáról megállapíthat-
juk, hogy ha numerikusan nem is szolgáltat pontos eredményt, a nagyságrend 
meghatározásához feltétlenül jól használható. 
[1] Egyed L. Geofizikai Közlemények, 6, 3, 1957. 
[2] Bullen, К. E. : An Introduction to the Theory of Seismology. Cambridge, 1947. 
[3] Jeffreys, H., Monthly Notices of the R. A. S., Geophys. Suppl. 4, 1, 1937. 
[4] DeMarcus, С. W., Encyclopedia of Physics, Lit. Astrophysik HI., 1959. 
[5] Ramsey, W. H., Monthly Notices of the R. A. S., Geophys. Suppl. 5, 1949. 
[6] Bullen, К. E., Monthly Notices of the R. A. S., Geophys. Suppl. 7, 5, 1957. 
[7] Urey, H. С., The Planets. Oxford, 1952. 
[8] Herczeg T., Csillagászati Évkönyv az 1956. évre. Budapest, 1955. 
[9] Hédervári P., Magyar Fizikai Folyóirat, 1962. évf., 5. sz. 
[10] The Handbook of the British Astronomical Association for the year 1963. London, 1962. 
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AROMÁS VEGYÜLETEK ELEKTRONSZERKEZETE. I.* 
Sztilbén, benzálanilin és azobenzol. 
BÁN MIKLÓS, GÁSPÁR GYÖRGY, SZABÓ JÓZSEF ÉS TÖRÖK MIKLÓS 
Általános és Fizikai-Kémiai Intézet, Egyetem. Szeged 
Jelen közleményben a sztilbén, benzálanilin és azobenzol elektronenergiáit, 
molekulahullámfüggvényeit, töltéssűrüségeit, kötésrendjeit és az elektronátmenetek 
energiáit számítottuk ki az LCAO-MO módszer segítségével. A számításokat az át-
fedések figyelembevétele nélkül és figyelembevételével egyaránt elvégeztük. 
Korábbi munkáiban Bán [I, 2] az elektrongáz módszer segítségével kiszámította 
a sztilbén, benzálanilin, azobenzol és a fenantrén elektronenergiáit és magyarázta 
látható és ultraibolya fényelnyelésüket. A sztilbénnél az el nem ágazó modell alap-
ján, a benzálanilinnél a sztilbénre kapott eredményekből perturbációszámítással, 
az azobenzolnál lépcsős potenciálalakulás feltételezésével, míg a fenantrénnél el-
ágazó elektrongázzal végezte a számításokat. A tárgyalásmódok különbözősége 
miatt nem lehetett egyértelmű következtetéseket levonni az elektron- és átmeneti-
energiák megváltozására ill. eltolódására abban az esetben, ha a sztilbénből ki-
indulva az etiléncsoportbani két —CH = csoportot szukcesszíve — N = - r e cserél-
jük ki, ill., ha az előbbi módon kapott három vegyületet (sztilbén, benzálanilin és 
azobenzol) gyűrűzárással kondenzált rendszerekké (fenantrén, fenantridin és di-
fenazon) alakítjuk át. Ezért elhatároztuk, hogy a fenti molekulák esetében követ-
kezetesebben alkalmazható LCAO-MO módszer1 alapján megismételjük számolá-
sainkat. Jelen dolgozatunkban a sztilbén, benzálanilin és azobenzol elektronener-
giáit, molekulahullámfüggvényeit, töltéssűrűségeit és kötésrendjeit adjuk meg2 , 
míg egy későbbi közleményben a fenantrénét, fenantridinét és a difenazonét. To-
vábbi feladatul tűztük ki e hat molekulánál a többelektronos molekulaállapotok 
kiszámítását az alap és gerjesztett állapotok molekulakonfigurációin elhelyezkedő 
elektronok közötti elektrosztatikus kölcsönhatások figyelembevételével; továbbá 
ezek ismeretében az abszorpciós spektrumokban megjelenő sávrendszereknek a 
megfelelő elektronátmenetekhez való hozzárendelését; az abszorpciós elektron-
spektrum értelmezését. 
I. A módszer leírása 
A számítások kivitelezésére az MO közelítés LCAO formáját használtuk. 
Ennek alapja az a feltevés, hogy a molekulábani 7r-elektronok Ф, hullámfüggvényei 
(molekulapályák) az r atomokhoz tartozó elektronok <pr hullámfüggvényeinek 
lineárkombinációjaként állíthatók elő: 
4> s =2ÖS9V- ( 0 
r 
* Érkezett 1962. dec. 31. 
1
 Hasonló típusú számításokat végzett Polansky a benzálazin [3] esetében. 
2
 A sztilbénre [4, 5, 6] és azobenzolra [6] végeztek már ilyen jellegű számolásokat, azonban 
ezek nem teljesek, kiegészítésre szorulnak. A benzálanilinre az irodalomban nem található számítás. 
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Fennáll, hogy 
es ugyanígy 
\tfdx=\. (2) 
Ô 
Ф
2
 Í/T = 1. (3) 
о 
A molekulábani л-elektronok Es energiáit az 
I Ф Г / / < М т 
ff -' ' , (4) 
I ф:Ф.,т/Т 
összefüggés szolgáltatja, melyben H a Hamilton-operátor. Mivel Ф, a crs kofficien-
sek függvénye, így az Es energiák is függnek a c r s-ektől. Hogy a (2) feltétel teljesül-
jön £v-nek minimálisnak kell lennie, vagyis 
dE 
~ = 0-nak (5) 
Scrs 
kell teljesülnie. Az ilyen módon nyert 
Zcrs(H,r-EsS,r)~--- 0 (6) 
r 
alakú szekuláris egyenletekből az Es energiák és a crs koefficiensek meghatároz-
hatók. Ezekben az egyenletekben 
H„ = J 4ÍHqrdz 
és 
Á r = | qt'irdr. 
A) Szénhidrogéneknél. 
a) Átfedések figyelembevétele nélkül. 
I — a c ha t = r 
Htr = ßcc ' l a ' és r szomszédosak (7) 
( = 0 minden más esetben 
f = 1 ha t = r 
S„ = ôlr vagyis | = 0 h a (8) 
h) Átfedések figyelembevételével. 
Hsr-re ugyanaz érvényes, mint a)-nál: (7) áll fenn. 
1 = 1 ha t = r 
Str ! = 0,25 ha t és r szomszédosak (9) 
[ = 0 minden más esetben. 
Az energiák a) esetben 
Es = %-xJL (10) 
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alakban adódnak, h ) esetben pedig az 
Es — ct + msy (11) 
összefüggés alapján. x s és ms között a következő' összefüggés áll fenn: 
(12 ) 1 — 0,25.ys ' 
B) Nitrogént tartalmazó vegyületeknél. 
a) Átfedések figyelembevétele nélkül. 
A nitrogén atom Coulomb-integráljára a Dewar [7] által javasolt 
а„ = а
с
 + 0,5/?
сс
 (13) 
értéket használjuk és feltételezzük, hogy pnn=pch=pcc- a n e m szomszédos atomok 
rezonancia integráljait ebben az esetben is elhanyagoljuk, továbbá az átfedési in-
tegrálokra itt is (8)-at vesszük. 
h) Az átfedések figyelembevételével az energiákat a megfelelő kiindulásul 
választott szénhidrogén megfelelő energiaértékeiből nyerhetjük a 
A E s = 2 f M r (14) 
r 
kifejezés [8] segítségével, ahol ДEs az y-edik állapot energiaváltozása, c 2 az a töl-
téssűrűség, mellyel az .v-edik állapotban levő r-edik atom a nitrogént tartalmazó 
molekulában rendelkezik, Дzr értéke pedig (13) alapján 0,5; itt most már у egysé-
gekben, mivel az energiát is у egységekben keressük. A lineárkombinációs koeffi-
ciensek ismeretében a töltéssűrűség a 
c]r= 2 "scjscrs (15) 
a kötésrend pedig a 
Prt= 2 >hc?scls (16) 
.V 
összefüggés segítségével számolható ki. 
Valamennyi vizsgált vegyület szekuláris problémája 14-dimenziós. A moleku-
lák szimmetriatulajdonságai folytán, csoportelméleti alapon azonban ez jelentősen 
redukálható. А Г reducibilis előállítás felbontható irreducibilis komponensekre 
a következő formula szerint: 
Г = 2 й , Г , - , (17) 
i 
ahol a j az a szám, mely megmutatja, hogy az illető irreducibilis előállítás hányszor 
jelenik meg a reducibilis előállításban: 
« ,= l 2 х ( * Ы Ю - (18) 
h r 
Ebben h a csoport rendje, y(R) az R operációhoz tar tozó reducibilis, / , ( /?) pedig 
az irreducibilis karakter. x,(R)-1 a megfelelő szimmetriacsoport irreducibilis karak-
tertáblázataiból vesszük [9], y_(R)-1 pedig a yr atomi függvények transzformációs 
tulajdonságainak tanulmányozásával nyerjük. 
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A reducibiüs tér (17) alapján való felbontásával kapott irreducibilis alterekben 
értelmezett bázisfüggvényeket a 
= 2 x i ( R ) R f r (19) 
r 
formula alapján nyerhetjük, ahol j a megfelelő irreducibilis előállítást jelöli. 
2. Molekulapályák és elektronenergiák 
A ) Sztilbén. 
A figyelembevett konjugált rendszer atomjait a következőképpen számozzuk: 
2 1 f Y n , 3 
O - ^ - ' O ' - e - - ' 
4 5 ; ю 11 
A molekula szimmetriája Clv. E csoport irreducibilis karaktereit az I. táblázat 
tartalmazza. 
I. TÁBLÁZAT 
С г,. E c l o f о? 
А, I 1 1 1 
Ai 1 1 — 1 — I 
Br I ... J 1 - t 
ß, 1 - 1 — 1 ! 
A reducibiüs karaktereket a q,r atomi függvényeknek a C2v szimmetriacsoport 
operációival szemben mutatott viselkedésének tanulmányozásával nyerhetjük. A l i . 
táblázatban a i/r (r = l, 2, 3, ..., 14) függvények transzformációs tulajdonságai van-
nak megadva. 
I I . TÁBLÁZAT 
\ t v 
Л \ 4x 42 4 2 4 a 4s 4ь 4i 4s 4b 4 m 4 и 4x2 4x3 4 xa x.(R) 
E 4 1 q-2 4з 4a 4s 4ь 4-j 4s 4 b 4 to 4xx 4x2 4x3 4xa 14 
cl 4io <pu 4\2 4x3 4 XA 4b 4s 4i 4b 4x 42 43 4a 4s 0 
x z 
<7 и 4s 4a 4з 4 2 4x 4b 41 4s 4b 4xa 4x3 4x2 4xx 4x0 6 
fff q i4 413 4i2\4xx 4xo 4b 4s 4i 4b 4 s 4 a 43 42 4 x 0 
Xi(R) és x(R)-re vonatkozó I. és II. táblázatban feltüntetett adatoknak a (18) 
összefüggésbe való helyettesítésével, (17) felhasználásával a következő direkt ösz-
szeghez jutunk: 
- - Г = 5А
х
+2А
г
 + 5В
х
+2В
г
. (20) 
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Az eredetileg 14-ed fokú szekuláris egyenletünk1 felbomlik tehát az A, és ß , repre-
zentációhoz tartozó 5 -ödfokú és az a2-höz ill. ß 2 -höz tar tozó 2-odfokú egyenlet 
szorzatára. A (17) felhasadásnak megfelelő' alterekben értelmezett ф'
г
 új bázisfügg-
vények a következők: 
•A 1 ' -
 2 ( « f i + f s + f i o + f i A 
Ф2' =
 2 (<Fi + <74 + <fn +<p 13). 
i at 
ф 3 
n 
~(q 3 + q12), 
ф 41 = y=(q6 + q 9)-
rt = y=(fpi+9*v> 
ф*
2
 = 2 ( f i " 7 5 + ^ 1 0 - Ï 1 4 ) -
a 1 
ф l' = w(<pl +f,5-<?,10-f 14). 
ф"' = ~2 (f 2 + f/4-tn - f 1з)> 
I В, 
ф 3 
•А®' = (<?6 - <7<>). 
I ВI 
<As 
«А 1 ~ = 2 (ч 5 " <7то + Т14)? 
i а1 
ф 2 ('Г2 -<р4 + <ри - f i s ) ; •Аз2 = 2 ( f ; 2 - ( / 4 - 7 n + <р!з)-
А | / /у — = 0 alakú szekuláris determinánsokban most 
нц~\ф1нф jdx. 
A szekuláris egyenlet a megfelelő determinánsokkal : 
л- 1 0 2 0 
1 л- 2 0 О 
0 2 x 0 0 
2 0 0 л- 1 
0 0 0 1 ( х + 1 ) 
X 1 0 2 0 
1 X 2 0 0 
0 2 X 0 0 
2 0 0 X 1 
0 0 0 1 (X 
-
л- 1 
= О 
amelyben 
сс — е 
ß ' 
(21) 
Kifejtve: 
(л2 - I ) 2 ( х 5 + X4 - 6.V3 - 5х2 + 1х + 4 ) (х 5 - X4 - 6х 3 + 5х2 + 7х - 4) = 0. 
Nem-triviális megoldásokat akkor nyerünk, hogyha a determinánsokat kü-
lön-külön zérussal tesszük egyenlővé. Grafikus-numerikus úton nyerjük az x érté-
keket és ezekből (21) segítségével az energiákat ß egységekben (III. tábl. 3. oszlop). 
93 BÁN M., G Á S P Á R GY., SZABÓ J . ÉS TÖRÖK M. 
III. TÁBLÁZAT 
Ál lapo t E n e r g i a Ál l apo t 
c2v 
Energia 
Szimmetr ia c 2 l . ß egységben у egységben S z i m m e t r i a ß egységben y egységben 
AxSy S , - 2 , 2 1 0 5 — 4 ,9410 Sx S y A, 0 , 5 0 4 3 0 , 4 4 7 8 
S,Sy A, - 2 , 0 6 4 1 - 4 .2649 AyAy В 2 i . 0 0 0 0 0 , 8 0 0 0 
AxSy В, - 1 , 5 0 4 6 — 2,4118 Sx А у Az 1 , 0 0 0 0 0 . 8 0 0 0 
SxSy A, - 1 ,1555 — 1,6249 AxSy В, 1 ,1555 0 . 8 9 6 5 
AxAy В, - 1 , 0 0 0 0 - 1,3333 SxSy A, 1 , 5 0 4 6 1 ,0933 
S.yAy A2 - 1 , 0 0 0 0 — 1,3333 AxSy S i 2 . 0 6 4 1 1 ,3615 
AxSy ő , - 0 , 5 0 4 3 - 0 , 5 7 7 1 S x Sy A, 2 , 2 1 0 5 1 ,4237 
А Ф/ l incárkombinációk: 
Ф » ' = С и (.44 + 9 , 5 + ( / l 0 + ( / l 4 ) + C 2 . s ! ( 7 2 + Í 4 + 7 I I +<Tii) + 
+ o j (q з + q 12) + (qb + £9) + di (q 7 + f s ) ; 
ф / 3 = f b ( ? i - f s + T ' i o - f i ú - í - i ' z K ^ - ^ + ' T ' i i - У т з ) ; 
Ф?' = Cli ( £ 1 + 7 5 - 7 1 0 - £ 1 4 ) + ^ ( 7 2 + £ 4 - £ ц - 7 ' 1 з ) + 
+ cïi(q3 - q 12) + dl(</+ - £ 9 ) + d l ( q 7 - £ s ) ; 
Ф.+ = cil (q 1 - V 5 - £10 + £ 1 4 ) + c1l (q2 - ? 4 - £ 1 1 + qn)• 
A lineárkombinációkban szereplő ej koefficienseket a IV. és az V. táblázat 
tartalmazza. 
IV. TÁBLÁZAT-' 
/ 
/ к 
1 2 3 4 5 
i + 0 .2643 
+ 
+ 0 ,0486 + 0 . 2 7 3 8 + 0 , 1 3 5 5 + 0 , 2 9 0 7 
2 + 0 , 2 0 2 4 + 0 .2774 ; 0 . 0 7 9 1 + 0 , 2 3 5 5 ; 0 , 2 6 5 4 
3 + 0,1831 + 0 ,3688 1 0 3 1 3 7 ~ 0 , 4 0 7 4 
-
+ 0 , 2 5 7 2 
4 ! 0 .3816 ; 0 ,2041 + 0 , 2 1 7 2 ; 0 , 3 9 1 8 ; o , 3 3 4 6 
5 + 0 . 3 1 5 4 1 0 . 4 0 4 7 1 0 . 4 3 8 1 + 0 , 1 8 1 9 + 0 , 1 0 9 2 
EÄß) + 2 ,2105 + 1,5046 + 0 5043 ~ 1 , 1 5 5 5 ; 2 . 0 6 4 1 
3
 Az előjelek közül a felső mindig A,, az alsó pedig B, szimmetriára vonatkozik. 
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V. TÁBLÁZAT" VI. TÁBLÁZAT 
С
Л*ej) / 
rs / 
/ x 
1 2 
в C
rs / 
/ X 
1 2 3 4 
1 + 0,3536 +0,3536 1 0,3536 0,3536 0,3536 0,3536 
2 + 0,3536 10,3536 2 0,3536 0,3536 — 0,3536 - 0 , 3 5 3 6 
FAß) + 1,0000 11.0000 3 0,3536 - 0 . 3 5 3 6 — 0,3536 0,3536 
" A felső előjel A 2 az alsó 
érvényes. 
4 0,3536 - 0.3536 0,3536 - 0 , 3 5 3 6 
FAß) 1.0000 LOOOO — 1,0000 - 1,0000 
Az átfedések figyelembevételével adódó energiákat (y egységekben) a III. táb-
lázat 4. oszlopa tartalmazza. 
b) Benzálanilin. 
A molekula a tomjainak számozása a következő': 
2 1 í y ц 13 
О
-
'^Í-O*"6"' 
4
 5 ! Ю 11 
A számolásnál figyelembevett maximális szimmetria C 2 . Asz immet r ia folytán 
a 14-edfokú szekuláris egyenlet a 
Г = юл +4b (22) 
felhasadásnak megfelelően egy 10-edfokú és egy 4-edfokú egyenlet szorzatára bom-
lik fel: 
(x 1 0 + 0,5x9 - 13x8 - 5,5x7 + 60x6 + 20,5x5 - 117x4 - 2 9 , 5 x 3 + 89x2
 r I 4 x - 16)-
•(x4 — 2x2 + 1) = 0. 
А Ф( molekulapályák: 
Ф? = Си (</ , + ( f s ) + C2s {<f2 + <Pa) + С3s (f 3 + X <f b + CSs (f'l + CD ? 8 + 
+ сIs (f
 9 + f g s (<f, о + (f 14) + C9s ( f ! 1 + <p 1 3 ) + f í o . 1 2 • 
Ф? = cl (<Pi - <p5) + cl (cp2 - <p4) + c f s (9+0 - 4 \4) + & (<7i 1 - ТТз)-
A c> l ineárkombinációs koefficiensek a VI. és a VII. táblázatban találhatók. 
r.s 
A molekulapálya energiákat ß ill. y egységekben a VIII. táblázat tartalmazza. 
C ) Azobenzol. 
Teljesen hasonlóan járhatunk el az azobenzol esetében is, melynek a számolás-
nál figyelembevett szimmetriája a sztilbénéhez hasonlóan C2v. így itt is a (20) di-
rektösszeg érvényes. Az ennek megfelelően felbontott szekuláris egyenlet kifejtve: 
(X2 - l ) 2 ( x 5 + 1,5x4 - 6x 3 - 7,5x2 4- 7x + 6)(x 5 - 0 , 5 x 4 - 6x3 + 2,5x2 4- 7x - 2 ) = 0. 
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VIII. TÁBLÁZAT 
Állapot Energia Állapot Energia 
Szim. c2 ß egységben у egységben Szim. D ß egységben y egységben 
s A - 2 , 1 7 3 0 - 4 , 9 1 3 4 S A 0,6003 0,5412 
5 A - 2.0580 - 4,2588 A В 1.0000 0,8000 
5 A - 1.4357 - 2.3553 A В 1,0000 0,8000 
5 A - 1,1383 - 1,6081 S A 1,1712 0,9114 
A В - 1.0000 - 1,3333 S A 1,5980 1,1959 
A В - 1,0000 - 1,3333 S A 2,0697 1.3667 
S А - 0 , 4 1 2 9 — 0.4921 S A 2,2791 1.5155 
Az azobenzol molekulapályái is mindenben hasonlóak a sztilbénéihez, csupán a 
cJrs koefficiensek mások. Ezeket a IX., X. és XI. táblázatban találhatjuk. 
IX. TÁBLÁZAT 
* / 1 2 3 4 5 
1 0.2239 0.1398 0,2709 0,1489 0,2911 
2 0,1488 0,2983 — 0,1142 0,2307 - 0,2695 
3 0.1264 0,3577 - 0,3462 - 0 , 4 0 9 1 0,2624 
4 0,3784 — 0,0652 0,2929 - 0,3986 - 0,3285 
5 0,4430 — 0.3883 - 0,3485 0,1517 0,0924 
EAß) 2,3543 1,6678 0,6597 
X. TÁBLÁZAT 
— 1,1278 - 2.0540 
/к 1 2 3 ________ 
0,2702 
4 5 
t 0,2897 0,1149 0,0294 0,2810 
2 0,2595 — 0,2416 0,0389 0,2613 - 0.2334 
3 0,2497 — 0,4039 - 0 , 2 8 1 0 - 0,3846 0,2183 
4 0,3427 0,3791 - 0 , 1 1 3 6 - 0 , 3 0 1 3 - 0,3676 
5 0.1329 0,2236 - 0,5090 0,3506 - 0,2243 
EAß) 2,0786 1,1962 - 0,2767 - 1,3590 - 2 , 1 3 8 9 
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XI. TABLÁZAT 3 
a2(.b2, rs
 / 
/ s / 1' 
1 2 
1 0 , 3 5 3 6 0 3 5 3 6 
2 0 , 3 5 3 6 - 0 , 3 5 3 6 
eaß) 1 , 0 0 0 0 - 1 , 0 0 0 0 
A XII . táblázatban az azobenzol molekulapálya energiái vannak // és y egysé-
gekben. 
XII. TÁBLÁZAT 
Á l l a p o t Energ ia Állapot Energia 
Szim. clv 11 egységben у egységben Szim. clv ß egységben у egységben 
AxSy fii - 2 1 3 8 9 - 4 , 8 9 0 7 SxSv A, 0 . 6 5 9 7 0 , 5 6 9 3 
sxsy а I - 2 , 0 5 4 0 - 4 , 2 5 6 4 AxAy fi. 1 . 0 0 0 0 0 , 8 0 0 0 AxSy ő , - 1 , 3 5 9 0 - 2 , 2 8 8 9 SxAy А
г 
1 , 0 0 0 0 0 8 0 0 0 
SxSy a, - 1 , 1 2 7 8 - 1 , 6 0 1 9 AxSy ő , 1 . 1 9 6 2 0 , 9 4 6 5 
AxAy fit - 1 . 0 0 0 0 - 1 , 3 3 3 3 SxSy A, 1 , 6 6 7 8 1 , 2 4 4 1 
SxAy a2 - 1 . 0 0 0 0 - 1 , 3 3 3 3 axsy fi, 2 , 0 7 8 6 1 , 3 7 9 2 
axsy fi, - 0 . 2 7 6 7 - 0 , 3 1 8 0 SxSy A, 2 , 3 5 4 3 1 , 6 2 0 0 
3. Töltéssűrűségek és kötésrendek 
A töltéssűrűségeket és kötésrendeket mindhárom molekulára a XI I I . ill. XIV. 
táblázatban adjuk meg. 
XIII. TABLAZAT XIV. TABLAZAT 
T ö l t é s s ű r ű s é g 
Sztilbén B e n z á l a n . Azobenzol 
1 1 , 0 0 0 0 , 9 6 6 0 , 9 8 0 
2 1 . 0 0 0 0 , 9 9 8 1 , 0 0 0 
3 1 , 0 0 0 0 . 9 7 0 0 , 9 7 9 
4 1 , 0 0 0 0 . 9 9 8 1 , 0 0 0 
5 1 . 0 0 0 0 , 9 6 6 0 . 9 8 0 
6 1 . 0 0 0 1 , 0 2 2 0 . 9 8 9 
7 1 , 0 0 0 0 , 8 3 4 1 ,072 
8 1 , 0 0 0 1 , 2 3 2 1 , 0 7 2 
9 1 , 0 0 0 0 , 9 7 8 0 . 9 8 9 
10 1 . 0 0 0 1 , 0 1 0 0 , 9 8 0 
1 1 1 . 0 0 0 0 , 9 9 7 1 , 0 0 0 
12 1 . 0 0 0 1 , 0 3 9 0 . 9 7 9 
13 1 , 0 0 0 0 , 9 9 7 1 , 0 0 0 
1 4 1 . 0 0 0 1 . 0 1 0 0 , 9 8 0 
Kötés 
Kötésrend 
Sz t i lbén Benzálan. Azobenzol 
1 - 2 0 , 6 8 1 0 . 6 7 9 0 , 6 8 3 
2 - 3 0 , 6 5 7 0 . 6 5 3 0 , 6 5 5 
3 - 4 0 , 6 5 7 0 , 6 5 3 0 , 6 5 5 
4 - 5 0 , 6 8 1 0 , 6 7 9 0 , 6 8 3 
5 - 6 0 , 6 0 2 0 . 3 2 2 0 , 5 9 6 
6 - 1 0 , 6 0 2 0 , 3 2 2 0 , 5 9 6 
6 - 7 0 , 4 3 1 0 , 4 6 0 0 , 4 4 2 
7 - 8 0 , 8 2 0 0 . 7 9 6 0 , 8 0 2 
8 - 9 0 , 4 3 1 0 , 4 1 9 0 . 4 4 2 
9 - 1 0 0 , 6 0 2 0 , 6 0 2 0 , 5 9 6 
9 - 1 4 0 , 6 0 2 0 , 6 0 2 0 , 5 9 6 
1 0 - 1 1 0 . 6 8 1 0 , 6 7 9 0 , 6 8 3 
1 1 - 1 2 0 , 6 5 7 0 , 6 7 2 0 . 6 5 5 
1 2 - 1 3 0 . 6 5 7 0 , 6 7 2 0 , 6 5 5 
13 - 14 0 . 6 8 1 0 . 6 7 9 0 , 6 8 3 
A2 és В2 szimmetria esetén ugyanazon koefficiensek adódnak. 
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4. Elektronátmenetek energiája 
Noha mint bevezetőnkben említettük, az abszorpciós spektrumok értelmezé-
sével egy későbbi cikkünkben szándékozunk foglalkozni, néhány általános meg-
jegyzést szeretnénk előrevetni a gerjesztési energiákkal és sávhozzárendelésekkel 
kapcsolatban is. 
A számolásainknál használt közelítésben az abszorpciós spektrumbani leg-
hosszabb hullámú sávnak a legmagasabb betöltött és a legalacsonyabb üres mole-
kulapálya közötti elektronátmenet felel meg, feltéve, hogy az illető átmenet meg-
engedett [10]. 
Ilyen alapon az első sáv a sztilbénnél [11] és azobenzolnál [12] az át-
menethez rendelhető, mely X irányban megengedett (long gerjesztés). A benzál-
anilinnél [13] az Л — A átmenet szintén a molekula hossztengelyének irányában 
polározva jelenhetik meg. A második sáv a sztilbénnél és azobenzolnál az zl2— 
átmenethez rendelhető, mely átmenet a molekulák kereszttengelyének irányában 
megengedett ( transz gerjesztés). A benzálanilinnél a b^a átmenet szintén az y 
irányban megengedett. Mindkét sáv л— л* típusú, tehát egy kötő л-pályáról egy 
lazító л-pályára való átmenet, vagy molekulaállapotokat tekintve: az alap (A) 
konfigurációról egy gerjesztett (V) konfigurációra történő átmenet (A— F átmenet). 
Az azobenzolnál fellépő gyengébb intenzitású sáv (Я = 440 т д ) я—л* (N—Q) 
átmenet , vagyis a nitrogén lokalizált elektronpárjának (nemkötő pálya) gerjesztése 
egy lazító л-pályára. Tekintettel arra, hogy mindhárom molekulánál 14 elektront 
vet tünk a számolásnál figyelembe és nem voltunk tekintettel a heteroatomok loka-
lizált elektronpárjaira, így ezt az átmenetet számolásaink alapján nem lehet értel-
mezni . 
Az elektronátmenetek energiáját ß és у egységekben а XV. táblázatban ta-
l á l juk . 
XV. TÁBLÁZAT 
Molekula 
I. á tmene t (n-*n*) II. átmenet ( л - . я*> 
0 у ß 
у 
Sztilbén - 1 , 0 0 8 6 - 1 , 0 2 4 9 — 1.5043 - 1,3771 
Benzálanilin - 1 , 0 1 3 2 - 1 , 0 3 3 3 — 1,4129 - 1 , 2 9 2 1 
Azobenzol - 0 , 9 3 6 4 - 0 8873 — 1.2767 - 1 , 1 1 8 0 
Mindhárom molekulánál planáris szerkezetet feltételezve a legmagasabb szim-
metr iá t vettük figyelembe a számítások egyszerűsítése céljából és a használt közelí-
tésben nem voltunk tekintettel a molekulák izoméria lehetőségeire. 
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Irodalom. 
I. A mag héjmodelljének alapgondolata 
A héjmodell minden változatának kiindulópontja az a fizikai elgondolás, hogy 
egy kiszemelt nukleonnak a mag összes többi nukleonjával való kölcsönhatása 
hasonlóságot mutat egy nukleon és egy sztatikus tér kölcsönhatásával. 
Alapul véve ezt a kiindulópontot, megkísérelhetnénk egy, a mag nukleonjai-
nak hatását lehetó'leg híven leíró tér („self-consistent field") megszerkesztését a 
szukcesszív közelítések módszerével, a héjmodell keretei között végzett számítá-
sokban azonban a felmerülő nehézségek miatt legtöbbször nem ezt az utat követik. 
Szokásosabb eljárás: bevezetni egy potenciálteret, melynek segítségével az egy-
részecske-függvények egy teljes rendszeréhez ju tunk . Ha ezután a potenciáltér 
paramétereit (pl. alakját) alkalmasan választjuk, azt várjuk, hogy a mag hullám-
függvényének jó közelítését kapjuk, képezve az egyrészecske-függvények ama kon-
* Az Alacsony Tátrában 1962. augusztusában -szeptemberében tartott Nemzetközi Elméleti 
Magfizikai Nyári Iskolán elhangzott előadássorozat anyaga. Köszönet illeti Elliott professzort, 
hogy hozzájárult előadásának folyóiratunkban való magyar nyelvű közléséhez. 
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figurációját, melynek energiája minimális a felvett potenciáltérben. Nyilvánvaló, 
hogy a hullámfüggvény j o b b közelítésben adódnék, ha megengednénk, hogy ezen 
legalacsonyabb („alapállapoti") konfigurációhoz gerjesztett konfigurációk is hozzá-
keveredjenek; ezt az utat azonban a fellépő bonyodalmak miatt r i tkán követik. 
De még a legalacsonyabb konfigurációhoz is általában nagyszámú független sok-
részecske-függvény tartozik. A közös potenciáltérben ezen függvényeknek meg-
felelő energiaszint nagymértékben elfajult . Ennélfogva ahhoz, hogy a mag energia-
szintjeit s a megfelelő sajátfüggvényeket meghatározhassuk, mindenekelőtt fel 
kell ál l í tanunk a nukleonok között ha tó kéttest-erők potenciáljának ezen elfajult 
függvényrendszerre vonatkoztatott mátr ixát , majd azt átlós alakra kell hoznunk. 
Ha a magerők részletes alakja ismeretes volna, egy ilyen számítást pontosabb 
számítások irányába tett első lépésnek tekinthetnénk; a pontosság fokozására 
egyre magasabb konfigurációk tekintetbevételével lehet törekedni. Minden jel 
arra m u t a t azonban, hogy ez az el járás rendkívül lassan konvergálna. Ehelyett 
inkább az a szokás, hogy a legalacsonyabb konfiguráció alapulvételével elvégzett 
energiaszámítást minden szégyenérzet nélkül modell-számításként fogják fel és 
arra törekszenek, hogy az összetett magokra vonatkozó tapasztalati tényekkel való 
összehasonlítás alapján következtessenek a szóban forgó konfigurációban működő 
effektív magerők természetére. Ha a modell elég híven tükrözi a valóságot, azt 
kell várnunk, hogy valamely atommagról egy szomszédos magra térve át, ezek az 
effektív magerők nem változnak meg nagyon. Minthogy a tapasztalati adatok 
száma sokkal nagyobb, mint a rendelkezésre álló paramétereké, a modell alap-
ján tett kijelentéseket a tapasztalattal összevetve, a modellt ellenőrzésnek vethetjük 
alá. De még a vázolt keretek között is különböző felfogásokkal találkozhatunk. 
Az egyik szélsőséget az izraeli csoport , Talmi, de Shalit és munkatársai [5] kép-
viselik, akik következetesen ragaszkodnak a legalacsonyabb jk konfigurációhoz. 
Ennek az eljárásnak nagy előnye, hogy a számítások során a Hamilton-operátor-
nak igen kevés matrixeleme lép fel, és ezeket a megfigyelt spektrumokkal való össze-
hasonlítás alapján le lehet származtatni. Jól ismeretes azonban, hogy az ilyen egy-
szerű hullámfüggvények segítségével nem érhető el jó egyezés az átmeneti valószínű-
ségek és a magmomentumok esetében, amennyiben e mennyiségek számításához 
a valódi momentumoperátorokat használjuk fel. Éppen ezért ezen irányzat követői-
nek ar ra kell törekedniök, hogy a momentumok modell-operátorainak matrix-
elemeit is a kísérleti adatok alapján határozzák meg. 
Ha általánosabb modellt veszünk alapul s megengedjük a legalacsonyabb 
konfigurációk keveredését, a Hamilton-operátor szükséges matrixelemeinek a kí-
sérleti adatokból való leszármaztatása nem lehetséges, miután a szükséges matrix-
elemek száma oly nagy. Ez esetben szükséges tehát , hogy a Hamilton-operátor 
alakjára vonatkozóan valamilyen feltevést tegyünk, nyitva hagyva még a lehető-
séget kisszámú paraméter — így pl. a hatótávolság vagy a kicserélő erők aránya 
— alkalmas megválasztására. Noha ezt a módszert, melyet munkáimban én is 
rendszerint követni szoktam, nem egyenesen azzal a szándékkal dolgozták ki, hogy 
így szoros egyezést érjenek el a megfigyelt spektrumokkal, mégis ésszerű egyezés 
adódik ily módon s ezenfelül ál talában arra is megvan a lehetőség, hogy a mag-
momentumok és az átmeneti valószínűségek helyes értékeit a valóságos momentum-
operátorok segítségével leszármaztassuk. Minden jel arra mutat, hogy a konfigu-
rációk keveredését megengedve, a valósághoz kissé közelebb álló hullámfüggvénye-
ket nyerünk, mint tiszta konfigurációt alapul véve. 
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A következőkben ismertetni fogok néhány csoportelméleti módszert, melyek 
a tiszta és a vegyes konfigurációk állapotainak osztályozásában, valamint az energia-
matrixok számításában nyernek alkalmazást. 
Mielőtt rátérnék a csoportelméleti módszerek ismertetésére, vessünk egy rövid 
pillantást az a tommag héjmodelljének fizikai alapjaira [1], és vizsgáljuk meg, mi-
lyen matematikai problémák merülnek fel ezzel kapcsolatban. 
A héjmodell keretei közöt t végzett számításokban az átlagos potenciálteret 
gömbszimmetrikusnak tekintik. 
Másképpen eljárva, a potenciáltér irányítását jellemző szögekkel kapcsolatos 
komoly problémákba ütköznénk; igy ez az eljárás elvezetne bennünket a kollektív 
modell alapjainak tárgyalásához. Fejtegetéseink végén visszatérünk erre a kérdésre, 
a most következőkben azonban az átlagos teret mindig gömbszimmetrikusnak 
tekintjük. 
A héjszerkezet a legvilágosabban a zárt héjak közelében mutatkozik meg. 
Zár t héj olyankor áll elő, amikor a nukleonok száma éppen elegendő ahhoz, hogy 
az átlagos potenciáltér egy héjat alkotó energiaszintjeit teljesen betöltsük, a betöl-
tést rendszeresen végezve, a legalsó szinttől felfelé, és figyelembe véve a Pauli-elvet. 
Azt várjuk, hogy a zárt héjat tartalmazó magokban erősebb a kötés, mint szom-
szédjaikban, s ennek számos következménye lehet, pl. a szomszédos magok kötési-
energia-különbségeit ábrázoló görbe diszkontinuitásai, a páros-páros magok első 
gerjesztett állapotaihoz tartozó gerjesztési energiákat mutató görbék csúcsai stb. 
Azt találták, hogy ilyen jelenségek a 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 (mágikus) neutron-
és protonszámok esetén mutatkoznak. 
A mágikus számokat semmilyen spintől független, egyszerű, ésszerű alakú 
K(r) potenciál segítségével nem sikerült értelmezni. Tudjuk azonban, hogy a két-
nukleon kölcsönhatási potenciál függ a spintől s így nem volna meglepő, ha az átlagos 
potenciáltér esetében is szükségesnek mutatkoznék spinfüggés feltételezése. A forgás-
és tükrözésinvarianciából következik, hogy egy ilyen spinfüggés csak az sl-lel ará-
nyos spin-pálya-kölcsönhatás következménye lehet, s a spin-pálya-kölcsönhatás 
feltételezésével valóban sikerült is igen természetes módon számotadni a megfigyelt 
mágikus számokról. Az átlagos potenciáltér pontos radiális alakja a legtöbb számí-
tás szempontjából közömbös. Tekintettel a sajátfüggvények egyszerű alakjára, a 
választás legtöbbször a harmonikus oszcillátorpotenciálra esik (1. ábra). Bár az 
1. ábra 2. ábra 
1 10 J. P. ELLIOTT 
oszcillátorpotenciál nagy távolságok esetén nyilvánvalóan rossz, ez a körülmény 
a héjmodell-számításokban szerepet já t szó erősen kötött szintek esetében nem 
nagyon lényeges. Ténylegesen a 38-as tömegszámú mag esetében a Saxon-Woods 
potenciál (2. ábra) felhasználásával elvégzett numerikus számítások [2] azt mutatják, 
hogy a sajátfüggvények és radiális integrálok eltérése az oszcillátor-potenciál ese-
tétől elhanyagolhatóan csekély. 
A t j j (n ! jm) egyrészecske-függvényeket az / pályamomentum, a j = / ± j tel-
jes impulzusmomentum, valamint az n radiális kvantumszám jellemzi. E függvények 
egyszerűen a spin és a pályamomentum vektorösszeadása útján nyerhetők. Egv 
zárt héjon kívül elhelyezkedő egyetlen részecske (vagy egyetlen lyuk) esetére kije-
lenthetjük, hogy a mag impulzusmomentumának egyszerűen meg kell egyeznie a 
zárt héjon kívül elhelyezkedő részecske (lyuk) impulzusmomentumával. Hasonló-
képpen a mágneses dipól- és elektromos kvadrupolmomentumnak is meg kell egyez-
nie a zárt héjon kívül levő részecske megfelelő momentumával; ezek a momentumok 
könnyűszerrel kiszámíthatók. Az impulzusmomentumok és mágneses momentumok 
esetében j ó egyezést találunk a kísérleti adatokkal, de a kvadrupolmomentumok 
esetében lényeges eltérések mutatkoznak. Ez nyilvánvalóan figyelmeztető jel, de 
ahhoz nem elég komoly, hogy emiatt elvessük a modellt. Erre a kérdésre később 
visszatérünk. 
Ha a zárt héjon kívül к nukleon foglal helyet, ezek impulzusmomentum-vek-
torai többféleképpen csatolhatok egymáshoz. Azt, hogy az alapállapotban melyik 
csatolás valósul meg, az elfajulást feloldó magerők természete határozza meg. 
A héjmodell felállítását követő időkben egy különösen egyszerű csatolási szké-
mát javasoltak, mely szerint az egy adot t j teljes impulzusmomentummal jellemzett 
szinten elhelyezkedő neutronok (vagy protonok) páronként zérus impulzusmomen-
tumot adnak . így egy páros-páros m a g impulzusmomentumának J = 0-nak kell 
lennie, ugyanakkor egy páratlan mag esetében a J =j értéknek, a párokká kapcsoló-
dásból kimaradt, utolsó nukleon impulzusmomentumának kell adódnia. A mág-
neses dipól- és elektromos kvadrupolmomentum értékét is az utolsó részecskének 
kellene szolgáltatnia. A kísérletekkel való összehasonlítás azt mutatja, hogy a J 
impulzusmomentumok általában helyesen adódnak, bár ez alól az d ~ 1 8 0 tarto-
mány kivételt képez. A mágneses momentumokra adódó eredmények (a Schmidt-
görbék) meglehetős összhangban vannak a tapasztalattal. A kvadrupolmomentu-
mok egyáltalán nem egyeznek a modellből adódó egyrészecske-értékkel. 
Ahhoz , hogy kijelentéseket tehessünk a gerjesztett állapotok impulzusmomen-
tumára és spektrumára vonatkozóan és az említett momentumok esetében meg-
javíthassuk az egyezést, mindenek előtt gondosan tanulmányoznunk kell: miképpen 
kapcsolódnak össze a j impulzusmomentumú egyrészecske-szintre helyezett nuk-
leonok a kéttest-erők hatására? A tárgyalásra kerülő problémák egyike eszerint: 
a jk konfiguráció függvényeinek osztályozása és az energiamatrix megszerkesztése. 
Foglalkoznunk kell ezen kívül a konfigurációk keveredésének lehetőségével is. 
Az, hogy a keveredésnek fontos-e a szerepe, függ az átlagos potenciáltérbeli egy-
részecske-energiák különbségének nagyságától és a kölcsönhatás erősségétől. Né-
mely magokban igen tiszta jk konfiguráció valósul meg, más magokban viszont erős 
a keveredés. 
Az A < 4 0 tömegszámú magokban a spin-pálya-kölcsönhatás nem tolja el 
annyira az egyes szinteket, hogy azok más héjba kerüljenek át. így itt a legfontosabb 
konfigurációs keveredés az azonos oszcillátorhéjba tar tozó szintek között , különös-
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képpen pedig az azonos radiális függvényekkel rendelkező j = l + j értékek kö-
zött lép fel. Ha e két / érték között erős a keveredés, úgy egyszerűbb lehet az L — S 
csatolási szkéma alapulvételével dolgozni, a pályafüggvények tiszta lk konfigurá-
cióját használva. Az 5 teljes spin és a j egyrészecske-impulzusmomentum egyszerre 
nem diagonalizálható. Tudjuk, hogy centrális kéttest-erők esetén S j ó kvantum-
szám; látható tehát, hogy az L — S csatolás abban az esetben jó közelítés, ha a cent-
rális kéttest-erők túlsúlyban vannak a spin-pálya-felhasadással szemben, s ilyen-
kor a j = értékekhez t a r t o z ó j " konfigurációk között erős a keveredés. Ennek 
megfelelően tanulmányozni fogjuk az L — S csatolást, tiszta lk konfigurációt véve 
alapul. Ha a centrális erők és a spin-pálya-felhasadás fontossága összemérhető, 
a közbenső csatolás valósul meg, mely csupán numerikus úton írható le, akár az 
L — S, akár a j—j csatolás alapfüggvényeinek választása mellett. Az alapfügg-
vényrendszer választása itt egyéni ízlés szerint történhet. 
Az első oszcillátor-héj, mely a 4 < T < 1 6 magok esetében kerül betöltésre, 
egyetlen /-értéket tar talmaz: / = 1 . Azt várhatnánk, hogy e magok tiszta pk konfigu-
ráció feltételézésével értelmezhetők; számolnunk kell a p\ és p\ ál lapotok erős 
keveredésével. E héjban kiterjedt számítások történtek [3] közbenső csatolás felté-
telezésével és igen kielégítő eredmények adódtak. 
A következő oszcillátor-héjban (16<Z<<40) két /-érték van (1 = 2 és 0), és el 
kell készülnünk arra, hogy a konfigurációk keveredésével találkozunk. Az O 1 7 
mag páros paritású spektruma (3. ábra), valamint az ezen mag esetében végzett 
stripping-reakciók eredményei megerősítik, hogy e két /-érték fellép s a megfelelő 
egyrészecske-energiák távolsága kicsiny. A spin-pálya-kölcsönhatás által szétválasz-
tott d\ és d\ szintek (megfelelő súlyozással képezett) átlagos energiája mindössze 
1.1 MeV-tal fekszik magasabban, mint az s állapoté. Ebben a héjban valóban azt 
talál juk, hogy a d és s szintek között keveredés van; a számítások [4], amelyek ezt 
tekintetbe veszik, a spektrumok, az átmeneti valószínűségek és momentumok 
esetében jó egyezésre vezetnek. A közbenső csatolás alapulvételével a részletes 
számításokat a í/y-héjban csupán két vagy 
három nukleon esetére végezték el, minthogy 3/? 
nagyobb nukleonszám esetén a fellépő mát-
rixok igen nagyok. 
Felvetődik tehát az / különböző értékei-
vei jellemzett konfigurációk keveredésének, 5/2 
közelebbről pedig az egy oszcillátorhéj sa-
játfüggvényeiből képezhető konfigurációk ábra 
keveredésének kérdése. Ezzel a problémával 
meglehetősen részletesen foglalkozunk és megmutatjuk, hogy ez a keveredés ro-
tációs spektrumokhoz vezet, amilyeneket valóban meg is figyelnek az ilyen könnyű 
magokban . 
Most egy időre elhagyjuk a fizikai problémákat és rátérünk a csoportelmélet egyes 
módszereinek tanulmányozására, melyek a későbbiekben hasznosnak bizonyulnak 
majd . 
2. Csoportelméleti módszerek 
Fel kell tennem, hogy a csoportelmélet alapfogalmai az olvasó számára nem 
ismeretlenek. Mindazonáltal, bevezetésképpen felidézem a leggyakrabban felhaszná-
lásra kerülő fogalmakat. 
5,08 MeV 
0,88 
0,00 
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A csoport definíciója a következő: A műveletek (elemek) valamely összességét 
csoportnak nevezzük, ha teljesülnek a következő egyszerű feltételek: 1. Két művelet 
szorzata ugyanezen összesség valamely műveletét szolgáltatja; 2. a műveletek ösz-
szessége tartalmazza az egységoperációt; 3. minden elemhez található egy inverz: 
4. fennáll az asszociatív törvény: (ab)c = a{bc). Fizikai operációkból álló csoportra 
egyszerűen elképzelhető példa: rögzített tengely körül a -y szög egészszámú több-
szöröseivel végzett forgatások. Rögzített tengely körül tetszés szerinti szöggel végzett 
forgatások ugyancsak csoportot a lkotnak; ez utóbbi csoportnak végtelen sok eleme 
van. Az utóbbi folytonos csoportra, az előbbi pedig véges csoportra szolgál példaként. 
Szerkeszthetünk csoportot bizonyos függvények sorozatán elvégzett matematikai 
műveletekből is. Az egyes műveleteket a függvények egymás közötti transzformációját 
leíró mátrixok képviselik. A fizikai operáció és a transzformációs mátrixok között 
könnyű kapcsolatot felismerni. Vegyük szemügyre az xy sík pontjainak f(x, y) 
függvényét. Ha a koordináta-rendszer x és y tengelyeit b szöggel elforgatjuk а г 
tengely körül, a kapott elforgatott rendszerben a helykoordinátákat a következő 
egyszerű képletek határozzák meg: 
x' = X cos & +y sin b, 
y = — x sin b+y cos b. 
Ez a fizikai operáció az Rf(x,y)=f(x',y')=f'(x,y) transzformációt indukálja, 
mely x-nek és y-nak .v'-vel és y'- vei való helyettesítését jelenti. A forgatás tehát 
a függvények f—f transzformációját indukálja. Ha fügvényeinket valamely teljes 
függvényrendszer segítségévelj fejezzük ki, transzformációnk matrix-alakot ölt: a 
szereplő mátrixok általában végtelen rendűek. 
így jutunk el a csoportok ábrázolásának, valamint irreducibilis ábrázolásának 
fogalmához. Tegyük fel, hogy találtunk egy olyan f függvényt, melyre a csoport 
bármely R0 operációja mellett fennáll az R0f=f egyenlet: az ilyen f függvényt 
skalárnak nevezzük. Ez nyilvánvalóan igen speciális függvény. De általában is 
megkísérelhetjük, hogy olyan f' függvényrendszereket képezzünk, melyek a csoport 
minden operációja mellett az R»f = 2 A f f f b ) f / tulajdonsággal rendelkeznek: itt 
j 
x az egyes függvényrendszereket jellemzi, / = 1 , 2, ..., na pedig a függvények indexe-
lésére szolgál egy-egy függvényrendszeren belül. A felírt összefüggés fontos vonása, 
hogy a jobboldalon álló függvények, ugyanabba a rendszerbe tartoznak, mint a bal-
oldalon álló függvények. Eszerint az x egyes értékeivel jellemzett függvényrendszerek 
a csoporttal szemben invariánsak. A skalár egy speciális példa; az invariáns függvény-
rendszer ebben az esetben egyetlen függvényből áll. Azt mondjuk, hogy az Mffb) 
mátrixok a csoport egy ábrázolását létesítik, melyet az számú függvény feszít 
ki; a függvényrendszer x indexe az ábrázolásnak is jellemzője. A mátrixok sorainak, 
ill. oszlopainak /;x számát az ábrázolás dimenziójának nevezzük. A mátrixok kombiná-
ciója ugyanolyan módon történik, mint a csoport operátoraié. Eszerint írhatjuk: 
4 RJi = У Mtj(b) RJI = 2 ( 2 Mfj(b)Mjk(<p))f£, j . к j 
vagyis a csoport két operációjából képezett szorzatnak megfeleltetett matrix meg-
egyezik az egyes operációknak megfeleltetett mátrixok szorzatával. Valamely adott 
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a ábrázoláson belül egy megfeleltetés áll fenn a csoportelemek és az n, dimenziós 
mátrixok között. 
Megtörténhet, hogy az ily módon bevezetett függvényrendszerek egyike vagy 
másika felbontható olyan kisebb függvényrendszerekre, melyek mindegyike invariáns 
a csoporttal szemben. Az ábrázolás ily módon több, kisebb dimenziójú ábrázolásra 
redukálódnék. Ha ilyen felbontás nem lehetséges, függvényrendszerünket, valamint 
az ábrázolást irreducibilisnek nevezzük. Ezek az irreducibilis ábrázolások nagyfon-
tosságúak és a következőkben, valahányszor ábrázolásról beszélünk, mindig irredu-
cibilis ábrázolást értünk alatta. Az irreducibilis ábrázolást kifeszítő függvényekről 
gyakran úgy beszélünk, mint az ábrázolás alapfüggvényeiről. Például az У,'„(#, q) 
gömbfüggvények (/» = / , /—1, . . . , — / ) az r3 csoport 2 / + 1 dimenziós irreducibilis 
ábrázolásának alapfüggvényei; r3 a három dimenziós térbeli forgások csoportját 
jelöli. 
A kvantummechanikában feladatunk а Нф = Еф sajátértékproblémamegoldása. 
A csoportelmélet itt nyomban hasznosnak bizonyul; ha ugyanis a H Hamilton-
operátor invariáns valamely csoporttal szemben, a csoport ugyanazon irreducibilis 
ábrázolásához tar tozó összes ф sajátfüggvény elfajulást mutat. Ez közvetlenül 
következik abból, hogy egy irreducibilis ábrázolást kifeszítő függvénytér oly módon 
szerkeszthető meg, hogy az ábrázolás valamely kiszemelt függvényére rendre alkal-
mazzuk a csoport összes operációját. Továbbá, ha valamely operátor invariáns egy 
csoporttal szemben, a különböző irreducibilis ábrázolásokhoz tartozó függvényekkel 
képezett matrixelemei eltűnnek. Mindeme tulajdonságok szempontjából lényeges, 
hogy az ábrázolás irreducibilis legyen. 
Mindezen tulajdonságokat két, kissé eltérő alakban fogjuk felhasználni. Elő-
ször, ha Hamilton-operátorunk egzaktul invariáns valamely csoporttal szemben, 
a csoport ábrázolásait jellemző indexek jó kvantumszámok lesznek. Másodszor, 
megtörténhet, hogy olyan csoportot találunk, mely a Hamilton-operátort teljes 
egészében nem hagyja változatlanul, mindazonáltal bizonyos közelítésben fennáll 
az invariancia. Lehetséges például, hogy a csoport a Hamilton-operátor legfontosabb 
szerepet játszó részét hagyja változatlanul. 
Magszerkezeti problémák tárgyalásánál a következő csoportoknak vettük hasz-
nát : a szimmetrikus csoportnak, (mely a részecskék összes permutációit foglalja 
magában), a háromdimenziós forgáscsoportnak, valamint a különböző unitér 
csoportoknak és azok alcsoportjainak. A Hamilton-operátor a részecskék összes 
koordinátáinak permutációival szemben egzaktul invariáns, azonban a Pauli-elv 
csak a teljesen antiszimmetrikus hullámfüggvényeket engedi meg, így ez az invariancia 
nem szolgáltat semmilyen új eredményt. Ha azonban a Hamilton-operátor invariáns 
mondjuk külön a helykoordináták permutációival szemben, úgy a csak a helytől 
függő hullámfüggvényekre alkalmazott szimmetrikus csoport ábrázolását jellemző 
indexek jó kvantumszámok lesznek. Spinfüggő erők jelenléte esetén ez az invariancia 
nem teljesül egzaktul s ilyenkor e szimmetrikus csoport a fent említett második 
kategóriába sorolható. Hasonlóképpen, a Hamilton-operátor szükségképpen inva-
riáns a spin- és helykoordináták együttes elforgatásával szemben. Az a jó kvantum-
szám, amelyhez így ju tunk, a / teljes impulzusmomentum. A helykoordináták elfor-
gatásával szemben az invariancia azonban csak igen speciális Hamilton-operátorokra 
teljesül. Ez a helyzet áll elő, ha a ható erők tisztán centrálisak. Ily módon kapjuk 
a pályaimpulzusmomentum L kvantumszámát, mely a helykoordináták terében ha tó 
r3 csoport ábrázolását jellemző index. 
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A következőkben fő célunk lesz, hogy más, e második kategóriába tartozó 
csoportokat tanulmányozzunk, melyek ábrázolási indexeik révén lehetővé teszik, 
hogy a héjmodell-konfigurációk sokrészecske-hullámfüggvényeit célszerűen osztá-
lyozzuk. Ehhez előkészületként röviden áttekintjük a szimmetrikus és unitér csoportok 
tulajdonságait, melyekre szükségünk lesz. 
2. /. A: Sk szimmetrikus csoport 
A szimmetrikus csoportot к részecske összes permutációi alkotják. A csoport 
jele Sk, elemeinek száma k\ Az olvasó előtt kétségkívül ismeretes a szimmetrizáló 
és antiszimmetrizáló operátorok használata: 
5= Z P- A= У Epp. 
összes összes 
p- re p-re 
Itt p az egyes permutációkat jelöli, ep jelentése pedig: a p permutáció paritása. Az 
ezen operátorok segítségével az 
s f = f s , a f = f „ 
képletek szerint a tetszés szerinti £ függvényből leszármaztatott £ v , £„ függvények 
közül az első teljesen szimmetrikus, a második pedig teljesen antiszimmetrikus. 
Valamely teljesen szimmetrikus függvény a definíció szerint eleget tesz a 
p fs = f s 
összefüggésnek , tetszés szerinti p permutáció mellett, egy teljesen a n t i s z i m m e t r i k u s 
függvényre pedig a 
p F u = r . p F u 
összefüggés teljesül. E függvények tehát az sk csoport egydimenziós ábrázolásait 
feszítik ki. Természetszerűen felvetődik a kérdés, hogy miképpen alkothatunk 
irreducibilis invariáns rendszereket általánosabb szimmetriatulajdonságokkal ren-
delkező függvényekből. 
A kérdésre a válasz úgy hangzik, hogy minden irreducibilis invariáns rendszer-
nek megfeleltethető а к szám egy-egy felbontása (partíciója) az / , — stb. 
egyenlőtlenségnek eleget tevő / , , / 2 , / 3 , ... egész számokra: к = / , +f2 +f3 +... . 
Egy ilyen partíció rövid jelzésére az [ / ] szimbólum szolgál, szemléltetésére pedig 
egy Young-ábra használható. Ez első sorában f\, második sorában / 2 stb. négyzetet 
tartalmaz, végeredményben tehát к négyzetből áll. Eszerint az [521] partíciót a 
Young-ábra szemlélteti. 
Egy ilyen invariáns irreducibilis függvényrendszer független függvényeinek 
л ( Л számát az ún. standard-táblázatok száma ad ja meg: standard táblázat alatt 
a Young-ábra egy olyan kitöltését értjük, az 1, 2, . . . , £ számokkal, (minden négy-
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szögbe egy számot írva), hogy a számok jobbra és lefelé egyre növekvő sorrendben 
helyezkedjenek el. 
Az Sk csoport irreducibilis ábrázolásait eszerint az [ / ] partíció megadásával 
jellemezhetjük; az ábrázolás dimenziója я [ Л . Az irreducibilis ábrázolásokat kifeszítő 
alapfüggvények megválasztása természetesen egy lineáris kombináció erejéig ön-
kényes. Az alapfüggvényrendszer minden egyes választásához meghatározott ábrá-
zolási mátrixok tartoznak. Egy közös normálási tényezőtől eltekintve, az ábrázolási 
mátrixok és az alapfüggvények megválasztása eszerint egyet jelent. 
Vegyünk szemügyre három részecskét. A lehetséges partíciók: [3]. [21], [111], 
a megfelelő standard táblázatok pedig: 
A [3] és [111] partíciókkal jellemzett ábrázolások dimenziója eszerint egy, a [21] 
ábrázolás pedig két dimenziós. A felírt standard táblázatok közül az első és az utolsó 
teljesen szimmetrikus, ill. teljesen antiszimmetrikus függvényt jelent, a két közbenső 
standard táblázat pedig vegyes szimmetriájú. Yamanouchi a standard táblázatok 
helyett tömörebb jelölést használ: (akak-1...a2ai= 1); itt ama sor sorszámát 
jelenti, amelyben az /-edik részecske foglal helyet. E jelölés alkalmazásával a négy 
lehetséges háromrészecske-függvény az (111), (211) (121), (321) módon jelöl-
hetők. 
A héjmodell-számításokban e függvények vagy mátrixok explicit megszerkesz-
tésére ritkán van szükség. De hogy képet adjak a vegyes szimmetriájú függvények 
viselkedéséről, röviden ismertetem az Sk csoport standard Young— Yamanouchi — 
Rutherford-féle ábrázolását. 
Az ábrázolási matrixokra igen egyszerű szabály adható meg. Minthogy bármely 
permutáció kifejezhető szomszédos számjegyek P„~u„ transzpozíciói segítségével, 
elegendő, ha az ábrázolási matrixokat csupán ezen speciális permutációkra adjuk 
meg. Az adott [ / ] partícióhoz tartozó különböző standard táblázatok megkülönböz-
tetésére az r szimbólumot használjuk. A P„-i n permutáció Urs standard matrixának 
matrixelemeit a következő szabályok határozzák meg: 
1. Ha n — 1 és /; az r táblázat egy sorában helyezkednek el, úgy Urr = + 1 . 
II. На n — 1 és n az r táblázat egy oszlopában helyezkednek el, úgy U„ = — 1. 
III. Ha /7 — 1 és /; az r táblázatban úgy helyezkednek el, hogy sem soruk, sem 
oszlopuk nem közös, úgy mindenkor található egy olyan s táblázat, amely /--bői 
J7 — 1 és /7 felcserélésével áll elő. Ebben az esetben 
itt prs az /7 — 1 és /7 számjegyek „axiális távolsága" az /• táblázatban. Az axiális távol-
ságot a vízszintes és függőleges irányban teendő lépések száma adja meg, pozitívnak 
a balra és lefelé megtett lépések számát tekintve. 
IV. A £„ - i , „ permutáció Urs matrixának összes többi matrixeleme zérus. 
1 10 J. P. ELLIOTT 
Az S3 csoport [21] ábrázolásában a szomszédos számjegyek permutációihoz 
rendelt ábrázolási mátrixok eszerint 
írható tehát: 
es 
pu P 2 1 
1 1 1 2 j 
LL! (211) 1 0\ 
/ 
jTiT 
7 (121) 0 -1 
P u £ ( 2 1 1 ) = £ ( 2 1 1 ) , 
Р1М\2\) = -<Г(\2\) 
P23 7 ( 2 1 0 = - 2 7(211) + 7 ( 1 2 1 ) , 
/ > 2 3 7 ( 1 2 1 ) j 7 ( 2 1 1 ) + ' г/ (121) , 
A vegyes szimmetriájú függvényekre a legegyszerűbb példa: 
7 ( 2 1 1 ) = - (.Vi + л'2 - 2x3), 
1 6 
7(121) = y j (X, - л-2). 
Az S és A operátorok általánosíthatók oly módon, hogy ne csak teljesen szim-
metrikus vagy antiszimmetrikus, hanem meghatározott [ / ] partícióhoz és r standard 
táblázathoz tartozó vegyes szimmetriájú függvényeket is szerkeszthessünk segít-
ségükkel. Az így definiált operátorok az ún. Young-operátorok, ezekre azonban 
nem lesz szükséeünk. 
Szorzat ábrázolások 
Ha az F függvényrendszer az Sk csoport [ / ] , a G függvényrendszer pedig az Sk 
csoport [g] ábrázolását feszítik ki, úgy a két függvényrendszer függvényeinek összes 
szorzatai az Sk csoport egy dimenziós, általában reducibilis ábrázolását-
feszítik ki. Érdekes tudni, hogy ezen ábrázolás kiredukálása milyen irreducibilis 
ábrázolásokra vezet. Problémánkat így is megfogalmazhatjuk: a szorzatfüggvények 
alkalmas lineáris kombinációit kell képeznünk, hogy az Sk csoporttal szemben 
irreducibilis invariáns függvényrendszerekhez jussunk. 
Ezen eljárás neve: a belső szorzat kiredukálása; 
m x [ g ] = z < w / j ] . 
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Itt az aun egész számok megadják, hogy a [/;] ábrázolás hányszor lép fel a kiredukálás 
során. Ezeket a csoportok karakterei segítségével határozhatjuk meg. Egy összefüggés 
ezen együtthatók között megkapható az egységoperátor karaktereinek felhasználásá-
val; az egységoperátor karaktere megegyezik az ábrázolás dimenziójával. Eszerint 
"т'"м
 =
 2 amnm-
v') 
Néhány példa: 
[21] X [3] = [21], 
[21] X [21] = [3] + [ 2 1 ] + [111], 
[21] X [111] = [21]. 
Vegyük szemügyre közelebbről ezen összefüggések közül a másodikat. A rövidség 
kedvéért az £(211) és £(121) függvényeket £„-val, ill. Fh-\eI jelöljük. Ez az össze-
függés azt mondja meg, hogy az FaGa, FaGh, FbGin FhGh szorzatfüggvények alkalmas 
lineáris kombinációit képezve milyen szimmetriatípusokat nyerhetünk. Az ábrázolási 
mátrixok felhasználásával azt találjuk, hogy 
2 (FaGa + FhGh) teljesen sz immet r ikus : [3], 
^ (FaGb — FbG„) teljesen antiszimmetrikus: [111], 
\ (FaGj, — EfcGi,) [21] (211) típusú vegyes szimmetriával rendelkezik, 
r~r 
- (FaGb + FbGa) [21] (121) típusú vegyes szimmetriával rendelkezik. 
A belső szorzattal olyankor találkozunk, ha ugyanazon részecske különböző 
koordinátáinak függvényeiből képezett szorzattal van dolgunk, így pl. a szuper-
multiplett-elméletben a spinfüggvény és izospinfüggvény szorzatával. 
Két ábrázolás külső szorzata olyankor jön létre, ha az 1 ,2 , ..., кt részecskék 
koordinátáitól függő, az Skl csoport [ / ] ábrázolását kifeszítő £ függvényeknek 
a k , + l, ätj + 2, ...,к
л
+к2 részecskék koordinátáitól függő és az Sk2 csoport [g] 
ábrázolását kifeszítő G függvényekkel való szorzatait képezzük. Ha most feltesszük 
a kérdést, hogy miképpen transzformálódnak e függvények az Skl+k2 csoport permu-
tációinak alkalmazásakor, nyomban látjuk, hogy ezek általában nem feszítik ki e 
nagyobb csoport egy ábrázolását. Ha azonban figyelembe vesszük azokat a szorzat-
függvényeket is, melyek a részecskeindexeknek az F és G függvények közötti per-
mutációi útján állnak elő, e nagyobb csoport egy ábrázolását nyerjük. A külső szorzat 
kiredukálását így jelöljük: 
[№[g} = Z Am[h]. 
m 
Az itt szereplő Aíh] egész számok Littlewood alább közölt szabályából adódnak: 
Adjunk hozzá az [ / ] Young-ábrához g , számú, az a szimbólumot tartalmazó 
négyzetet. Ezután adjunk hozzá g2 számú ß szimbólumot tartalmazó négyzetet, 
sít., oly módon, hogy 
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1. eljárásunk minden szakaszában standard Young-ábrát nyerjünk, 
Ii. egy oszlopban ne szerepeljen két azonos szimbólum, 
III. ha a hozzáadott szimbólumokat a j o b b felső sarokból kiindulva rendre 
az egyes sorok mentén szemügyre vesszük, a ß szimbólumok száma nem múlhat ja 
felül az a szimbólumok számát, a y szimbólumok száma nem múlhatja felül a ß 
szimbólumok számát stb. 
Ha a [h] Young-ábra ily módon Лщ-féleképpen képezhető, úgy a [/?] ábrázolás 
4 ^ - s z o r lép fel a kiredukálás során. 
A külső szorzat dimenziópróbája 
(kl+k2)\ v 
% ] " % ] ' k ~ \ k T ~ ~ í d "rn-
Például 
[21]®[21] - [42] + [411j + [33] + 2[321] + [3111] + [222] + [2211]. 
Ez az eljárás akkor nyer alkalmazást, ha kx részecskéhez további к , részecskét 
adunk. 
2.2 Az unitér csoport 
Foglalkozzunk a következő problémával: Helyezzünk el к számú részecskét 
n számú <j t egyrészecske-állapotba. Ha az egy részecske-állapotokat egy »-dimenziós 
vektor komponenseinek tekintjük, úgy a t/> k-részecskeállapotok ezen «-dimenziós 
tér k-adrendű tenzorait alkotják. (Például az / impulzusmomentumé pályán elhelyez-
kedő részecske 21+ l számú <p(im) állapotai egy 21+ 1-dimenziós vektort alkotnak.) 
Ha az egyrészecske-függvényeket egy = U,„„<pn lineáris transzformációnak vetjük 
alá, úgy ez а ф k-részecske-szorzatfüggvényeknek is egy lineáris transzformációját 
indukálja. A legáltalánosabb transzformáció, mely a normáltságot és az ortogonáli-
tást megőrzi, az unitér transzformáció: Ufr= U~x. 
А ф függvények nyilván egy ábrázolását feszítik ki az egyrészecske-állapot-
függvények »-dimenziós függvényterében végzett unitér transzformációkat magában 
egyesítő U„ csoportnak. Ez az ábrázolás azonban általában nem irreducibilis. Osz-
tályozzuk most а ф függvényeket permutációs szimmetriájuk szerint, vagyis az Sk 
csoport irreducibilis ábrázolásait jellemző [ / ] indexek szerint. Minthogy az unitér 
transzformáció a részecskékben teljesen szimmetrikus, egy adott [ / ] partícióhoz 
tartozó függvényt nem vihet át más [ / ' ] -höz tartozó függvénybe. Eszerint az egy 
meghatározott [ / ] szimmetriatípusú függvények magukban kifeszítik U„ egy ábrázolá-
sát, s ez általában ismét reducibilis. Vegyük szemügyre a [ / ] szimmetriatípusú függ-
vények közül az r standard táblázathoz tar tozó függvényeket. Ezek (rögzített [ / ] 
és r mellett) ugyancsak kifeszítik U„ egy ábrázolását. Ez ismét az unitér transzformáció 
szimmetrikus voltából következik. Erről az ábrázolásról már kimutatható, hogy 
irreducibilis. Minthogy az [/]r'-vel jellemzett függvény az [f]r jelű függvényből 
egyszerűen permutáció segítségével nyerhető, az unitér transzformáció szimmetriája 
biztosítja, hogy r-hez és r '-höz azonos a lakú ábrázolás tartozzék. Az Un csoport 
irreducibilis ábrázolásai eszerint egyedül az [ / ] partícióval jellemezhetők, ugyanazzal 
a szimbólummal, melyet az Sk csoport irreducibilis ábrázolásainak jellemzésére 
használtunk. 
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A helyzet a következőképpen tekinthető át. Helyezzük el а ф függvényeket^ 
melyek mind az Sk, mind pedig az U„ csoport [/'] irreducibilis ábrázolásainak alap-
függvényeiként szolgálnak, egy derékszögű táblázatban, melyben az egyes sorokat 
a Yamanouchi-szimbólum jellemzi, és amelyben az összes [f]r szimmetriájú függ-
vény az r Yamanouchi-szimbólummal jellemzett sorba kerül. 
" m ) 
A fenti megfontolásokból következik, hogy az egyes sorokban elhelyezkedő 
függvények az U„ csoport [ / ] irreducibilis ábrázolását feszítik ki. A sorok hossza 
eszerint éppen Un ezen ábrázolásának N m dimenziója, míg az oszlopok hossza az. 
Sk csoport [ / ] ábrázolásának п[Л dimenziója. Az egyes sorokban elhelyezkedő 
függvények úgy rendezhetők el, hogy az adott oszlopban helyet foglaló függvények 
egymástól csak a részecskék számozásában különbözzenek; az ilyen függvények 
az egyrészecske-állapotok unitér transzformációival szemben azonos módon visel-
kednek. Ekkor minden oszlop kifeszíti az Sk csoport [ / ] ábrázolását, míg az egyes 
sorok az U„ csoport [ / ] ábrázolását feszítik ki. 
Vegyünk most szemügyre néhány példát, hogy az U„ és Sk csoportok e mélyre-
ható kapcsolatát megvilágítsuk. 
1. Legyen n = 2 és tekintsünk egy kétdimenziós vektorteret; ilyennel találkozunk 
például a spin vagy az izospin esetében. Az egyrészecske-állapotokat jelölje cp+, у _ . 
A kétrészecske- és háromrészecske-szorzatfüggvényeket azok [ / ] szimmetriája szerint 
osztályozva az 1. táblázatban tüntettük fel. 
I. TÁBLÁZAT 
к 1/1 r Nm 
1 [1] 2 <P + ,<P-
2 [2] 3 + Ф + , (<p + p- + <р-Ч>*), <p-<p± 
[111 1 (<p + <p- — 95-99 + ) 
3 [3] 4 <p,ip + <p + , (92 + 95 + 95- -J- q? + <p-(p+ + 99-95,Ç),), 
(<р-ф-(р+ + + + ф + (р-<р-),ф-<р-<р-
[21] (21 1) 2 (2<p
 + <p + <p- —<р + <р-ф+ —<p-<p + <p+), (2<p-q>-<p+ —rp-(p + <p- — <p + qj-<p) 
(121) 2 (<p + <p-cp+— ip-(p,<p + ), (q)-<p + >p- — <p + ip-<p-) 
[ U l i 0 -
Az egyszerű normálási állandókat itt mellőztük, a részecskék számozását pedig 
a szorzatok tényezőinek sorrendje juttatja kifejezésre. A f+q>+cp_ kifejezés jelentése 
eszerint <p+(\)<p+(2)<p_{3). 
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Látható, hogy míg az Sk csoport [2] ábrázolása egydimenziós, az U2 csoport 
[2] ábrázolása háromdimenziós. A [21] partícióhoz történetesen mindkét csoport 
esetében kétdimenziós ábrázolás tartozik. 
II. Az alábbi táblázat az и = 3 esetre ad néhány példát. Az egyrészecske-állapoto-
kat a rövidség kedvéért x, y, z jelöli. 
II. TÁBLÁZAT 
к 1Л Г A t / j 
1 [1] 3 X, У, z 
2 [21 6 XX, yy, zz, (xy + yx), (xz + zx), (yz + zy) 
[11] 3 (xy — yx), (xz -zx). (yz — zy) 
3 [3] 10 
[21] ( 2 1 1 ) 8 
( 1 2 1 ) 8 
П И ] 1 det (xyz) 
А к részecske esetében képezhető szorzatfüggvények száma nk, így felírható az 
ч / л л n
k
 = у n,
 nn, 
összefüggés, melynek fennállásáról a megadott példákban meg lehet győződni. 
Az U„ csoport [ / ] ábrázolásának N [ n dimenziójára egyszerű képlet adható 
meg : 
n
m = , n 
lsi<jsn\ J I 
Láttuk, hogy az Un csoport irreducibilis ábrázolásai а к szám [ / ] partíciójával 
jellemezhetők. Az [ / ] partíciónak azonban egy feltételt kell kielégítenie, hogy nem-
triviális ábrázolást kapjunk. Eszerint az [ / ] Young-ábra sorainak száma nem lehet 
nagyobb, mint n. Ez nyilvánvaló; ha ugyanis több, mint n sorunk van, az ábrázolás 
alapfüggvényei szükségképpen teljesen antiszimmetrikusak volnának több, mint n 
részecskében. Ez a szimmetrikus csoport ábrázolási matrixainak tulajdonságaiból 
következik. Minthogy azonban vektorterünk csak n-dimenziós, vagyis csak n számú 
egyrészecske-állapot választható, olyan függvény, mely több, mint n részecskében 
volna antiszimmetrikus, nem képezhető. így például fenti példáinkban azt találtuk, 
hogy U2 esetében az [111] ábrázolás nem képezhető. Az U3 csoport esetében ez az 
ábrázolás még éppen felléphet; egydimenziós, alapfüggvénye egyetlen determináns. 
Ugyanígy az U2 csoport [11] ábrázolása is egydimenziós. 
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Szorzat ábrázolások 
Korábban találkoztunk a szimmetrikus csoport ábrázolásainak belső szorzatával, 
amikor ti. ugyanazon részecskékhez tar tozó két függvényt szoroztunk össze. 
Foglalkozzunk most az unitér csoport belső szorzataival. Ilyenekkel akkor 
találkozunk, ha összeszorzunk két függvényt, melyek ugyanazon Un unitér csoport 
[ / ] , ill. [g] ábrázolásai szerint t ranszformálódnak. E szorzatábrázolás kiredukálása 
az 
m®[g]=z м м 
un 
képlet szerint történik, ahol az A[h] együt thatók azonosak az Sk csoport esetében a 
külső szorzat kiredukálásakor fellépett együt thatókkal ; ehhez annyit kell hozzá-
tennünk, hogy az olyan ábrázolásokat , melyekhez több, mint n sort tar ta lmazó 
[/?] tar tozik, mint triviális ábrázolásokat el kell vetnünk. Példaként álljon itt egy 
külső szorzat kiredukálása a Á = 6-odfokú szimmetrikus csoport esetében. 
[21] <g> [21] = [42] + [411] + [33] + 2[321] + [3111] + [222] + [2211]. 
Ha ezt az U2 csoportra vonatkozó belső szorzat kiredukálásaként értelmezzük, 
a jobb oldalon csak [42] + [33] marad, ha pedig az U3 csoport esetéről van szó, a j obb 
oldalból [42] + [33] + [411] + 2[321 ] + [222] marad meg. E kiredukálásokra alkalmaz-
hatjuk az 
NífyNM = £ AmN[hi  [Л] 
dimenziópróbát . 
A belső szorzat ezen kiredukálásával találkozunk például, ha a к— 2 részecske 
számról á t té rünk a k = 3 részecskeszámra, mint a fenti táblázatokban. Az (J3 csoport 
esetében például 
[2]®[1] = [3] + [21], 
[ 1 1 ] ® [ 1 ] = [ 2 1 ] + [111]. 
A dimenziópróba most: 6 X 3 = 10 + 8 és 3 X 3 = 8 + 1 ; ezek az összefüggések 
felhasználhatók a dimenziók számítására. 
A speciális ( vagy unimoduláris) unitér csoport 
Minthogy egy unitér matrix esetében t/£/,* = l , fennáll : | d e t í / | 2 = l és így 
det U = eia. Ha az U„ csoport azon transzformációira szorítkozunk, melyekre det 17=1, 
nyilván U„ egy alcsoportját nyerjük, melyet S t^ -ne l jelölünk, és unimoduláris 
(vagy speciális) unitér csopor tnak nevezünk. 
Valamely G csoport egy irreducibilis ábrázolása, noha nyilvánvalóan G bármely 
И a lcsoport jának ábrázolása lesz, a H alcsoport ábrázolásaként felfogva, ál talában 
nem lesz irreducibilis. Esetünkben azonban, t/„-ről SUn-re szorítkozva, az U„ 
csoport [ / ] irreducibilis ábrázolásai St/„-nek is irreducibilis ábrázolásai maradnak . 
Egyszerűsödést jelent azonban , hogy bizonyos ábrázolások, melyek Un ábrázolásai-
ként felfogva inekvivalensek voltak, ekvivalensekké válnak, ha azokat SUn ábrázolá-
3 Fizikai Folyóira t XI/2 
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saiként fogjuk fel. Közelebbről, az [/, ./2/3• • Л ] ábrázolás ekvivalenssé válik, az 
[ /1 — / « ' / г —/«> •••>/n-1 — / J ábrázolással. Az utóbbi Young-ábra az előbbiből az 
összes, rt négyzetet tar talmazó /e//es oszlop elhagyásával adód ik : 
Ezen állítás bizonyítása abbó l adódik, hogy az [111... 1] teljesen antiszimmetrikus 
ábrázolás, melyet egyetlen, 11 négyzetből álló oszlop szemléltet, egydimenziós lévén, 
unimoduláris t ranszformációk hatása alatt csakis a [0] azonos ábrázolás szerint 
t ranszformálódhat . Ebben az ábrázolásban minden transzformációt az 1 szám 
ábrázolja. Ha most képezzük az 
szorzatábrázolást, melynek j o b b oldalán.csak egyetlen tag lép fel, máris kimutat tuk 
az [/ i /2-••/„] és a belőle egy teljes oszlop elhagyásával adódó ábrázolás ekvivalenciá-
já t . Ezt az eljárást folytathat juk egészen addig, míg minden teljes oszlopot el nem 
távolí tot tunk. 
Eszerint az sun csoport irreducibilis ábrázolásai «—1 sorból álló Young-ábra 
segítségével jellemezhetők, speciálisan az S U 2 csoport esetében egyetlen sor. egyetlen 
egész szám elegendő. Jól ismeretes, hogy az su2 és r3 csopor tok között egy meg-
felelés áll fenn (egy 2—1 homomorf izmus; lásd Weyl, 144. old.). E két csopor t 
ábrázolási indexei között tehát egyértelmű megfelelés létesíthető. Felteszem, hogy 
az olvasó előtt az r3 csoport tulajdonságai ismeretesek. Mint tudjuk, a forgások 
а ip{jm) impulzusmomentum-sajátfüggvények 2 7 + 1 dimenziós terét invariánsan 
hagyják (itt j adott és m = j,j—\,...,—j). A csoportelmélet nyelvén szólva, 
e függvények az r3 csoport 7-vel jellemzett 2 7 + 1 dimenziós irreducibilis ábrázolását 
feszítik ki. Könnyű belátni, tekintetbe véve a dimenziókat, hogy az su2 csoport 
egyetlen sorral jellemzett [ / , ] ábrázolása megegyezik az r3 csoport 7 = / , / 2 - v e l 
jellemzett ábrázolásával. 
Az su3 csoport esetében, melyre a későbbiek során szükségünk lesz, az ábrázolá-
sok jellemzésére két sor szükséges. Rövid jelzés céljára az (kp) indexeket fogjuk 
használni, ahol /i = / , — f 2 , p = f2. 
r 
n 
L/i — L / 2 — L . . . , / „ - 1 Ш Ш . . . 1 ] 
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3. Sokrészecske-függvények osztályozása 
3. 1. Multiplettek és szupermultiplettek 
Célunk az, hogy olyan hullámfüggvényt képezzünk, mely teljesen antiszimmet-
rikus az összes koordináta felcserélésével szemben. A függvényeket osztályozhatjuk 
az Sk csoport [ / ] irreducibilis ábrázolásainak megfelelően, amelyek szerint a koor-
dináták egyik vagy másik t ípusának permutációikor t ranszformálódnak. 
A jk konfiguráció esetében például a koordinátákat feloszthatjuk a töltéstérre 
(izospin-térre), valamint a spin-pálya-térre vonatkozó koordinátákra . Ekkor ahhoz, 
hogy a spin-pálya-térben [ / ] szimmetriával rendelkező cp függvényből antiszimmetri-
kus függvényt képezzünk, duális [ / ] szimmetriájú / töltésfüggv ényre van szükségünk. 
Az [ / ] -hez tar tozó Young-ábra az [ / ] -hez tar tozóból a sorok és oszlopok felcserélé-
sével adódik . A fázisokat a duális ábrázolásban alkalmas módon választva, [6] 
a normált antiszimmetrikus hullámfüggvény a következő egyszerű a lakba írható: 
4K = 
и i - Z x i U b r U l ( 3 - D m r 
A duális ábrázolásra vonatkozó megál lapodásunk: Upp(p) = epUrs(p), mely a stan-
dard ábrázolás definíciójától a duális ábrázolás esetében a fázisok megválasztása 
tekintetében eltérést mutat , lehetővé teszi, hogy T kifejezésében a j o b b oldalon 
ne lépjenek fel fázisfaktorok. 
A 4* függvény antiszimmetriája egyszerűen megmuta tha tó : 
/ - 1 - 2 2 Z Ú ~ r ; ( p ) K V r Á p ) < p i = 
% 2 2 2 urs(p) urt(p)xz<p, = 
"[ / ] r s ' "ел < 
Itt kihasználtuk az U mátr ixok ortogonali tását . 
Az antiszimmetrizálás eszerint kapcsolatot létesít az Sk csoport spin-pálya-
térbeli és töltéstérbeli ábrázolási indexei között . Az Sk és U„ csoportok között fenn-
álló kapcsolat azt jelenti, hogy a hullámfüggvény töltéstérbeli részének az U2 cso-
porttal szemben mutatot t viselkedését az [ / J index jellemzi. Ebből nyomban követ-
kezik, hogy [ / ] kettőnél több sort nem tar ta lmazhat ; ennek megfelelően a spin-
pálya-térbeli [ / ] oszlopainak száma sem lehet több, mint ket tő. Az SU2 és R3 cso-
portok között fennálló megfelelést figyelembe véve. az izospin-térbeli viselkedés 
f —f 
jellemzésére ál talában a T — index használatos; ennek az az oka, hogy R3 
tulajdonságai az impulzusmomentum gyakori használata következtében ismertebbek 
az SU2 csoport tulajdonságainál . 
Ezek az egyszerű megfontolások muta t ják , hogy a jk konfigurációban egyértelmű 
kapcsolat áll fenn [4] a T izospin, valamint a spin-pálya-térbeli [ / ] szimmetria 
közöt t ; [ / ] -nek kettőnél több oszlopa nem lehet. A sorok száma pedig legfeljebb 
(2j + 1) lehet, ami abból adódik, hogy ez a partíció U 2 j + 1 ábrázolását is jellemzi. 
3' 
1 10 J . P. ELLIOTT 
E következtetéseinket illusztrálja a 3. számú táblázat . Később visszatérünk a jk 
konfiguráció adot t [ / ] sz immetr iá jú spin-pálya-ál lapotainak további , részletesebb 
osztályozására. 
III. TÁBLÁZAT IV. TABLAZAT 
к 1/1 [ / ] t 
1 [1] [1] 1/2 
2 [21 [И] 0 
HU m , 
3 [21] 121] 1/2 
[111] [3] 3/2 
4 [22] [22] 0 
[211] [31] 1 
[1111] [4] 1 
к [ / ] i f ] [.gJ [/'] TS 
1 [Il [1] [11 [1] 1 1 T 2 
2 [2] [И] [2] [11] 1 0 
[И] [2] 0 1 
[П] [2] [2] 12] 1 1 
HI] [И] 0 0 
3 [3] [111] [21] [21] a 
[21] [21] [3] [21] H 
[21] [3] H 
121] [21] H 
[111] [3] 13] [3] H 
[21] [21] L 1 i i 
Fizikai szempontból ez az osztályozás igen hasznosnak bizonyul, minthogy 
töltésfüggetlen erők esetén Г j ó kvantumszám. A magerők, legjobb tudásunk szerint, 
töl tésfüggetlenek, s így invar iánsak az U2 térben végzett t ranszformációkkal szem-
ben. A Coulomb-erők hatásai tól , melyek rendszerint kicsinyek, eltekintve, ily 
m ó d o n azt talál juk, hogy [ / ] j ó kvantumszám. 
Ha a sp inkoord iná táka t és a térbeli koord iná táka t nem foglal juk egybe, mint 
fent , hanem külön kezeljük őket , mint ahogy azt az L —S csatolási szkémában 
t ennünk kell, egyszerű ál talánosítással megtalálhat juk a megfelelő eljárást. A szo-
kásos eljárás az, [6] hogy az ant iszimmetr ikus függvényeket koordináta- térbel i 
részük [ / ] sz immetr iá jának megfelelően osztályozzuk. Eszerint a hul lámfüggvény 
töltés-spin-részének az [ / ] duális szimmetriával kell rendelkeznie, és az antiszimmetri-
zálásra ugyanazt az eljárást a lka lmazha t juk , mint fen tebb ; <p jelentése mos t : a 
hul lámfüggvény térbeli része, % pedig a töltés-spin-függvény. 
Minthogy egy részecske számára négy lehetséges töltés-spin-állapot áll rendel-
kezésre, levonhat juk a következtetést , hogy [ / ] sorainak és [ / ] oszlopainak száma 
nem lehet nagyobb, mint négy. 
Ahhoz , hogy az osztályozást tovább folytassuk a töltés-térben és a spintérben, 
külön, olyan [g] és [//] par t íc iókat kell ta lá lnunk, amelyek eleget tesznek a következő 
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összefüggésnek : 
[ ? ] X [ A ] = 2 « W [ 4 (3.2) 
M 
Itt a j o b b o lda lon álló összegben szereplő particiók közöt t fellép [ / ] ; a [g] és [h] 
part íciókat je l lemző Young-ábrák sora inak száma legfeljebb kettő lehet. Ily módon 
a
 Ш> [A] pá rok egy sorozatához j u t u n k , s ha ezek egyikére vagy más ikára « [ / ] > 1, 
úgy ezek a párok az osztályozás során aC/] számú független esetben lépnek fel. 
Minthogy mind a töltéstér, mind a spintér kétdimenziós, SU2 és R3 megfelelése 
a lap ján í rha tó : T = ±(gl —g2) és S=$(hl —h2). Az ado t t [ / ] -hez t a r t o z ó TS kom-
binációkat egy , ,Wigner-féle szupermul t ip le t tnek" nevezzük. Példákat a 4. táblázat-
ban ta lálunk. А к részecskeszám ezen kis értékeire az « [ / ] > 1 eset nem lép fel, s így 
а Г és S indexek elégségesnek bizonyulnak a töl tés-spin-ál lapotok egyértelmű 
jellemzésére. Az a ^ > 1 esettel első ízben к = 6 esetén ta lá lkozunk, ha [ / ] = [321] és 
[g] = [Л] = [42]. Ebben az esetben két Г = 5 = 1 , [ / ] = [321] függet len állapot lép 
fe l ; ezeket valamilyen önkényes m ó d o n kell megkülönbözte tnünk. 
Noha előző megfontolásainkból következik, hogy T most is j ó kvantumszám, 
esetünkben ez nem jelenti azt , hogy [ / ] is j ó kvan tumszám lesz. Ez csak a k k o r követ-
kezik be, ha az a t o m m a g Hami l ton-operá to ra független a spintől. Eszerint ez a rész-
letesebb osztályozás kevésbé ál talános. Természetesen nincs mit csodálkozni azon, 
hogy miközben az osztályozást egyre részletesebbé tesszük, a bevezetett ábrázolási 
indexek egyre kevésbé tekinthetők j ó kvan tumszámnak . 
3. 2. A: lk kon figuráció 
Tűzzük ki most f e lada tunknak az lk konf iguráció [ / ] sz immetr iá jú helyfüggő 
hul lámfüggvényeinek osztályozását . Ez az osztályozás természetesen igen sok külön-
féle módon elvégezhető; a legtermészetesebb azonban , ha az osztályozást az L 
teljes pá lyamomentum felhasználásával végezzük el. Ily módon j u t u n k el az L- S 
csatolási szkémához, mely centrális erők esetén jó . A kérdésre, hogy a d o t t [ / ] szim-
metria mellett mely L értékek lépnek fel, megkapjuk a választ, ha ki redukál juk azt 
az ábrázolást , mely [ / ] -bő i adódik , ha az U2/+l csopor t ró l a R3 c sopor t ra szorít-
kozunk . Az R3 csopor t nyilvánvalóan a lcsopor t ja t / 2 í + 1 -nek, minthogy a forgásokat 
leíró mátr ixok az U 2 l + X csopor to t a lko tó unitér mátr ixok speciális eseteiként kap-
ha tók . 
Ez a ki redukálás a legegyszerűbben a szereplő két c sopor t szorzatábrázolásainak 
k i redukálására vona tkozó ismert szabályok segítségével végezhető el [8]. Példaként 
szolgáljon az 5. és 6. táblázat , melyek az / = 1 és (£ = 1 , 2 , 3 ) va lamin t az 1 = 2 
(k = 1, 2, 3) esetre vona tkoznak . 
A két részecskére vona tkozó eredmény, ti., hogy páros L-hez szimmetr ikus, 
[2], párat lan L-hez ant iszimmetrikus, [11] függvény tar tozik , közvetlenül következik 
a vektorösszeadási együt thatók szimmetr iá jából . Ugyanerre a következtetésre ju t -
ha tunk , szemügyre véve a rögzített AZ-hez ta r tozó szorzat-függvényeket , kiindulva 
M legnagyobb értékétől. Há rom részecske esetében a 
[ 2 ] ® [ 1 ] = [3] + [21] és [ 1 1 ] ® [ 1 ] = [ 2 1 ] + [111] 
szorzatokat kell megvizsgálnunk, ezenkívül pedig az R3 csoportra v o n a t k o z ó meg-
felelő szorzatokat , melyek a szokásos impulzus-momentum-összeadás i szabályokat 
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V. TÁBLÁZAT VI. TÁBLÁZAT 
l=\ 1=2 
к I f ] L к 1/1 L 
1 Hl P 1 Hl D 
2 12] SD 2 [2] SDG 
[П] P 
НИ 
PF 
3 [3] PF 3 [3] SDFGI 
[21] PD [21] PD2FGH 
[111] S 
Ц П ] PF 
fejezik ki. Az I = 1 ese tben í r h a t j u k : 
(S + D)XP = P + (P + D + F) és PxP = S + P + D. 
Az [111] teljesen an t i sz immet r ikus f ü g g v é n y skalár az S U 3 c sopor t t a l szemben, 
s így ska lár / ? , -ma l s zemben is. Eszerint triviálisan a d ó d i k az [111] — 5 redukció, 
s a fent felírt s zo rza tokbó l megfele lő l evonás t a lka lmazva , e l ju tunk a [21] — P + D, 
[3] — P 4- F e r edményekre . 
Az / n a g y o b b ér tékeihez t a r tozó h é j a k b a n a tel jesen an t i s z immet r ikus tenzor 
r edukc ió j a úgy tö r t énhe t , hogy megvizsgá l juk milyen M ér tékek t a r t o z n a k a lehet-
séges d e t e r m i n á n s o k h o z . így pl. a di konf igu rác ió [111] á l l apo ta ihoz a z egyetlen d 
részecskéhez t a r tozó m = 2, 1 ,0 , —1, —2 ér tékek közül bármely h á r o m kiválaszt-
ha tó . így k a p j u k az M = 3, 2, I 2 , 0 2 , — l 2 , — 2, — 3 e r edmény t , m e l y n e k alapján 
í r h a t ó : [111] — P+ F. Ennek segítségével l e s z á r m a z t a t h a t j u k a [21] és [3] áb rázo lá sok -
nak a t áb láza tbó l k io lvasha tó r edukc ió já t . 
Lá tha tó , hogy m á r h á r o m d részecske esetén két [21] sz immet r iá jú D á l lapot 
lép fel, melyek megkü lönböz te tésé re az eddigiek a l ap j án n incs mód. T ö b b részecskére 
ez a nehézség még k o m o l y a b b á válik, je lezve ezzel, hogy az á l l apo tok osz tá lyozásának 
tovább i részletezése szükséges. 
Osztályozás alcsoportok segítségével 
Ha s ikerülne az U2 i +i c s o p o r t n a k egy olyan G a l c sopor t j á t megta lá ln i , mely 
m a g á b a n foglal ja R3-at, úgy e G a l c s o p o r t ábrázo lás i indexeit f e lha szná lha tnánk 
a hu l l ámfüggvények részletesebb je l lemzésére . 
Ilyen c sopo r tok f e l k u t a t á s á r a egy módszeres e l já rás t vezetett be Racali [9] [10] 
az a t o m s p e k t r o s z k ó p i a megfele lő p r o b l é m á j á v a l k a p c s o l a t b a n . Ez az e l j á r á s a cso-
por t infinitezimális o p e r á t o r a i t haszná l j a fel. 
A fo ly tonos c s o p o r t o k (ezek végtelen sok elemet t a r t a l m a z n a k ) elméletében 
m e g m u t a t j á k , hogy a c s o p o r t bá rmely e leme gene rá lha tó az inf ini tezimál isan kicsiny 
t r a n s z f o r m á c i ó k egy a lap rendsze re segítségével. Ezen a lap rendsze r o p e r á t o r a i t jelöl-
j ü k T„-val ; ekko r egy tetszés szer int i inf ini tezimális t r a n s z f o r m á c i ó az Sa = 
= 1 + 2 ЬсРХ
а
 a l akba í rha tó . 
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K i m u t a t j á k továbbá , bogy amennyiben az Sa ope rác iók csopor to t a l k o t n a k , az 
X„ infini tezimális o p e r á t o r o k n a k kommutác ióva l szemben zár taknak kell lenniök, 
vagyis 
[X.,XJ = 2 cleX„ ( 3 . 3 ) 
x 
és ez az összefüggés elégséges feltétele a n n a k , hogy az X„ o p e r á t o r o k valamely csopor t 
infinitezimális operá tora i (vagy generátora i ) legyenek. 
Az uni tér csoport ese tében ezek az infinitezimális o p e r á t o r o k an t ihe rmi t ikusak , 
minthogy az U operá tor t az U — \+eA a l a k b a írva (itt e kicsiny), az unitar i tási 
feltételből 1 = t / ,*l/ = ( l + eA?r) (1 +sA) = l+e(Afr +A) +..., A?r = -A következik . 
Eszerint í r h a t ó : A =iH, aho l H hermit ikus operá to r . 
Az (J„ c sopor thoz n2 infinitezimális ope rá to r t a r toz ik , míg az SUn csopor t 
esetében az ilyen ope rá to rok száma n2 — 1 (ez utóbbi o p e r á t o r o k át lósösszege zérus); 
n2 az n-soros , n-oszlopos függet len he rmi t ikus mát r ixok számát , n2 — 1 pedig az 
л-soros, / / -oszlopos függe t len , zérus á t ló s összegű he rmi t i kus mát r ixok számát 
ad ja meg. 
Vizsgáljuk meg most konkré ten az t / 2 / + 1 csoport ope rá to ra i t a <p(lm) egyré-
szecske függvények terében. A ( 2 / + 1 ) 2 s z á m ú infinitezimális operá tor , ill. matrix 
megválasztása nagyon sokfé leképpen t ö r t énhe t . A legegyszerűbb: bevezetni az 
E 
matr ixoka t , melyekben az mm' helyen 1, a t ö b b i helyen pedig zérus áll. E k k o r í rha tó : 
(/m"'\Emm.\lrn") = öm.m.,ömm...; ( 3 . 4 ) 
ezen o p e r á t o r o k felcserélési összefüggései: 
I'm''m'''] Ö m ' m " E m m ' " b m m " r E m " m ' . (3. 5) 
M á s k é p p e n eljárva, az infinitezimális o p e r á t o r o k a t fo rgásokka l s zemben muta-
to t t viselkedésük alapján osz tá lyozha t juk . Másképpen szólva (Racali nyelvét alkal-
mazva) infinitezimális o p e r á t o r o k n a k irreducibil is t enzo rope rá to roka t vá lasz tha-
tunk . Az z/J irreducibilis t enzorope rá to r matr ixelemére a Wigner — Eckar t - té te l a 
( I m \ u l \ l m ' ) = C l Z r q - A A M (3.6) 
kifejezést szolgál ta t ja . Az (/||í7r | |/) tényező csupán a m á t r i x o k közös n u m e r i k u s 
együ t tha tó j ának szerepét j á t s z a , s így az á l ta lánosság kor lá tozása nélkül egynek 
választható . 
Itt r lehetséges ér tékei : r = 0 , 1 , 2, . . . , 2/, ezenkívül q = r, r— 1,..., — r; egyéb-
ként az o p e r á t o r eltűnik. K ö n n y ű látni, h o g y az ilyen ope rá to rok s z á m a éppen 
( 2 / + !)2 , ugyanannyi , mint az Emm. o p e r á t o r o k é . 
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Az operá torok e két alaprendszerének kapcsolata: 
W 
У 21+ 1 „Í7„ 
^ fim r 
+ ^Im'ra*-i ' q^mm' • (3. 7) 
Innen levezethetjük az 
R" (3.8) 
felcserélési összefüggést. 
Ahhoz, hogy megkapjuk U 2 l + 1 е8У alcsoportját , ki kell választanunk ezen 
operátorok egy alsorozatát, mely kommutációval szemben zárt. E célra az urq bázis 
használata a célszerűbb. Közvetlenül látható, hogy r" = 0 sohasem léphet fel a j o b b 
oldalon: ahhoz ugyanis, hogy r" — 0 fellépjen, egyrészről r = r' volna szükséges, 
másrészről azonban ekkor a j o b b oldalon a kapcsos zárójel eltűnik. Eszerint vala-
mennyi uq operá tor , kivéve wg-at, egy csoportot generál, mely egyszerűen SU2l+i. 
Továbbá, ha r = r' = l, csak az r" — 1 érték lép fel. Eszerint a három urq operátor 
is egy csoportot generál, amely éppen R3. Tudjuk ugyanis, hogy R3 infinitezimális 
operátorai: a há rom impulzusmomentum-operátor , vagyis egy vektor három kom-
ponense, nekünk pedig egyetlen vektor áll rendelkezésünkre: u\. 
Mindeddig nem ju to t tunk új ismeretek birtokába a bevezetett operátorok 
segítségével. Az R3 csoportot magában foglaló G alcsoport megkeresésének problé-
máját azonban visszavezettük az uq operátorok egy olyan alsorozatának kiválasztá-
sára, mely kommutációval szemben zárt, ezenkívül magában foglalja az u\ operátoro-
kat. Ha r' = 1, úgy a j obb oldalon csak az r" =r érték jelenik meg, de általában 
q" +q. Ebből következik, hogy ha az uq operátorral együtt valamely másik tenzor-
operátor bármelyik komponensét besoroljuk a kiválasztandó alcsoportba, úgy ez 
utóbbi tenzoroperátor valamennyi komponensét ki kell választanunk. A probléma 
tehát erre redukálódik : r milyen értékeit kell kiválasztanunk, hogy az operátorokat 
magában foglaló, kommutációval szemben zárt sorozatot nyer jünk? 
A párat lan r-hez tar tozó urq operátorok teljesítik ezt a feltételt: ha ugyanis r és 
r' páratlanok, a kapcsos zárójel eltűnik, hacsak r" maga is nem páratlan. Az operá-
torok ezen sorozata a 2 / + 1 dimenziós ortogonális t ranszformációk (valós unitér 
transzformációk) csoportját , az R2Í + { csoportot generálja. Ezen csoporttal szemben a 
képlettel megadot t „kétrészecske-skalárszorzat" invariáns. Ha az U 2 l + , csoport 
transzformációiról R2i+i t ranszformációira szorítkozunk, az Í / 2 Í + 1 csoport [ / ] 
irreducibilis ábrázolásaiból ál talában reducibilis ábrázolásokat nyerünk. A kireduká-
lás folyamatában szerepe van a tenzorok kontrakciójának (tekintettel а Ф skalár-
szorzat invarianciájára); a kiredukálásra vonatkozó szabályokat Littlewood adta 
meg. Az R2l+, csoport irreducibilis ábrázolásait /egész szám sorozata (<т,, ст2, ..., a,) 
jelzi, mely a kontrakciók elvégzése eredményeképpen kapot t tenzor szimmetriájára 
jellemző. 
Minthogy a p-héjban / = 1 , R2I+1 = R3, itt az eddigi osztályozáshoz semmi 
újat nem tudunk hozzátenni. Tudjuk azonban, hogy ebben a héjban az [ / ] és L 
indexek ma jdnem teljes osztályozást tettek lehetővé. 
Ф ( L = 0) 
v21+1 2 ' )"' 9 m ( 1 ) <7 - m (2) m 
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A //-héjban mos t f e lhaszná lha t juk [8] a c s o p o r t o k (У5—Л5 — A 3 l áncola tá t . 
Az á b r á z o l á s indexei : [ / ] (<t,<t2)L, me lyek értékeit a 7. táb láza t közli . A iP konfi-
gu rác ió két [21] s z immet r i á jú D á l l apo ta különböző' (а
к
о2) indexeket k a p o t t : egyikük, 
az (10) á l lapot , Rs h a t á s á r a egyrészecske-á l lapotként t r a n s z f o r m á l ó d i k , a más ik , 
(21) á l l a p o t t r a n s z f o r m á c i ó s jellege b o n y o l u l t a b b . 
v i t . TÁBLÁZAT 
к 1/1 (tflíTl) L 
1 Hl (10) D 
2 [2] (00) S 
(20) DG 
[Hl d l ) PF 
3 [3] (10) D 
(30) SFGI 
[21] (10) D 
(21) PDFGH 
[III] d l ) PF 
3. 3. A jk konfiguráció 
M a j d n e m teljesen a z o n o s el járás köve the tő a jk konf igurác ió ese tében is [7]. 
Az и
д
 (r = 0, 1 ,2 , ...,2j) o p e r á t o r o k b ó l indulunk ki, melyek az U2j+, c s o p o r t o t 
gene rá l j ák . Az u° o p e r á t o r t kirekesztve az SU2j+i c s o p o r t adódik , az u\ o p e r á t o r o k 
pedig i smét R3-at í r ják le. Az r p á r a t l a n értékeihez t a r t o z ó urq o p e r á t o r o k ismét 
zár tak k o m m u t á c i ó v a l szemben s így t / 2 ; + 1 - n e k egy a l c sopor t j á t gene rá l j ák , mely 
t a r t a l m a z z a R 3 - a t és vá l toza t lanu l h a g y j a a 
Ф (J = 0) = — L = 2 ( - lV'-m <Pm ( О 4>-m (2) 
F 2 / + 1 ». 
ké t részecske-ska lá r szorza to t . 
Ez a z invar iáns a z o n b a n an t i s z immet r ikus m á s o d r e n d ű tenzor a 2y'+ 1 d imenziós 
té rben , míg az lk kon f igu rác ió t á rgya lásáná l szerepelt Ф ( £ = 0 ) s z immet r ikus tenzor . 
Ez közve t lenü l abból következik , hogy m í g / egész, j feles. Azt a c s o p o r t o t , amely 
ezt az an t i s z immet r i kus a l a k o t vá l toza t l anu l hagyja, sz implek t ikus c s o p o r t n a k neve-
zik és Sp2j + 1 -gyei j e lö l ik . Ennek irreducibi l is áb rázo l á sa i j + \ egész számmal 
j e l l e m e z h e t ő k : ( 0 , , 0 2 , . . . , 0 J + ^ ) . A k i r e d u k á l á s most is (az an t i s z immet r ikus ska lá r -
szorzat i nva r i anc i á j ának fe lhasználásával elvégzett) k o n t r a k c i ó k segítségével tö r tén ik , 
s a 8. t á b l á z a t mu ta t j a a c sopor tok U2J+1 ~*Sp2j+1 — R3 l ánco la tának f e lhaszná lá sá -
val a d ó d ó osztá lyozás t . 
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VIII. TÁBLÁZAT 
к 
Г / 1 T ( e * e e d J 
1 H l 1 / 2 ( 1 0 0 ) 5 / 2 
2 [ 2 ] 0 ( 2 0 0 ) 1 , 3 , 5 
[ И ] 1 ( 0 0 0 ) 0 
( П О ) 2 , 4 
3 [ 2 1 ] 1 /2 ( 1 0 0 ) 5 / 2 
( 2 1 0 ) 1 / 2 , 3 / 2 , 5 / 2 . ( Т / 2 ) - 9 / 2 . 1 1 / 2 , 1 3 / 2 
[ 1 1 1 ] 3 / 2 ( 1 0 0 ) 5 / 2 
( 1 1 1 ) 3 / 2 . 9 / 2 
Mind itt, mind az lk konfigurációban a szenioritás szóval jelöljük ama tenzor 
j + i 
rendjé t , amely a kontrakciók elvégzésének eredményeképpen előállt: v = 2 
I " i = 1 
ill. = 2 ff,. 
I=L 
Megjegyezzük, hogy már h á r o m részecske esetén is a csopor tok felhasznált 
láncolata nem bizonyul elégségesnek a két 7 = 7 / 2 ál lapot szétválasztására, s a részecs-
keszám növekedtével a helyzet t ovább romlik. Ilyen esetekben önkényesen kell 
e l járnunk, hogy az ilyen á l lapotoka t is osztályozzuk. 
Az / és j kvantumszámok magasabb értékeire további közbenső csopor tok 
ta lá lhatók, melyek segítséget je lentenek az osztályozásban, de ezek az eljárások 
sohasem teszik lehetővé, hogy az összes függvényt teljesen szétválaszthassuk az ábrá-
zolási indexek segítségével. 
Most tegyük fel a kérdést: hasznos-e fizikai szempontból az ilyen osztályozás. 
Feltételezve, hogy a konfigurációk keveredése figyelmen kívül hagyható, azt szeret-
n é n k tudni, vajon az így bevezetett indexek diagonalizá!ják-e a kétnukleon-kölcsön-
ha tá s t . Feltehetjük azonban e helyett azt a kérdést is, hogy milyen kölcsönhatás 
esetén jó kvantumszámok az ábrázolás i indexek. Erre az utóbbi kérdésre egészen 
ál ta lános válasz adha tó . 
Valamennyi vizsgált csopor thoz tartozik az infinitezimális operá torok egy-egy 
kvadrat ikus a l ak ja [10, 11], az ún. Casimir-operátor , mely a csoport valamennyi 
operátorával kommutá l . Más szavakkal : a Casimir-operátor a csopor t szempontjából 
skalár . továbbá az irreducibilis ábrázolásokban át lós alakú és egy adott ábrázolás 
valamennyi függvényéhez azonos sajátértéke tar tozik, s ez a sajátérték egyszerűen 
az ábrázolási indexek függvénye. Az r3 csopor tban például j2 a Casimir-operátor ; 
ennek sajátértékei j ( j + I) a l akúak , rögzített , / mellett valamennyi m-hez ugyanazon 
sajátérték tartozik s a j k ü l ö n b ö z ő értékeivel jellemzett á l lapotokat összekötő 
matrixelemek e l tűnnek. 
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A Sp2j+l csoport Cas imir -operá tora к részecske esetén: 
G = Z (2r+l)(U'-U'), ( 3 . 9 ) 
r (pára t lan) 
к 
ahol Urq = urq{i) a ^-részecskerendszer infinitezimális ope rá to r a . A 
i = 1 
G= Z ( 2 R + L ) I 2 И 0 - " Г ( 0 ) + 2 I Í ' O ^ Ü ) ) 
r ( p á r a t l a n ) ( . 1 = 1 i < j ) 
képle a Casimir-operá tor t két tag összegeként állí t ja elő: az első helyen egy egyré-
szecske-tag áll, melynek ér téke a konfiguráció összes á l lapota i ra azonos, va lamint 
egy kétrészecske-tag. Ha a magerőke t leíró kölcsönhatási o p e r á t o r olyan, hogy 
kétrészecske-matrixelemei megegyeznek az itt szereplő Z (2r + l ) ( t f ( i ) u r ( j ) ) 
r ( p á r a t l a n ) 
kétrészecske-operátor matrixelemeivel, úgy a Á-részecske-rendszerben a magerők 
matrixelemei egy additív á l landótól eltekintve megegyeznek a G Casimir-operátor 
matrixelemeivel. Ilyen erők esetén az ábrázolásokat jellemző indexek jó kvan tum-
számnak bizonyulnak. 
A kétrészecske-operátor lényegében megegyezik a két részecskéhez t a r tozó 
Casimir-operátorra l . Spek t rumában az impulzusmomentum valamennyi értéke elfa-
ju l t , kivéve a J (vagy L) = 0 á l lapo to t . Ez éppen az 
(mm'\H\mm) = GÔ{m, —m)ö(m, - m') ( - 1 )'" + 
képlettel definiált, „pá rkö l c sönha t á s t " leíró Hami l ton-operá tor szolgáltatta spek t rum 
[12] tiszta konfigurációban. M á s szavakkal, a párkölcsönhatás tiszta lk (vagy jk) 
konfigurációban az R2l+l (vagy Sp2j+l) c sopor tnak megfelelő osztályozásra vezet. 
Ez még mindig egy igen formál is kölcsönhatás-t ípus, spek t ruma azonban meg-
lehetős hasonlóságot mutat a rövid hatótávolságú erők esetén a d ó d ó spekt rummal . 
A <)-kölcsönhatás például a kétrészecske-rendszerben a következő energiákra vezet : 
l. vagy J d1 P (7/2 У 
0 1 1 1 
2 
о 
0,27 0.25 
4 0 0.18 0,12 
6 
— 
0,24 0,06 
Az energiaértékeket úgy n o r m á l t u k , hogy a zérus impulzusmomentumhoz t a r tozó 
energia értéke egységnyi legyen. Látha tó , hogy a d2 esetben a kívánt elfajulás pon to san 
bekövetkezik, s még a többi pé lda esetében sem túl nagy az eltérés. A kapot t ered-
mény így is kifejezhető: A kétrészecske-ál lapotokban a két egyrészecske-függvény 
átfedése J (vagy L) = 0 esetén a legerősebb. Ekkor , feltéve, hogy az e rők hatótávolsága 
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nem túl nagy, azt kell várnunk, hogy a fent megadot t osztályozás fizikai szempontból 
megfelelő, a legkisebb szenioritású állapot fekszik a legmélyebben. Egy páros-
páros magban eszerint a legalacsonyabban fekvő állapothoz zérus szenioritás és így 
J = 0 tar tozik, egy páratlan magban viszont a szenioritás 1, az impulzusmomentumra 
pedig J=j (vagy L=l) adódik. A j—j csatolás esetében ezek a megállapítások 
megegyeznek a korai egyrészecske-modell alapján tett kijelentésekkel, mely feltételezi, 
hogy a nukleonok páronként zérus impulzusmomentumot adva kapcsolódnak 
össze. Egyes esetekben azonban pl. a különböző momentumoknak az I szenioritású 
ál lapotokban számított értékei az antiszimmetrizálás következtében jelentékenyen 
eltérnek az egyrészecske-értékektől. 
A származási együtthatók 
Miután megadtuk valamely konfiguráció valamennyi á l lapotának definícióját, 
a csoportelméleti tulajdonságok alapján, elvben megvan a lehetőség rá, hogy explicite 
megszerkesszük az ezen ál lapotokat leíró sokrészecske-függvényeket. А к > 2 esetben 
azonban ezt mellőzzük, és az egy- vagy kétrészecske-operátorok matrixelemeinek 
számítására a származási együtthatók módszereit használjuk fel. 
Legyen 
ф az 1, 2, 3, ..., к részecskéket leíró antiszimmetrikus függvény, 
ф az 1, 2, 3, .... к - 1 részecskéket leíró antiszimmetrikus függvény, 
(p pedig egy a /r-adik részecskét leíró egyrészecske-függvény. Ezek felhasználásá-
val í rható: 
Ф=2(ф\>Ф){Ф,<Р}- (3 .10) 
41 
Itt а {ф, <f } szimbólum а ф és (/ függvényekre alkalmazott vektorösszeadási műveletet 
jelöl, melynek célja, hogy a függvények nyert kombinációja а ф-Ъеп szereplő kvantum-
számokkal rendelkezzék. (E kvantumszámok j — j csatolás esetén: T, J, L - - S csatolás 
esetén pedig Г, S és L). 
Az összes részecskében antiszimmetrikus ф függvény nyilván előállí tható a 
(3. 10) a lakban , hiszen ф-пек természetesen egyszersmind az első к — 1 részecskében 
is antiszimmetrikusnak kell lennie s a j obb oldalon álló összeg kiterjed valamennyi, 
az első к — I részecskében antiszimmetrikus ф függvényre. А (ф\У-ф) számok neve: 
„származási együttható". 
к 
Határozzuk meg a Q = 2 Qi egyrészecske-operátor mátrixát a Tr-részecske-
i = I 
rendszerben. í rhat juk: 
(ф'\0\ф)=к(ф'\д
к
\ф)=к2(ф\>ф1(ф\>ф)({ш№к\{ф<р})- (3- И ) 
I« 
Itt figyelembe vettük, hogy ф és ф' antiszimmetrikus függvények. Minthogy ф az 
utolsó, /г-adik részecskét nem tartalmazza, valamely meghatározot t csatolási szkémát 
választva s Qk-1 tenzoroperátorokkal kifejezve, a (3. l l ) -ben szereplő matrixelem 
kifejezhető egyedül az utolsó részecskére vonatkozó matrixelemek, továbbá Racah- és 
Wigner-együtthatók segítségével. 
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к 
A H = 2 Нц skaláris kétrészecske-operátor esetében írható: 
i<j 
kik — 1 ) I 
(ф'\н\ф)=-2-—'-(Ф'\н,2\ф) = - k ( k - \ ) 2 2(Ф'\>Ф'НФ\>Ф)№'\н12\Ф). 
^ £ ч/ ф 
Н а H= " у f e n n á l l : (уГ\Н\ф) = \ ( * - \)(k-2)(ф'\Н12\ф), s í gy 
I < j a 
(П н\ ф ) = ( у г у ) 2 2®'\>Ф')®\>ФШ\н\ф). (3. Щ 
Itt a ^-részecske-rendszerre vonatkoztatot t mátrixot а (к — 1 )-részecske-rendszerre 
vonatkozta tot t matrix segítségével fejeztük ki. Másképpen is el járhatunk azonban: 
bevezetjük a kétrészecske származási együtthatókat . Legyen 
ф az 1, 2, 3, ..., к — 2 részecskéket leíró antiszimmetrikus függvény, 
0 pedig a k— 1, к részecskéket leíró antiszimmetrikus függvény. 
Ekkor í rható: 
Ф = 2 ® , в \>Ф){Ф,в}. (3.13) 
Ezt felhasználva kapjuk: 
kik — П 
(ф'\н\ф)= y } 2 {$,0\>ф')(ф,0\>ф)(0'\н
к
_
ик
\0). 
z
 v.o.e' 
Ez a képlet a ^-részecske-rendszerre vonatkoztatot t mátrixot a kétrészecske-rendszer 
matrixelemei segítségével fejezi ki. Kéttest-erők matrixának számítására ez az eljárás 
előnyösebb, bár a (ip, 0\>-ф) kétrészecske származási együtthatók kiszámítása nagyobb 
nehézségekkel jár . 
Ezen együtthatók kiszámításának leírására, mely az á l lapotok definiálására fel-
használt csoport-operátorok segítségével történik [6], [10], [13], [14], itt nem térek 
ki. Csupán annyit jegyzek meg, hogy faktorizálhatók. Például L S csatolásban 
í rha tó : 
(у\>ф) (/" -1 [ / ] yk\>lk m yk) ( [ / ] TS I >- [ f ] TS) ; 
"in 
у—у csatolásban viszont az egyes tényezők J-re, ill. T-re vonatkoznak. A TS szárma-
zási együtthatók / bármely értéke mellett felhasználhatók. A y a többi kvantum-
szám, így az R s csoport ábrázolását jellemző indexek jelölésére szolgál. A külön-
böző tényezők számítására az U2l+l. R2i+i és R} csoportok operátorait használják 
fel, kihasználva azt a körülményt, hogy valamely csopor t egyazon irreducibilis 
ábrázolása szerint t ranszformálódó függvények az illető csopor t operátorai segítségé-
vel egymásba átvihetők, míg ugyanez különböző irreducibilis ábrázolások szerint 
t ranszformálódó függvények esetében nem lehetséges. A legnagyobb L-értékhez 
tar tozó együtthatók rendszerint triviálisan adódnak, s a csoport operátorai segít-
ségével végzett szukcesszív eljárással innen indulhatunk el. Azok az állapotok, 
amelyeket a csoport nem választ szét, itt a határozat lannak maradó származási 
együtthatók önkényes megválasztásával definiálhatók. A származási együtthatók 
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kiszámí tása a l eg több olyan rendszer esetében m e g t ö r t é n t , melyek ese tében a számí-
t á sok kézi számológéppe l elvégezhetó'k. 
Mos t á t t é r ü n k a konf igurác iók keveredésének t a n u l m á n y o z á s á r a ; k ü l ö n ö s k é p p e n 
egy olyan csatolás i szkémával f og l a lkozunk m a j d , amely forgási s p e k t r u m o k fellép-
tére vezet [17], [18]. I smer te tünk egy módszer t [19] a mat r ixe lemek számí t á sá ra , 
mely elkerüli a származás i e g y ü t t h a t ó k haszná la tá t . 
3.4. Konfigurációk keverése 
M á r hosszú idő óta (1952) ismeretesek kísérleti a d a t o k , melyek h a t á r o z o t t a n 
m u t a t j á k fo rgás i á l l apo tok létezését nehéz m a g o k b a n , kü lönösen az A ~ 180 ta r -
t o m á n y b a n , ahol is az egyrészecskemodel lből a d ó d ó értéket s o k s z o r o s a n felül-
m ú l ó k v a d r u p o l m o m e n t u m o k a t figyeltek meg. Ebben a t a r t o m á n y b a n nagyszámú 
héjmodel l -sz in t van egymáshoz közel s így nem v á r h a t ó , hogy itt a hé jmodel l j ó 
e r edményekre vezessen s zámo t t evő konf igurác ió-keverés nélkül . A k ö n n y ű m a g o k 
esetében a z o n b a n a héjmodel l s ikeresnek bizonyul t , nemcsak a zár t hé jak közvet-
len környeze tében , hanem az egész 1/7-héjban és a c/í-héjban is, a m e d d i g számítá-
sok t ö r t é n t e k : A = 19-ig. 
I d ő k ö z b e n (1956) jóva l k ö n n y e b b a t o m m a g o k b a n is figyeltek meg forgási 
á l l a p o t o k a t , pl. a Mg2A m a g b a n , mely meglehetősen közel fekszik a h h o z a ta r to-
mányhoz , ame lyben a hé jmodel l a l a p j á n végzett számí tások oly s ikereseknek bizo-
nyul tak . Fe lve tődö t t t ehá t a kérdés , v a j o n k i a d ó d h a t n a k - e fo rgás i s p e k t r u m o k 
a héjmodel l a l a p j á n végzett számí tásbó l . Természe tesen a hé jmode l lben rendelkezé-
sünkre áll az á l l apo t függvényeknek egy teljes rendszere , amelynek fe lhasználásá-
val bármi lyen mozgás - t ípus le í rható . Itt a d ö n t ő kérdés az, hogy a forgás i spekt ru-
m o k k i a d ó d n a k - e a konf igurác ió -keverés a m a t ípusa mellett , amelye t a könnyű 
m a g o k r a v o n a t k o z ó a n a hé jmodel l a l ap j án végzett s z á m í t á s o k b a n rendes körü l -
mények közö t t t ek in te tbe vesznek : az oszci l látor po tenc iá l te rében a z o n o s energiá-
val r ende lkező konf igurác iók keveredése mellett . H a a forgási s p e k t r u m o k csak 
igen magas konf igurác iók s z á m o t t e v ő keveredésének tekinte tbevéte le esetén jelent-
keznének, ez a r r a m u t a t n a , hogy e m a g o k már a hé jmodel l a l k a l m a z h a t ó s á g á n a k 
ha tá ra in kívül fekszenek. Két eset lehetséges t e h á t : vagy f e l m o n d j a a szolgálatot 
a hé jmodel l az F19 és Mg2A m a g o k közöt t , vagy pedig a hé jmodel l keretei közö t t 
lehetőség nyí l ik a r ra , hogy a forgás i á l l a p o t o k a t te rmészetes m ó d o n leír juk. Te-
kintettel a hé jmode l lnek a p - h é j b a n elért sikereire, e lehetőségek közül az első való-
sz ínűt lennek lá tszot t . A hé jmodel l és a forgás i model l egyidejű a l k a l m a z h a t ó s á g á r a 
világos pé ldá t szolgá l ta to t t az F19 mag , melynek m e g g y ő z ő erejét az sem csökken-
tet te , hogy a Ni lsson-model l t e m a g r a a lka lmazva szükségesnek m u t a t k o z o t t a 
forgási sávok s zámot t evő keveredésének feltételezése. Eszerint pl. a Mg24 m a g 
esetében va lósz ínűnek látszik, hogy a d3, d7s, d6s2, ... konf igurác iók keveredésének 
tekintetbevételével végzett részletes hé jmode l l - számí tás egyszerű forgás i s p e k t r u m -
hoz vezetne, ha az itt szereplő, nagyságrendben 100-adrendű m a t r i x o k a t á t lós 
a l ak ra h o z n á n k . Ilyen egyszerű e r edményhez a z o n b a n nyi lvánva lóan egyszerűbb 
ú ton is el kell t u d n u n k ju tn i . 
T u d j u k , hogy a k ö n n y ű m a g o k b a n közbenső csa to lás t kell a l k a l m a z n u n k , 
egyidejűleg figyelembe véve a n u k l e o n o k centrál is kö lc sönha tá sá t és a spin-pálya-
kö lcsönha tás t . Úgy látszik a z o n b a n , hogy az u tóbb i , m in thogy egyrészecske-erőt 
ír le, nem já t sz ik d ö n t ő szerepet a forgás i á l l a p o t o k k ia lakulása s z e m p o n t j á b ó l . 
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Ennek megfelelően L —S csatolást feltételezve látunk munkához, s a spin-pálya-
kölcsönhatást később vesszük figyelembe. A páros-páros magokra már a tiszta 
L —S csatolás határesetében is összehasonlíthatjuk eredményeinket a tapasztalat-
tal. Várható, hogy e magokban az L —S csatolás meglehetősen j ó közelítésben 
megvalósul, minthogy itt a legalacsonyabb színekre 5 = 0 s így a spin-pálya-erő 
nulladrendben nem ad zérustól különböző járulékot. Az „a-rész" magokban, melyekre 
N = Z= páros, e közelítésnek különösen jónak kell lennie, minthogy a két legala-
csonyabb szupermultiplett jól elkülönül egymástól. Ezeket a megállapításokat a 
/ j-héjban a Be* és C 1 2 magok megerősítik. 
Ha a i/í-héjban fellépnek a forgási ál lapotok, jelentkezésükre a /j-héjban is ter-
mészetes dolog számítani. Itt az energiákat L —S csatolás esetére Feenberg és Phil-
lips [15] számította ki 1937-ben. Ezek az energiák adot t [ / ] mellett ténylegesen 
L(L + l)-gyel arányosak s itt az L értékek pontosan azok, amelyeknek egy forgási 
sáv esetében fel kell lépniök; mindazonáltal ezek a sávok L meglehetősen kicsiny 
értékei mellett érnek véget. A Be* mag [4] állapotai esetében pl. L lehetséges értékei: 
0,2 és 4, ez egy K = 0 sáv, mely L = 4 - n é l véget ér. 
Az energiaszintek L{L+1) alakú függése elemi úton kiadódik a p-héjhoz 
ta r tozó / érték kicsinységét figyelembe véve: később azonban látni fogjuk , hogy a 
szintek ilyen /.-függésének ál ta lánosabb a jelentősége. A /j-héjban két részecske 
számára az / . = 0 . 1 és 2 térbeli ál lapotok lehetségesek. Könnyű közvetlenül felírni 
három kétrészecske-operátort, melyek a Á-részecske-rendszerben közvetlenül ki-
értékelhetők. Ezek: 
1=2 hp a kétrészecske-egységoperátor ; 
• <J 
M = 2 Л у a Majorana-operá tor (permutációs operátor) ; 
' < j 
l=2(h-h)= Í ( L 2 - 2 w -
i<j Z. i 
Ezek közül az első kettő független /.-tői, a harmadik sajátértékei pedig 
j [L(L+ 1 ) — « / ( / + 1 ) ] a lakúak. Bármely kéttest-operátor felírható e három operá-
tor lineáris kombinációja a lakjában, s így bármilyen kölcsönhatás mellett a kölcsön-
hatási energia adott [ / ]-re / . ( / , + l ) - g y e l arányosan változik. A felírt három operá-
tor közül a két utóbbi lényegében nem más, mint a p-héj ál lapotainak osztályozá-
sára felhasznált U3, ill. R} csoport Casimir-operátora. 
Látha tó tehát, hogy forgási spektrumok a p-héjban, L —S csatolás feltételezése 
mellett valóban jelentkeznek, bár nem ju tnak különös határozottsággal kifejezésre 
az alacsony levágás, a spin-pálya-erők hatása, valamint a szintközök nagy értéke 
következtében. A d-héj esetében hasonló megfontolásokat végezve forgási állapotok 
nem jelentkeznek, tudjuk azonban, hogy az 1 d és 2s energiaszintek közel vannak 
egymáshoz s itt a konfigurációk erősen keverednek. Lehetséges tehát , hogy ha 
figyelembe vesszük a konfigurációk keveredését, kiadódnak a forgási spektrumok. 
Ezért most visszatérünk a csoportelméleti módszerekhez s megvizsgáljuk, lehet-e 
találni a kevert konfigurációk esetében olyan csoportelméleti osztályozást, mely 
fizikai jelentéssel bír, abban a reményben, hogy ily módon eljutunk a forgási ál-
lapotok leírásához. 
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Fogla lkozzunk az /„ és lh p á l y a m o m e n t u m ű térbeli á l l apo tok keverésével. 
Az egyrészecske-függvények most egy ( 2 / 0 + 1 ) + (2/fc + I) d imenziós teret feszíte-
nek ki, s az ezen függvényeket egymás közöt t t r ansz fo rmá ló unitér t r ansz fo rmác iók 
c sopor t j a most az U2ia + 2ib + 2 c sopo r t . Abból a célból, hogy ennek a lcsopor t ja i t 
t a n u l m á n y o z z u k — hasonlóan a t iszta konf igurác iók esetében követe t t e l járáshoz 
bevezet jük az infinitezimális o p e r á t o r o k egy soroza tá t . Most természetesen több 
indexre lesz szükség: az /-értékeket és az /w-értékeket egyaránt meg kell a d n u n k . 
Vezessük be az urMl') o p e r á t o r o k a t — a tiszta konf igurációk esetében használt 
megfelelő ope rá to rok egyszerű á l ta lánosí tásával az 
О П И Ю = <3(/Г) <5 (/ ' /") (3.14) 
definíció a l ap ján . A felcserélési összefüggések: 
К ( / / ' ) , u*p(hh')] = Z } 2 r + 1 C, r ;p- (3 .15) 
r, V 
•{(-\y+s~rS(l'li) W(tslh'; rl')urv(lh')-d(lh') W(tsl'h\ iii')urv(li/')}. 
I smét bevezet jük az 
£ + ( / / ' ) = 2 «£ ( / / ' ; i) 
i — 1 
sokrészecske-operá tor t , ahol w j ( / / ' ; / ) az /-edik részecskéhez t a r tozó , fent definiált 
egyrészecske-operátor . Az Uq o p e r á t o r o k felcserélési összefüggései az uq operá-
torokéival a z o n o s a l a k ú a k ; ezek az ope rá to rok az összes részecskére egyidejűleg 
a lka lmazo t t unitér t r ansz fo rmác iók a lko t t a csopor t infinitezimális ope rá to ra i . 
Mos t ki szeretnénk választani ezen ope rá to rok soroza tából egy olyan alsoro-
za to t , amely egy R3-at magába fogla ló a lcsopor to t generál . Most két vek to rope rá to r 
t a l á lha tó ; könnyű azonban belátni , hogy R3 operá to ra i t , az i m p u l z u s m o m e n t u m -
o p e r á t o r o k a t az Lq = 2 V / ( / + 1 ) ( 2 / + l ) (%(//) képlet ad ja meg, aho l / az /„ és 
I 
lh ér tékeket veszi fel. 
Á l t a l ában , a pára t lan r-hez t a r t o z ó urq(IJh) + ( — \)ruq(lbla), va lamin t uq(l„lu) 
és uq(lhlb) ope rá to rok eleget tesznek a (3.3) csopor t - fe l té te lnek: kommutác ióva l 
szemben zá r t ak . Ezek az R2ia + 2ib + 2 c sopor to t generá l ják és a szenior i tás á l ta láno-
sí tását a d j á k kevert konf igurác iók esetére. A hul lámfüggvények ezen osztályozása 
elvezet egy egyszerű pá rkö lc sönha tá s d iagonal izá lásához , mindazoná l ta l a magerők 
esetében nem látszik megfelelőnek, amin t azt a következő példa is m u t a t j a . 
Vegyük szemügyre az 1 d és 2s szintek keveredését , ami a 1 6 < / í < 4 0 magok 
esetében fizikai szempontból kü lönös érdeklődésre t a r tha t számot . E k k o r a teljes 
uni tér c sopor t U6 a most emlí tet t a lcsopor t pedig Rb. Az osztályozás e k k o r a 3.2. 
szakasz módszereivel tö r ténhe t , a t r ansz fo rmác iók körét az Ub — Rb — R3 láncolat-
nak megfelelően rendre kor lá tozva és az egyes áb rázo lá soka t k i reduká lva . Az ered-
ményeket a 9. táblázat mu ta t j a . A két sz immetr ikus kétrészecske 5 á l l apo t egyikét, 
melynek explicit a lakja | iß {(í2) S } -+ ' -^ф {(r/2) S} , a szeniori tás zérus értéke jel-
lemzi. Ez a kombinác ió j ó közelítését ad j a rövid ha tó távolságú potenciá l diagonal i -
zá l á sakor a d ó d ó legalacsonyabb S á l l apo tnak , u g y a n a k k o r a z o n b a n az Rh csopor t 
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IX. TÁBLÁZAT 
к 1/1 (.a,a2a3) L 
1 HL (100) SD 
2 [2] (ООО) S 
(200) SD2 G 
H l ] (ПО) PDF 
3 [3] (100) SD 
(300) S2D2FG2I 
[21] (100) SD 
(210) P2DSF2G2H 
[111] (111) P2F1 
nem választotta szét a két D ál lapotot, amelyek egy kéttest-kölcsönhatás eredménye-
képpen erősen keverednek, a megfelelő energiasajátértékek pedig ha tá rozot tan 
elkülönülnek. Ezért ezt a csatolási szkémát elvetjük. 
Található azonban a ífc-héj ezen speciális esetében egy további alcsoport is, 
melyet a következő nyolc operátor generál : u\(dd), valamint — f i u2(dd) + 
+ 2{u2(ds) + u2(sd)}. Az operá torok száma, továbbá felcserélési összefüggéseik 
segítségével megállapítható, hogy ez a c sopor t : a háromdimenziós speciális unitér 
csoport, melynek jele: SU3. Ugyanezzel a csoporttal találkozunk, ha bármely 
elfajult oszcillátor-héj szintjeinek, pl. az (fp), (gds) stb. szintek keveredését vizsgál-
juk . Ez a csopor t szoros kapcsolatban áll az oszcillátor elfajulásaival és, amin t azt 
a következő fejezetben látni fogjuk, forgási ál lapotokra vezet. 
4. Az U3 csoport és a forgási állapotok 
Jauch és Hill [16] mutat ta ki, hogy egy я-dimenziós gömbi oszcillátor Hamil ton-
operátora felcserélhető az Un csoport operátoraival . A Hamil ton-operátor saját-
értékeit Un irreducibilis ábrázolásainak indexei jellemzik, s az ugyanazon irreduci-
bilis ábrázoláshoz tar tozó függvények elfajultak. Az U3 csoport eszerint szimmetria-
csoport ja a háromdimenziós oszcillátornak, a jó l ismert N oszcil látorkvantumszám 
pedig U3 ábrázolásá t jellemzi: [А00]. Egy részecske esetén csak teljesen szimmet-
rikus tenzorok képezhetők. Az (N + %)hco energiához ta r tozó hullámfüggvények 
tehát az U3 tér szimmetrikus tenzorai. Ha az alkalmazott t ranszformációk körét 
t / 3 - ról £ 3 - r a korlátozzuk, az ismert /-értékeket kapjuk. 
Az U3 szimmetriacsoport operátorai egyaránt kifejezhetők Descartes-féle vagy 
gömbi tenzor a lakban. Definiáljuk az oszcil látor-kvantumok keltő és e l tünte tő 
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operátorait az 
a:=(x-ib>px)/bV2, 
ax = (x + ib2px)/b\í2 s t b . ( 4 . 1 ) 
képletekkel; az ezekből képezett 
A,J = J (AFAJ + AJAT) ( 4 . 2 ) 
másodrendű Descartes-féle tenzor felcserélhető az oszcillátor 
h0 = 2 b2p2 + 2 y2 = axx + ауу + a= (4. 3) 
Hamilton-operátorával. Itt /', j = x, y, z. Az A
 u komponensekből képezett zérus 
átlósösszegű tenzor nyolc komponense kommutációval szemben zárt és az SU3 
csoportot generálja. Gömbi tenzorok használata esetén mindenek előtt felírhatjuk 
a H0 skalárt, az 
A x y ~ A y x = Ay:-Azy = iLx, A,x-Ax: = iLy (4. 4a) 
vektort, kapunk továbbá egy másodrendű tenzort, melynek komponenseit 0 , -va l 
jelöljük : 
O0 = 2Azz - Axx - Ayy, 02 + Q-2= Ű{Axx-A„), 
Qi + Q-1 = -i\b(Ayz + Azy), 0 2 - 0 _ 2 = i f 6(Axy + Ayx), 
Qx~Q-X = - Г б ( / ( : , + 4л. :), (4.4Ő) 
Az L vektor éppen az impulzusmomentum operátora , 0 ( / pedig így í rha tó : 
Q4 = 5 + (4 .5) 
ahol ö r , <[r a helyzetvektor, ő p , 4 p pedig az impulzus szögkoordinátáit jelentik. 
Például: 
0 o = {(2--2 - д г 2 - J 2 ) + b*(2p2z - p l ~p]))\2b2. (4 . 6 ) 
E szimmetriacsoport létezése magyarázatot ad arra, miért osztályozhatók bár-
mely oszcillátorhéj elfajult állapotai az U3 csoport segítségével. A következőkben 
figyelmünket az N = 2 c/s-héjra összpontosít juk. Először elvégezzük az ál lapotok 
osztályozását, azután megmutat juk, hogy az osztályozás fizikai szempontból meg-
felelő, végül pedig a hullámfüggvény előállítására egy egyszerű projekciós eljárást 
adunk meg, mely lehetővé teszi az energiamatrix egyszerű meghatározását , oly 
módon, hogy eközben a forgási állapotok jelegzetességei k idomborodjanak . 
4. I. Osztályozás az U3 csoport szerint 
A hat egyrészecske-függvény: s0, r/2 , dt, . . . , í /_ 2 egy hatdimenziós vektor-
teret feszít ki, a A'-részecske-függvények Ar-adrendű tenzorok. Ha képezzük ezen 
függvények meghatározott [ / ] permutációs szimmetriájú kombinációit, ezzel egy-
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szersmind elvégeztük az osztályozást U6 irreducibilis ábrázolásai szerint is. Ha 
most az alkalmazot t t ranszformációk körét a csopor tok Ub — SU3 — R3 láncola-
tának megfelelően egyre kisebb csopor tokra korlá tozzuk, bevezethetjük először az 
R3 csopor t majd az SU3 csoport (kp) ábrázolási indexeit (lásd a 2. 2 szakaszt). 
Az U b - ~ S U 3 kiredukálás eredményét Á S 3 - r a a 10. táblázat közli, melyet mindkét 
X. TÁBLÁZAT 
к (f] Up) 
1 H l ( 2 0 ) 
2 [2 ] ( 4 0 ) ( 0 2 ) 
[ 1 1 ] ( 2 1 ) 
3 w ( 6 0 ) ( 2 2 ) ( 0 0 ) 
[ 2 1 ] ( 4 1 ) ( 2 2 ) ( 1 1 ) 
[ 1 1 1 ] ( 3 0 ) ( 0 3 ) 
csopor t szorzatábrázolásainak a 3. 2. szakasz mintá já ra elvégzett t anu lmányozása 
a lapján lehet megkapni. Valamely egyrészecske-függvény felfogható mint egy hat-
dimenziós tér vektora vagy egy háromdimenziós tér másodrendű tenzora . A két-
részecske-függvények hatdimenziós térbeli másodrendű tenzornak vagy három-
dimenziós térbeli negyedrendű t enzo roknak tekinthetők. Az elvégzett kiredukálás 
megmond ja , hogy ado t t hatdimenziós térbeli [ / ] szimmetria mellett milyen három-
dimenziós térbeli (kp) szimmetriák léphetnek fel. 
Az SU3 — R3 esetben a ki redukálás hasonlóképpen végezhető el, s egy ál ta lános 
szabályra j u tunk . Ezen a ponton az U 6 csoportról teljesen megfeledkezhetünk és 
figyelmünket arra összpontos í tha t juk : milyen L értékeket foglal m a g á b a n a három-
dimenziós tér valamely (kp) sz immetr iá jú tenzora. Az eljárás pon tos megfelelője 
annak , amiko r a p-héjat tölt jük fel részecskékkel. Ha megnézzük, hányféleképpen 
szerkeszthetünk к számú p-részecskéből teljesen szimmetrikus (Я0) jelzésű, rögzí-
tett M-hez tar tozó á l lapotot , az az egyszerű eredmény adódik, hogy (20) mellett 
L = A, A —2, A—4, ..., 1 vagy 0 
lehetséges, attól függően, hogy A páros-e vagy pára t lan . Felhasználva a 
(A + 1, 0 ) X (1 , 0 ) = (A + 2 , 0 ) + (A, 1) 
képletet és ismerve a /<=0-val jel lemzett szimmetrikus ábrázolásban foglalt L ér-
tékeket, megál lapí that juk, hogy (Al) a 
L = A + l , A, A - l , ..., 2, 1 
értékeket tar ta lmazza. Folytatva ezt az eljárást p nagyobb értékeire, azt találjuk, 
5* 
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hogy (Л2) az 
Г 2 2 , О 
£ = / . + 2 , ; . + 1 , ; Л А - 1 , ( Я - 2 ) 2 , . . . |
 3 2 2 Г 
ér tékeke t ta r ta lmazza , aszerint , hogy л páros-e vagy pá ra t l an . 
Innen már leo lvasha t juk az á l t a l ános szabályt , hogy a k i a d ó d ó L értékek 
megegyeznek a forgási sávok egy so roza tának impulzusmomentum-ér téke ive l , 
amelyeke t a 
K = g,g-2, . . . , I v a g y O (4 .7a ) 
é r t ékek je l lemeznek ; ado t t К mellett L az 
L = K, K+\, ..., K + k ( 4 . 7 b ) 
ér tékeke t veszi fel, kivételt a K = 0 eset képez, amiko r L=k, k — 2, . . . , 1 vagy 0. 
A 4. 5 szakaszban egyszerű i n d o k o l á s t ta lálunk m a j d erre az e redményre . 
A z osztályozás kielégítő m é r t é k b e n teljes, a b b a n az é r te lemben, hogy valamely 
a d o t t (kg) ábrázo lás mindaddig , míg a részecskék száma ötnél kevesebb, nem lép 
fel egynél többször , s azután is a mult ipl ic i tások mindig magasan fekvő á l lapotok 
ese tében je lentkeznek és fizikailag érdektelenek. A (kg) és L indexek a d o t t értékei 
mel le t t talált á l l apo tok megkülönböz te tésé re szolgáló К indexnek a későbbiekben 
szigorú definícióját ad juk . 
4. 2. Összehasonlítás a héjmodell-hullámfüggvényekkel 
Vessük fel m o s t a kérdés t : megfelelő-e fizikai szempontbó l az osz tá lyozás? 
A sz immetr ikus ké t részecske-á l lapotok : 
Ф {(40) S} = iP{(s2)S} + iß{(d2)S}, 
Ф {(40) D} = / 9 /{(ds)D} + 
i 2 
A z ezekre o r togonál i s k o m b i n á c i ó k (02)-höz t a r toznak . A G-á l lapot teljes egészében 
d2 függvényeiből épül fel. A m e g a d o t t együ t tha tók oly m ó d o n nyerhe tők , hogy az 
i smer t a lakú G á l l apo tbó l az U3 c s o p o r t Qq ope rá to ra i segítségével D és S á l lapotot 
k é p e z ü n k . Az ily m ó d o n képzet t á l l a p o t o k n a k ugyanazon (40) áb rázo l á shoz kell 
t a r t ozn iok , min t amelyikhez a G á l l apo t tar tozik . 
A (40) S á l l apo t elég jó l megközel í t i a ké t tes t -kölcsönhatás diagonal izáiása 
ú t j á n a d ó d ó legmélyebb S á l l a p o t o t s átfedése az Rb szerint elvégzett osztályozásból 
a d ó d ó (00) S á l l apo t ta l 83%. A z U 3 szerint elvégzett osz tá lyozás a z o n b a n a két 
D á l l apo t közöt t is keveredést e redményeze t t és azt ta lá l juk, hogy a (40) D á l lapot 
ugyancsak jól megközelí t i a d iagonizá lás e redményeképpen a d ó d ó függvényt . 
Az U3 szerint elvégzett osz tá lyozásnak sz igorúbb p r ó b á j á t je lente t te a [4] 
négyrészecske-á l lapotok esetében elvégzett összehasonl í tás . Ezek az á l l apo tok vára-
k o z á s u n k szerint N e 2 0 a l acsonyan f e k v ő szintjeit í r ják le. Ilyen sz immetr ia mellett 
(kg) lehetséges ér tékei (80), (42), (04), (20); így négy 5 á l lapot , ö t D á l l apo t adódik 
sít. A héjmodel l -számításban az energiamatr ix felállítása tiszta konf igurác iókból 
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(dA, d3s, d2s2, ds3 és s4) képze t t állapotok a l apu l vételével t ö r t én t . A diagonal izálás 
az t adta e redményül , hogy a legmélyebb 5 á l l apo t 9 2 % - b a n a (80) áb rázo lás 5 
ál lapotából a d ó d i k ; a £>, G és 1 á l lapotok esetében a megfelelő' é r tékek: 99%, 
9 2 % és 99%. A konfigurációk keveredése igen lényegesnek b izonyul t : az 5 á l l apo t 
például 2 2 % - b a n a d4, 1 0 % - b a n a d3s, 4 1 % - b a n a d2s2 és 2 7 % - b a n az í 4 konf igurá -
cióból adódik . 
4. 3. A kvadrupol-erő 
Vessük fel most a k ö v e t k e z ő két összefüggő kérdést : Mié r t j ó közelítései а к 
legnagyobb é r t ékhez tar tozó U 3 hul lámfüggvények a hé jmodel l hul lámfüggvények-
n e k ? és milyen két tes t -kölcsönhatás esetén lesznek az U3 hu l lámfüggvények egzakt 
sa já t függvények ? 
A másod ik kérdés egyszerűen megválaszolható az U3 c s o p o r t Cas imir -operá to-
rának bevezetésével. Ez a h h o z hasonlóan tö r t én ik , amint az t a 3. 3 szakaszban 
te t tük. A Cas imi r -ope rá to rnak skalárnak kell lennie az R3 csoport ta l s z e mb e n ; 
ilyen tu l a jdonságú kvadra t ikus kifejezés k e t t ő van : (L-L) és (Q-Q). A Casimir -
operá tor t ezen mennyiségeknek az a kombinác ió ja állítja e lő , amely felcserélhető 
a Qg ope rá to rokka l is. A l k a l m a s normálást vá lasz tva , e redményü l a 
G = \{3(L-L) + (Q-Q)} ( 4 . 8 ) 
kifejezés a d ó d i k . A Cas imi r -operá to r sajátér tékeire Racah [20] a d o t t meg egy képletet , 
ame ly az su3 c sopor t esetében a következőt a d j a : 
<G> = g (kp) = (k2+kp + p2) + 3(k + p). ( 4 . 9 ) 
(Ez a képlet igen könnyen levezethető, G Descartes-féle a l a k j á t a 4. 4 szakaszban 
bevezetendő Descartes-féle a laprendszer vezérá l lapotára a lka lmazva . ) 
A G o p e r á t o r eszerint az U3 irreducibilis ábrázolásai szer in t t r ansz fo rmá lódó 
függvények rendszerében á t lós a l a k ú és valamely (kp) ábrázolás összes függvényeihez 
azonos sa já té r ték tartozik. H a ezen függvényekből ezen kívül még megha tá rozo t t 
impu lzus -momen tumú lineáris kombinác ióka t is képezünk, úgy (L-L) is á t lós a l akú 
lesz; következésképpen a (Q-Q) operátor is á t ló s , sajátértékei ped ig 
((Q-Q)) = 4g(kp) — 3L(L + 1). 
A z átlós a lakú (Q-Q) o p e r á t o r sajátértékei a d o t t (kp) mellet t lá thatóan a forgás i 
sávok jól i smer t , L(L+ l )-gyel megadott impu lzusmomentum-függésé t m u t a t j á k . 
Figyelembe véve az r és p ope rá to rok ekvivalenciáját a h a r m o n i k u s oszci l látor 
esetében, (4. 5) a lapján egy oszcil látor-héjon belül minden egyes részecskére í r h a t ó : 
Q Á 0 = ~r2(i)Y2(Qr(i), cpr(ij). ( 4 . 1 0 ) 5 
Egy oszcil látor-héjon belül t e h á t fennáll : 
(Q-Q) = ^ Z r 2 0 r > 2 (j)(Y2 (/)• Y 2 (y) ) + egyrészecske-tagok 
3
 ij 
= HZf2(i)r2(j)P2(cosOiJ) + „ „ (4 .11) 
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Ennek a l a p j á n megál lapí tha t juk , hogy az egyrészecske-tagoktól e l tek in tve az 
r2(i)r2(j) r ad iá l i s függéssel rendelkező kvad rupó l - e rő vezet az U} függvényekhez , 
valamint fo rgás i spek t rum felléptéhez; legmélyebben g(pX) legnagyobb értékeivel 
jellemzett á l l apo tok fekszenek . 
A h h o z , hogy két ké rdésünk közül a z elsőre is m e g a d j u k a választ, m e g kell 
k ísére lnünk kapcsolatot ta lá ln i a kvad rupó l -kö l c sönha t á s és a mage rők között . 
Nyi lvánvaló dolog, hogy bármilyen kö lcsönha tás i potenciál kifejthető mul t ipó lusok 
szerint s ezek közül egy oszc i l lá tor -konf igurác ióban csak a páros rendűek já t szanak 
szerepet; i smeretes ezen k ívül , hogy a sz in tek felhasadása szempont jábó l a monopo l -
tag f o n t o s s á g a viszonylag csekély. A (4. I I ) képletben szerep lő radiális f ü g g é s egy 
a távolság negyedik h a t v á n y á v a l a r á n y o s kölcsönhatási potenciál mel le t t adódik 
ki. Fenná l l : 
r t j = (rf + r j - I r ^ j cos 0
и
)2 = 
= r í + r 4 + 3 r f r j + 3 rf r j P2(cos 0y) — 4 ( r ? + r j ) r f r ^ c o s . (4. 12) 
Ezen t a g o k közül az u to l só , mely mindegyik részecskében páratlan pa r i t á sú , az 
oszci l látor-konfiguráción belül nem ad zé rus tó l kü lönböző já ru lékot , az e l ső három 
(melyek k ö z ü l az első k e t t ő egyrészecske-operátor) kons tans t ad eredményül , lényeges 
szerepet t e h á t csak a (4. 11) kvadrupó l - t ag já tszik. 
Az r f j t ag fellépte így i ndoko lha tó : mi az energ iamat r ixo t csak az a lacsonyan 
fekvő á l l a p o t o k esetére kívánjuk fe lá l l í tani , amikoris a hu l lámfüggvények nagy 
t ávo l ságokra gyorsan l evágnak . Ha megkísére l jük a m a g e r ő k e t n u m e r i k u s a n meg-
közelíteni r f j alacsony hatványaiból k é p e z e t t összeg segítségével, az e lső két tag: 
a + brfj n e m vezetne fe lhasadáshoz , m i n t h o g y ez a kö lcsönha tás ekviva lens egy 
centrális oszci l látor térrel. A következő t a g rfj-nel a rányos , melynek negat ív (vonzó) 
együ t tha tóva l kell fellépnie, hogy rtj növe lé sekor c sökken t se az rfj tag növekedésé t . 
A p - h é j b a n csupán két radiális in tegrá l lép fel s így bármilyen a l akú potenciál 
egzaktul helyettesí thető a + brfj+crfj a l a k ú hatványösszeggel . Ez az o k a annak 
hogy a p - h é j b a n bármilyen e rő L(L+ l ) -gyel arányos energiaszintekre vezet . 
Ezzel a kérdéssel a tovább iakban n e m fogla lkozunk, s a kvad rupó l - e rő t sem 
fogjuk fe lhasználni . Az U } függvények i n k á b b fizikailag megfelelő a laprendszer 
szerepét j á t s szák majd számí tása inkban . Éppen ezért m o s t a hu l lámfüggvények 
szerkezetének t anu lmányozásá ra térünk á t . 
4. 4. Descartes-féle alaprendszer 
A (Xp) ábrázolás függvényeinek osz tá lyozására az L impu lzusmomen tumot 
azért h a s z n á l t u k , mert a z centrális erők esetén jó k v a n t u m s z á m . A köve tkezőkben 
def in iá lunk egy ekvivalens alaprendszert , amelyben L nem á t ló s ; ezen függvényekből 
azonban egyszerű p ro jekc iós eljárással megszerkesz the t jük az L megha t á rozo t t érté-
keivel j e l l emze t t függvényeke t . 
A (4. 2) alatt def iniál t axx, ayy és azz operá torok egymással felcserélhetők s 
éppen az x, y és z i r á n y b a n rezgő oszc i l lá torok energiáit a d j á k meg. Szerkesszünk 
most a A-részecske-függvények számára egy „Descar tes-féle a laprendszer t " , melyben 
ez a h á r o m operátor á t l ó s a lakú; a megfe le lő oszc i l l á to r -kvan tumszámoka t jelölje 
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Nx,Ny és N.. Min thogy a H0 — Axx +Ayy +Azz összeg sa já té r t éke va lamennyi 
Á-részecske-ál lapotban kN, két tovább i ope rá to r t kell még bevezetni , ezek legyenek 
Axx — Ayy, va lamint 2Az z — Axx — Ayy = Q0, a megfelelő sa já tér tékeket pedig j e lö l j e 
V = Nx-Ny 
es 
e = 2N. - Nx -Ny = 3N. — kN. (4. 13) 
Eszerint v é s e az oszc i l l á to r -kvan tumoknak a k ü l ö n b ö z ő t é r i r ányokra való eloszlását 
je l lemzi . Min thogy Nx, Ny, N. egész számok, v kettesével, e pedig hármasával vál-
toz ik . 
Megjegyezzük, hogy a 
w'o = 2" Ы
х х
- А
у
у ) , И - I = - L A 2 Ху es vv_, = a... (4. 14) 
o p e r á t o r o k kommutác ióva l szemben zárt rendszer t a lkotnak s így egy c s o p o r t o t 
generá lnak . A megado t t n o r m á l á s mellett felcserélési összefüggések megegyeznek 
az i m p u l z u s m o m e n t u m - k o m p o n e n s e k , vagyis az SU2 (vagy R3) c sopor to t gene rá ló 
o p e r á t o r o k felcserélési összefüggéseivel. Ez egyszerűen az xy s íkbeli ké td imenziós 
h a r m o n i k u s oszci l látor sz immetr iacsopor t ja . A Descartes-féle a laprendszer h a s z n á -
lata mellett bevezethetünk tehá t egy A indexet, mely az i m p u l z u s m o m e n t u m h o z 
hason ló viselkedést mu ta t és ezen csopor t irreducibil is ábrázolásai t jellemzi. M i n t h o g y 
Qg felcserélhető mind u 0 - l a l , mind i r + 1 -gye l , m i n d pedig n r _ , - g y e l , u g y a n a k k o r 
ha szná lha t j uk az s indexet is. 
Hason lóan az i m p u l z u s m o m e n t u m négyzetéhez, a 
vi о - "'+1 vi -1 - и -1 w'+1 = I (Axx - Ayy)2 + 2 (AxyAyx + AyxAxy) = 
= f2(Q2O-2 + Q-2Q2 + 3L20) 
o p e r á t o r sa já tér tékei A ( A + 1) a l a k ú a k , s m i n d e n egyes sa já té r t ék 2A + l -szeres 
e l fa ju lás t mu ta t . Az elfajul t függvények indexelésére a vi'o ope rá to r A , A — 1, . . . , — A 
sa já tér tékei t h a s z n á l j u k ; vi0, ha son lóan az i m p u l z u s m o m e n t u m z -komponenséhez , 
á t lós a lakra hozha tó . A A kvan tumszám minden ér téke mellett v eszerint a 2 A , 
2A —2, . . . , —2A ér tékeket veszi fel. 
A (z/i) áb rázo lás Descartes-féle á l lapotai ra а у (еЛv) jelölést használ juk, s lá tni 
f og juk , hogy a Ave indexek teljes osztályozást e redményeznek a b b a n az é r te lemben, 
hogy ado t t (2/i) mellett sohasem lép fel két olyan á l lapot , melyeket A, v és e a z o n o s 
ér téke jel lemezne. Erre a megál lapí tásra oly m ó d o n ju tha tunk , hogy elvégezzük a z 
SU3 SU2 X (/ , k i redukálás t és megnézzük, Ave mely értékei l épnek fel (Ag) a d o t t 
értékei mellett . Az SU2 X Ux a l c sopor t operá tora i vr0 , n ± 1 és Q. A z eljárás m e n e t e : 
a (/./<) Y o u n g - á b r á b ó l e l távol í t juk azon négyzeteket , melyek az eredet i tenzornak a 
z-tengely menti oszcil látort képviselő részét a lko tó sz immetr ikus t e n z o r h o z t a r toznak . 
A Y o u n g - á b r a m e g m a r a d ó része az xy síkbeli ké td imenziós oszci l lá torhoz t a r t o z ó 
1 3 8 J. P. ELLIOTT 
tenzor sz immet r iá já t szemlélteti s 2Л a sorok hosszának különbségét jelenti . í r h a t j u k : 
M X [A + P] + [ P + 1, 0] X [A + P - 1 ] + 
+ [p, l ]X[A + p — 1] + . . . 
. . . +[A + p — 1, p ] X [ l J + [A + p, p — l ] X [ l ] + [A + p, p ]X[0 ] ; (4. 15) 
innen a l l . t áb l áza tban megado t t k o m b i n á c i ó k a d ó d n a k . M i n d a z o n tagok, amelyek 
nem-s t anda rd t áb láza to t a d n a k (melyeknek első sora röv idebb , mint az u to lsó) , 
vagy amelyekben negatív szám szerepel, figyelmen kívül h a g y a n d ó k . Ez a z t je lent i , 
hogy a t áb l áza tban 2 Л r ova t ában p = 0 esetén csak az e lső sor, /< = 1 e s e t é n az 
első két sor veendő figyelembe, si.t. 
XI. TÁBLÁZAT 
N-. 
-
2Л 
k + p 2A + p p 
k + p — l 2 2 + p - 3 P+ 1 , 
k + p —2 2 2 p - 6 p + 2,p,p — 2 
1 — 2 — 2 /2 + 3 2 + 1 , 2 - 1 
0 - 2 - 2p 2 
4.5. A projekciós integrál 
Valamely (kp) áb rázo lá s „vezé r függvényé t " (vagy maximál i s súllyal j e l l emze t t 
függvényét ) a köve tkezőképpen definiáljuk : £ vegye fel max imál i s értékét, 2A + p-t, 
V ér téke ugyancsak legyen maximál i s : v = p . A vezérá l lapoto t jel lemző k v a n t u m -
s z á m o k a t tehát az áb rázo lá s indexei h a t á r o z z á k meg. A (4. 13) képlet a l a p j á n a 
vezérá l lapot Descartes-féle k v a n t u m s z á m a i r a í rha tó : k = N.=Nx, p = IVX — Ny. 
K o r á b b a n azt ta lá l tuk, hogy A és p l egnagyobb értékei a legmélyebben f e k v ő á l l apo-
toka t je l lemzik, mos t pedig lá t juk , hogy minél nagyobb A és p, annál n a g y o b b a 
vezérá l lapot d e f o r m á c i ó j a ; p itt a tengelyszimmetr iá tól va ló eltérést jelenti. 
A vezérfüggvény f o n t o s szerepet j á t sz ik ; a rövidség kedvéér t külön jelet veze tünk 
be s z á m á r a : QP-vel je lö l jük , elhagyva az EAV indexeket . A vezérál lapot def in íc ió jából 
következően kielégíti az 
Azx<p = A2y(jr=Axy(p=0 (4. 16) 
fe l té te leket ; lehetetlen ugyanis pl. a z i r ány men tén t ö b b kvan tumot ger jesz ten i , 
miu tán ez növelné £-t, mi pedig <p-1 úgy def in iá l tuk , hogy e l ehe tő l egnagyobb értéke 
ta r tozzék hozzá. A (4. 4) összefüggések a l ap ján fe l í rha t juk : 
á 1 À 
á 
AXIq = —iLy(p, Ay,cf = iLxq, Ayxq = —iL.q\ (4. 17) 
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ezen kívül fennál lnak természetesen az 
(Axx-Ayy)<p = pcp, (2AZZ-Axx-Ayy)<p = scp 
sa já tér tékegyenle tek . 
Esze r in t az S(J3 c s o p o r t nyolc o p e r á t o r a közül , h a azoka t tp-re a lka lmazzuk , , 
h á r o m zé rus t ad, ke t tő á t l ó alakú, h á r o m pedig i m p u l z u s m o m e m t u m - o p e r á t o r o k k a l 
helyet tes í thető . Ez az t je lent i , hogy a c s o p o r t bá rmi lyen t r ansz fo rmác ió j á t is a lkal-
mazzuk tp-re, e t r a n s z f o r m á c i ó ekviva lens az i m p u l z u s m o m e n t u m - o p e r á t o r o k 
valamely függvényének q - r e való a lka lmazásáva l , s így az ábrázolás bármely függ-
vénye megszerkesz the tő a vezérá l lapotból ki indulva az i m p u l z u s m o m e n t u m - o p e r á t o -
rok va l ame ly függvénye segítségével. 
E n n e k alapvető f o n t o s s á g a v a n ; a lka lmazva a 
2a(K,L)\P{LK) (4 . 18) 
к k l к, l 
kifejezést, ahol a(K, L)=bKc(K, L), az t ta lá l juk, hogy az F(L4) p(LK) f üggvények 
kifeszítik az ábrázolás függvényteré t . Valamely i m p u l z u s m o m e n t u m - k o m p o n e n s e k -
ből fe lép í te t t ope rá to r а ф(ЬК)-г j e l l e m z ő К vetületet az L és — L h a t á r o k közö t t 
vá l t oz t a tha t j a . Az a l ap függvények s o r o z a t a eszerint a i p ( K L M ) s z i m b ó l u m m a l 
je lö lhe tő , aho l M az L . operá to r sa já té r t éke , К pedig az t jeienti , hogy a s zóban 
forgó f ü g g v é n y t a (4. 18) sor mely t a g j á b ó l nyertük. А К index bevezetésére szükség 
van, m i n t h o g y 
(L+í)k-kiP(LK)~iI/(LK') 
á l ta lában nem áll f e n n (itt a (4. 18) kép le tben haszná l t jelöléseket a l k a l m a z t u k ) . 
Ily m ó d o n szigorú def in íc ió já t a d t u k а К indexnek, mely L-lel és M - m e l együt t 
elégségesnek bizonyul a h h o z , hogy egyér te lműen je l lemezzük a (Xp) áb r ázo l á s 
„ i m p u l z u s m o m e n t u m - a l a p r e n d s z e r é n e k " ip(KLM) a l apfüggvénye i t . 
A z a ( K , L) e g y ü t t h a t ó k kiszámítását a függelékben végezzük el. Zérus tó l kü lön-
böző é r t é k a K = p,p — 2, . . . , 1 vagy 0, valamint L = K,K+ l,...,p + X esetben 
a d ó d i k ; kivételt képez a K = 0 eset, a m i k o r i s L = p+X, p+X —2, . . . , 1 vagy 0. 
A k a p o t t К é r t ékek po to san megegyeznek azokka l , amelyeket (4. 7) a la t t hasz-
ná l tunk az á l lapotok leszámlálásával kapcso la tban , L-ér ték a z o n b a n mos t t ö b b 
a d ó d o t t : soroza tuk К + À helyett p + X-ig terjed. Ez az t jelenti , hogy / < > 1 esetén 
а Ip(KLM) függvényrendsze r t öbb függvény t t a r t a l m a z anná l , min t a m e n n y i egy 
teljes rendszerhez elégséges volna. Ezen kívül а К index k ü l ö n b ö z ő ér tékeihez t a r t o z ó 
függvények nem o r t o g o n á l i s a k . A 
(K'LM\KLM) 
átfedési in tegrá loka t a függe lékben s z á m í t j u k ki; az e r e d m é n y azt m u t a t j a , hogy 
ér tékük kicsiny m i n d a d d i g , amíg L t ú l s á g o s a n meg n e m közelíti a fo rgás i sáv felső 
ha tá rá t j e l z ő L = X + p é r téket . A (84) á b r á z o l á s á b a n pé ldáu l a köve tkező ér tékek 
a d ó d n a k e redményül : (02 |22) = 0 , 0 3 4 , (04124) = 0 , 1 3 9 , (24|44) = 0 , 0 4 3 és (04]44) = 
= 0,002. Bár az a l a p f ü g g v é n y e k s z á m á n a k a kelleténél n a g y o b b vol tával , va l amin t 
az o r t o g o n a l i t á s h i á n y á v a l összefüggő nehézségek e lke rü lhe tők , a nehézségek j e -
lentőssé c s a k L nagy é r t éke i esetén v á l n a k és fizikai szempontbó l nem j á t s z a n a k 
szerepet. 
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A i[/(KLM) függvény előállítása q-bői a megfelelő impulzusmomentuméi k o m -
ponens projiciálásával történik. Jelöljük a té rben Q-val jelölt helyzetet elfoglaló 
koordiná tarendszer re vonnatkozta to t t i j / ( L ' K j függvényt ф
п
(ЕKj-ve\ : 
ф
п
(Ь'К')=2 DLM*K (Çï)xij(L'Mj. ( 4 . 19) 
m' 
Ekkor írható 
ci(KL) J ití' a(KL) A M K ( Q ) < A N ( A ' £ ' £ ' ) R / Q = 
ki: a(kl) m' J 
Itt Q az Euler-szögek rövid jelölésére szolgál; kihasználtuk a Ó-függvények o r togona 
litását. Eszerint az impulzusmomentum-alaprendszer valamennyi t j j ( K L M ) függvé 
nye kifejezhető a 
I p ( k l m ) = 2 L + I 
a{KL) J D
L
MK(Çl)qndÇl (4 .20) 
projekciós integrál alakjában, ugyanazon <f függvény : a Descartes-féle alaprendszer 
vezérfüggvénye segítségével. 
Az a(KL) együt thatókra vonatkozóan a függelékben vezetünk le egy képletet , 
melyből kiszámíthatók az á t fedések. A ).y>L határeseben az átfedések el tűnnek, s 
rögzített К mellett a(KL)<*\ 2L+ 1. 
Ez az igen e rős deformácio határesete. Ha feltennénk, hogy a <y^  függvény a 
<ín <<5(Q —а) ( r j alakban szeparálható a belső koordinátáktól függő tényezőre és 
az irányítást je l lemző Euler-szögek delta-függvényére, úgy (4. 20) a forgási modellből 
j ó l ismert 
0 '
М
к Ш { т ( г ' ) (4 .21) 
a lakra redukálódnék. Kapcsolatot találtunk tehá t a forgási modellel : megjegyzendő 
azonban, hogy a (4. 20) képletben nem merül fel a forgási modell szokásos nehézsége: 
a kollektív koord iná ták szeparálásának problémája . 
Nem merül fel a „felesleges á l lapotok" problémája sem a (4. 20) projekcióval 
kapcsolatban; ha ugyanis elvégeztük az összes projekciót а (л/0 ábrázolás q vezér-
állapotából, a (л /0-höz tartozó többi Descartes-függvényt figyelmen kívül hagyjuk, 
tudva, hogy ezekből nem kapha tunk új á l l apo toka t projekcióval. Ahhoz, hogy 
további á l lapotokat kapjuk, egy másik ( / ' / / ) ábrázolás t kell választanunk és a n n a k 
vezérállapotát felhasználva kell elvégeznünk a projekciót . 
4. 6. Kvadrupol-momentumok 
A (4. 20) integrálalak egyszerűbbé teszi a matrixelemek számítását . Alkalmazzuk 
e kifejezésre az t / 3 csoport Qq operá torá t . K a p j u k : 
Q ^ ( K L M \ DLMK(Çl)QqqadQ. ( 4 . 2 2 ) 
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A Q4 operátor a következő képlet szerint t ranszformálható át az elforgatott rend-
szerbe : 
Qq= 2 Df,q (Q)Q4.(<rí). 
•í 
Felhasználva a forgáscsoport szorzatábrázolásainak kiredukálását megadó 
dmk(q) A/Í,'(D) = 2 clmii, 1 clk24'' dm+q,k+q (q) 
L' 
képletet , kapjuk: 
Q^(KLM) = A + ± 2 2 c ï i ï i ï c ï i ï / I DLM+q,K+An){Qq-<p}adSl, 
a(kl) с
 Q J 
ahol most mind Qq., mind q> az elforgatott rendszerre van vonatkoztatva. Vegyük 
most figyelembe, hogy 
Q0q =(22 +p)q, 
{Q2 + Q-2)<I=fàpq, {Q2-Q-i)q^lL0q, 0± i <p = + Уз L± <p; 
az Lq<f' kifejezéseket f (4. 18) a lakú sorfejtésének felhasználásával kiértékelve a 
következő képletet kapjuk: 
a(KL') LK , 
" В С Ш " ^ 
+
 2 [L'(L'+ \ ) - L ( L + \ ) + 6]^(KLM) + 
+ a ( k + 2 а ) . с^кгх1 + ку-2)ф(k+2 lm) a-
Ö(A, L) 
+ - T F ^ Í T ^ (/< - к + 2) ф ( к - 2 l m ) 
а {к, l ) (4. 23) 
Megjegyezzük, hogy A"=l esetén a k — 2 tag á t lós járulékot szolgáltat. Tekintettel 
arra , hogy а К kü lönböző értékeihez tartozó függvények nem ortogonálisak, a (4. 23) 
j o b b oldalán szereplő együtthatók nem tekinthetők matrixelemeknek. 
A A index nagy értékeire (4. 22)-ből közelítőleg a 
( K U liÖH К L ) = / 2 1 Т Т • 2 Я C l k i o 
kifejezés adódik, mely pontosan ugyanolyan K- és L-függést muta t , mint a forgási 
modellben a (4. 21) szorzatfüggvény felhasználásával nyert képlet. A forgási modell 
belső kvadrupól-momentumának szerepét itt л veszi át. Míg a héj első felében növel-
jük a részecskék számát, A legnagyobb értéke — mely, mint példánkban lá t tuk, 
a legmélyebben fekvő szinteket jellemzi — növekszik a részecskeszámmai. 
A Qq operá tor a tömeg kvadrupól -momentumát adja meg, s így ez a részecske-
számmal együtt növekszik s nem marad meg az egyrészecske-érték közelében. 
A T = 0 magok esetében a töltés kvadrupól -momentuma arányos a tömeg-kvadrupól-
momentummal . 
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4. 7. Matrixelemek centrális erők esetén 
E b b e n a szakaszban k ido lgozunk egy módszer t , melynek segítségével m e g h a t á -
r o z h a t j u k valamely cent rá l i s két tes t -potenciál má t r ixá t egy ado t t oszci l lá torhéjban 
elhelyezkedő' к számú részecske esetére, az L — S csatolási s zkémában megszerkesz-
tett , SU3 szerint osz tá lyozot t an t i sz immet r ikus á l l a p o t o k rendszerében. Egy ilyen 
á l l apo t jelölése legyen : 
+ ( Г 5 [ / ] (kp)KFMTMs M) 
a f üggvény ant isz immetr izá lása a szoko t t módon t ö r t é n i k : [ / ] sz immetr iá jú pálya-
függvényekből , va lamin t a duális [ / ] szimmetr iával rende lkező spin- töl tés-függvények-
ből képezet t szorza tok összegezése ú t j án . Fel f og juk használni a 
DLMK(Q.)<bn(TS[f](kp)MTMs)clQ. (4 . 2 4 ) 
pro jekc iós képletet, mely (4. 20)-szal egyező a lakú, csak mindké t oldalon fe l tün te t tük 
a spin- és töltés szabadság i fokai t is. Ezek nem j á t s z a n a k szerepet a p ro jekc ióná l , 
mely c supán a he lykoord iná t áka t érint i . Centrál is e rők esetén T, 5 , MT és Ms j ó 
k v a n t u m s z á m o k s a rövidség kedvéért a köve tkezőkben nem í r juk ki ezeket. A jelölés 
további egyszerűsítéseként [ / ] (kp) helyett y-t í runk. Jelöl je H a Hami l t on -ope rá to r t , 
mely feltevésünk szerint centrális e r ő n kívül mást ne t a r t a lmazzon . Ekkor 
j Dmk ( Q ) H n < X> n ( y ) c l k l (4 . 2 5 ) 
min thogy H invariáns a t é r k o o r d i n á t á k e l forgatásával szemben. 
Fe j t sük ki most Я Ф - t a Descar tes-függvények teljes rendszere szerint : 
ИФ(у) = 2 Л(уу'ЕЛУ)Ф(У'£Лг), (4 .26 ) 
)• ' ЕЛ V 
ahol 
/;(y, y'eAv) = ( Ф ( у ' £ Л у ) | # |Ф(у)) . 
Min thogy Ф(У'ЕЛГ) u g y a n a h h o z az áb rázo láshoz ta r toz ik , min t a megfelelő Ф(У') 
vezérál lapot , e lőál l í tható oly módon , hogy А Ф(у ' ) vezérá l lapot ra a c s o p o r t o p e r á t o -
rok valamilyen függvényé t a lka lmazzuk . A 4. 5 szakaszban a z o n b a n m e g m u t a t t u k , 
hogy А Ф vezérál lapotra való ha tásá t tekintve, a c sopo r t bármelyik ope rá to ra helyet-
tes í thető az i m p u l z u s m o m e n t u m - o p e r á t o r o k valamilyen függvényével . Eszer int 
í r h a t ó : 
Ф(У'ЕАУ) = F(k'p Е А У ; Ь ) Ф ( У ' ) , ( 4 . 2 7 ) 
s így (4. 26) helyett í r h a t ó : 
НФ(у) = 2 G(yy'\ Ь ) Ф ( у ' ) , ( 4 . 28 ) 
у' 
ahol a 
G(yy'; L ) = Z h(yy'e\v)F(k'p e A r ; L ) (4 . 2 9 ) 
eAv 
jelölést a lka lmaz tuk . 
A (4. 28) egyenlet j o b b oldalán szereplő ope rá to r ha t á sa könnyen megha tá roz -
ható, ha Ф ( у ' И kifej t jük megha tá rozo t t i m p u l z u s m o m e n t u m ú k o m p o n e n s e k szerint , 
^ ( T S U ] ( K P ) K L M . L M S M ) = ^ Ü ) 
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m i n t azt (4. 18) a l a t t is te t tük. Vezessük be а < 7 ( y / ; L ) o p e r á t o r matr ixelemeire a 
g(yy', L'K'K") = (L'K"\G(yy'-L)|L'K') (4 . 30) 
j e lö lés t . Ekkor (4. 28) így í r h a t ó : 
НФ(у) = 2 Z G(yy'\F)4>(y'K'L'K')a().'p'K'L') = 
y' K'L' 
= 2 2 2s(yУ'* L'K'K")a(À'p'K'L')44y'K'L'K"). (4 . 31) 
y' K'L' K" 
Ez az e r e d m é n y éppígy f e n n á l l az e l fo rga to t t rendszerre v o n a t k o z t a t o t t függ-
vények esetében is ; így (4. 31)-ben 4 M és Ф-t e l l á t h a t j u k az fi indexszel . A (4. 31 )-ből 
így kapot t összefüggés t (4. 25)-be helyettesítve a 
HyV(yKLM) = 
= (2L + 1) 2 ^ f ^ T V - ^ y y ' , L'K"K') I DLMK(Q)Wn(y'K'L'K")dQ / , к', к", V a(ApKL) J 
összefüggésre j u t u n k . A 4"n f ü g g v é n y t v i ssza t ranszformálva az eredeti k o o r d i n á t a -
rendsze rbe : 
4>a(y K'L'K,r) = Z DÜ-k-(0)* 4(y'K'L'M'), 
m' 
é s felhasználva a fo rgásma t r i xok or togonál i tás i összefüggései t , k a p j u k : 
HW(yKLM)=Z 2 8(УУ'> LK'K)V(y'K'LM). ( 4 . 3 2 ) 
у' К' (l(AgAL) 
A z a( — KL) = (—iy+" + La(KL) definíció biztosí t ja , hogy 4 ' ( y - K L M ) = 
= W(yKLM) l egyen ; így csak К pozitív ér tékeivel kell f o g l a l k o z n u n k . A Á"-re 
v o n a t k o z ó összegezés (4. 32) a l a t t azonban k i t e r j ed mind a pozi t ív , mind a negat ív 
é r t é k e k r e ; ezeke t egybegyűj tve k a p j u k : 
= 2 2 
•;' A"SO 
H4'(yKLM) = 
a(A'p'K'L')g(yy', LK'K) + a(A'p' -K'L)g(yy\ L -K'K) 
ii(ÀgKL) ~ 4\y'K'LM) = 
= 2 2 " A Î f Ï A ! №уу\ LKK') + ( - \ Y ^ ^ g ( y y \ L -К'К)}Ф(у'К'ЬМ) = 
у' Гго a(/.pKL) 
= 2 2 A n Í r A ~g{yy'> LK'K)4>(y'K'LM), (4 . 33) 
>•' A'sO a(ApKL) 
a h o l 
g(yy', LK'K)=g(yy', LK'K) + (— iy+" + Lg(yy', L -K'K) (4 . 34) 
je lö lés t a l k a l m a z t u k . 
Minthogy a z ado t t y-val, de К k ü l ö n b ö z ő értékeivel je l lemzet t függvények 
n e m or togoná l i sak , a g mat r ix n e m sz immetr ikus . 
A (4?(y'K'LM)\H\*¥(yKLM)) mátrix s z i m m e t r i á j á n a k i smere tében, t o v á b b á 
fe lhasználva a (4. 33) képletet és az átfedési in t eg rá lok ér tékei t , a g ma t r ixnak a 
f ő á t l ó felett, ill. a l a t t álló elemei közö t t kapcso la t a d h a t ó meg. 
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Bennünke t természetesen főképpen a H^V„ = EfY„ sa j á t é r t ékp rob léma érdekel. 
Legyen 
^ „ = 2 Z *n(yKL)a(ÀpKL)4'(yKLM); (4 .35) 
y К 3 0 
ezt (4. 33)-ba helyettesítve kapjuk a 
2 Zèiyy', LK'K)xn(yKL) = Enxn(y'K'L) (4. 36) 
y к 
egyenletrendszert az E„ energiák és az xn(yKL) együ t tha tók megha tá rozásá ra . Bár 
(4. 36) cent rá l i s erők ese tére egzakt, a gyakor la tban közel í tésképpen a y-knak egy 
véges s o r o z a t á t vesszük tekintetbe. A m i d ő n (4. 36)-ot (4. 33)-ból levezet tük, fel-
tettük, h o g y a W(yKLM) függvények l ineárisan függet lenek . Ez á l t a l ában teljesül, 
£ > A + 1 esetében a z o n b a n nem. Az L i m p u l z u s m o m e n t u m ilyen nagy értékeivel 
jel lemzett á l lapotok á l t a l á b a n magasan fekszenek a s p e k t r u m b a n és így fizikailag 
kevésbé érdekesek. Természetesen ha az szükségesnek bizonyul , az á t fedés i integ-
rálok é r t éké t ismerve a (4. 33) és (4. 36) összegeket, á t a l ak í tha t juk oly m ó d o n , hogy 
bennük csak lineárisan függet len függvények szerepeljenek. 
4. 8. A centrális erőkre vonatkozó képlet diszkussziója 
A (4. 36) képlet e rövid és meglehetősen formális levezetése után m o s t vissza-
térhetünk a g matrix megha t á rozá sához szükséges lépések kissé részletesebb meg-
beszéléséhez. A főbb lépések : 
I. A (4. 26) képle tben szereplő /?(YY', EAV) matr ixe lemek kiszámítása. 
II. A (4. 27)-ben szereplő F(k'p',eAv; L) o p e r á t o r o k részletes a l ak jának 
leszármazta tása . 
III. A (4. 29)-ben szerep lő g(yy'; L) operá to rok megszerkesztése. 
IV. A (4. 30)-ban sze rep lő g(yy', L'K'K") matr ixelemek megha tá rozása . 
V. A g matrix megszerkesztése g - b ő l (4. 34) fe lhasználásával . 
Első pil lantásra az 1. lépés éppoly nehéznek látszhat , mint az eredeti p r o b l é m a : 
a ( T ' j / Z l T ) matrixelemek kiszámítása a bonyolu l t származás i együt tha tók segítségé-
vel. Van a z o n b a n egy f o n t o s különbség. A Descartes-féle a laprendszerhez t a r tozó Ф 
á l l a p o t o k b a n a p á l y a m o m e n t u m vektorösszeadása nem já t sz ik szerepet s így, különö-
sen y a z o n értékeire, melyekhez a lacsonyan fekvő szintek t a r toznak , Ф igen egyszerű 
alakban fe jezhe tő ki a Descartes-féle egyrészecske-ál lapotok segítségével. Az e l járásnak 
ezt a lépését úgy visszük keresztül, hogy Ф-t kifejezzük S la te r -de te rminánsok segít-
ségével s a zu t án közvetlenül megha tá rozzuk a h(yy', eAv) matr ixelemeket . A Hamil-
t on -ope rá to r sz immetr iá ja forgásokkal és tükrözésekkel szemben maga u t án vonja 
az egyes Descartes-féle koord iná ta t enge lyek tükrözésével szemben m u t a t o t t inva-
rianciát s ez az e és V k v a n t u m s z á m o k r a kiválasztási szabá lyoka t szolgál ta t . А Ф 
hul lámfüggvény ezen „Descar tes- fé le p a r i t á s a i t " az Nx, Nv, N. Descartes-féle osz-
c i l l á to r -kvantumszámok par i tása ha t á rozza meg; min thogy ezek a k v a n t u m s z á m o k 
£-nal és v-vel az 
N, = ^ (e + kN), 
Nx = ' ( 2kN + 3v - £ ) , N. = ' (2k.N - 3v - e ) 6 6 
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kapcsola tban á l lnak , a Л(уу\ eAv) matrixelemek csak akkor fognak zérustól kü lön-
bözni . ha e hat többszöröseivel , 3v + e pedig t izenket tő többszöröseivel változik. 
Egy további kiválasztási szabály felső határt szab ezen kvan tumszámok változásai-
n a k . Az N egyrészecske-oszci l lá torkvantumszámmal jellemzett héjban valamely 
két tes t -operá tor az Nx, Ny, N. számokat legfeljebb 2/V-nel vá l toz ta tha t ja meg. 
Eszerint £, va lamint v változása nem lehet nagyobb , mint 6 N , ill. 4 N . Ha N kicsi, 
ez nagymértékben korlátozza a lehetséges matr ixelemek számát . 
A II. lépésben egyedül az S U 3 csoport tu la jdonságai kerülnek felhasználásra . 
Definiáljuk a p,q,r számokat a 3 { p + q) = 22 +p—e, p — q = 2A — p és a 2r = 
= 2Л — v összefüggésekkel. R a c a h [10] módszerét felhasználva k imuta tha tó , hogy 
a Descar tes-operá torokkal kifejezve F(2/ir,Av; L) a következő a l a k ú : 
F(XxeAv; L) = N(pqr)Aryx[AyxAxz-Ayz(Axx-An+\)]4APXZ, (4. 37) 
aho l 
N ( o a r ] = í / ! /<! (/. + p + 1 )! p \ q \ ! (ji+p+ 1 )! 
K P q
 1 (2 — p)\(g—q) \ (2 + // + 1 — q) \ (p + p — q — r)\ (p + p — q + 1)! 
A (4. 17) egyenletek, valamint a felcserélési összefüggések segítségével F(2peAv, L) 
fe l í rha tó egyedül az impu lzusmomentum-operá to rokka l kifejezett a l akban . A leg-
f o n t o s a b b esetekben, amikor Ap + q^2, í rha tó : 
F(/.pe A v ; L ) = ' N2 L20l{Ai + fifL2 + C,(L\, + L2.,) + - Г 2 - , )} . (4 .38) 
Az Aj. Bj, СI és D, együt tha tókat a 12. táblázat közli 2 és g függvényeiként . 
A III. és az V. lépés nem igényel magyaráza to t , s a IV. lépés ugyancsak elemi 
müveletek elvégzését kívánja, felhasználva az impu lzusmomen tum-ope rá to rok 
matr ixelemeinek ismert képleteit: 
(LK'\L0\LK) = Кд(К\ К), 
(LK'\L±i\LK) = ± {(L±K)(L±K+\)/2}i Ô(K\ K± 1). (4 . 3 9 ) 
Bennünket főképpen g-nek azon matrixelemei érdekelnek, amelyek á t lósak 
y-ban . Most vizsgáljuk meg, milyen já ru lékokat szolgál tatnak ezen matr ixelemekhez 
eAv különböző értékei a (4. 29) összegben. A t agoka t v és e csökkenésének sor-
rend jében vizsgálva, az első tag Я-nak a vezérállapottal képezett vá rha tó ér tékét 
t a r ta lmazza , va lamin t az F = I egységoperátor t . A gyakor la tban azt ta lál juk, hogy 
ez a tag adja a legnagyobb j á ru l éko t s minthogy F éppen az egységoperátor , itt а К  
és L kü lönböző értékeivel je l lemzet t szintek e l fa jul tak, ugyanakkor azonban а у 
k ü l ö n b ö z ő értékeihez tar tozó szintek természetesen különválnak . Az s maximális 
értékével , ugyanakko r v-nek a maximálisnál kisebb értékeivel jel lemzett j á ru l ékokban 
az F operá tor c supán Ll ha tványai t ta r ta lmazza . Ezek а К kü lönböző értékeivel 
je l lemzet t sávok szétválását eredményezik, а К azonos , de L kü lönböző értékeihez 
t a r t o z ó ál lapotok azonban t ovább ra is elfajultak maradnak . На е = е,
шч
 — 6, vagyis 
e második legnagyobb értéke zérustól kü lönböző j á ru lékoka t szolgáltat , úgy ezekben 
az / " o p e r á t o r o k L 2 - e t , L + r e t , L2 , - e t ta r ta lmazzák, ami egyrészről L 2 - te l a r ányos 
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felhasadást (forgási spekt rumot) eredményez, másrészről pedig а К kü lönböző 
értékeivel jellemzett á l l apo tok keveredését. A gyakor la tban azt ta lá l tuk, hogy a 
kü lönböző sávok az l%-es tag hatására eléggé elkülönülnek egymástól és így a k-
keveredés ál talában kicsiny. Az e kvan tumszám kisebb értékei esetében L 4 - t tartal-
mazó t agoka t kapunk, amelyek eltérést eredményeznek a tiszta forgási spek t rumtó l ; 
azt ta lá l tuk azonban, hogy e tagok j á ru l éka a fizikailag érdekes kicsiny l értékek 
esetében kicsiny. 
XII. TÁBLÁZAT 
A megadott együtthatók felhasználásával felírható az FUfitAv; + B,+ 
-4- C , ( Z + i +L2 i ) + D , Z O ( Z 2 + -L2 i ) } operátor; itt 3(/> + </) = 2A /< - e, (p - q) = 2Л - /í. 
2r = 2Л — V 
rqp / Ai B, С, O, 
200 0 
1 
2/( 
"
2 
400 0 
1 
2 
6/i (// — 2) 
- 4 ( 3 / i - 4 ) 
2 
002 0 
' 
2A 
1 
— 1 1 
202 0 2A(/í + 2) 
/14 2 - 2 A 
- 1 
- < / z 4 - 2 ) 
1 
(/г 4- 2) 
- 1 
402 0 
1 
2 
3 
6А/1 (// 4- 2) 
ifi2 -i- 6 /1 — 12A/I — 8A 
2 ( A - 3 / 1 - 2 ) 
1 
— 3/Í (/z + 2) 
2(3/1 -r 2) 
— 1 
3/z(/z + 2) 
- 2 ( 3 / ( 4 - 2 ) 
1 
111 0 
1 
2 
- (2A + /и + 2) 
- 1 
1 — 1 
/1 + 2 
311 0 
1 
2 
3 
(2A 4 /1 + 2)(2 — 3/Í) 
2(A — /Í + 2) 
1 
(3/1 - 2) 
— 1 
( 2 - 3 / 1 ) 
1 
(/< + 2) (3/1 — 2) 
- ( / 1 + 2) 
020 0 
1 
2 
2/(2 (A + /г + 1) 
— (2A 4- 2/1 — /t2 + 2) 
- 1 
- A + 
1 
- / í ( / Z + 2) 
— 1 
2(/< + 1) 
220 0 
1 
2 
3 
2 / i 2 ( / z - 2 ) ( A - L / Í + 1) 
— (2A + /«)(/i — l)(/i T 2) 
— 5/í2 + 4 
2A + /Í + 4 —/I2  
1 
- / < 2 ( / i - 2 ) 
(/I - l)(/í 4-2) 
— 1 
- / I ( / I - 2 ) ( / < + 2 ) 
(/I2 + /1 + 2) 
1 
2(/z + l)( / i — 2) 
- 2 ( / i + 1) 
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5. Az eredmények alkalmazása a t/í-héjbeli magokra 
Az itt leírt csatolási szkéma a /j-héjbeli magok ( 4 < Д < 16) esetében, melyekre 
a héjmodell kielégítő leírást adot t [3], nem vezet új eredményekre. Matematikai 
szempontból nézve az eredmények bármilyen oszcillátor-konfigurációra alkalmaz-
hatók, olyan konfigurációkra is, melyekhez az adot t részecs-
keszám mellett nem a lehető legkisebb energia tartozik. 
Fizikai szempontból azonban figyelembe kell vennünk, hogy 
a spin-pálya-kölcsönhatás, valamint az átlagos térnek az osz-
cillátortól egyre inkább eltérő és a derékszögű völgyhöz egyre 
inkább hasonlító alakja egyaránt az oszcillátor-konfigurációk 
keveredését eredményezi. A mondot t okból kifolyólag a mód-
szer alkalmazása mindeddig csupán a c/5-héjra korlátozó-
dott, aholis ilyen keveredés nem lép fel számottevő mértékben. 
5. 1. Mg 2 4 spektruma 
A módszer részletes alkalmazására eddig csupán néhány 
esetben került sor, s ezek közül a legérdekesebb: M g 2 4 esete. 
A 4. ábrán bemutatot t kísérleti spektrum tartalmaz egy k = q 
sávot, melyet 4 MeV-nál egy к = 2 sáv követ, 6,4 MeV-nál 
pedig egy második 7 = 0 szint. Ha ezen „a-rész" mag eseté-
ben az L —S csatolási szkémát vesszük alapul, azt találjuk, 
hogy í / j - n a k a legmélyebben fekvő [44] partícióban foglalt 
ábrázolásai közül (84)-hez tar toznak a legalacsonyabb álla-
potok. Eszerint A = 0, 2 és 4 értékekkel jellemzett sávok fellép-
tét várjuk, minthogy azonban az energia durván A2-tel arányos, 
a A = 4-es sáv valószínűleg igen magasan, 15 MeV környékén 
fekszik. A számított spektrumot, melyek számításánál ugyanaz 
a kéttestpotenciál kerül felhasználásra, mint a közbenső csa-
tolás feltételezésével a = 19 esetére végzett számításoknál, a 4. ábra mutat ja . 
A számítások az U3 csoport egyetlen, fent említett ábrázolásának figyelembe véte-
lével történtek. Bár az eredmény kétségtelenül forgási spekt rumot mutat, az 
energiaértékek mintegy fele akkorák , mint a megfigyelt energiák. Magasabb ábrá-
zolások figyelembe vétele, valamint a spin-pálya-kölcsönhatás megnöveli az ener-
giák értékeit anélkül, hogy relatív helyzetüket lénye-
gesen megváltoztatná. Előzetes számítások azt mutat-
ják , hogy a magasabb ábrázolások mintegy 15%-ban 
keverednek az említett á l lapotokhoz, a A-értékek 
keveredése a legmélyebb l = 2 á l lapotban azonban 
mindössze 1%; ez az érték azonban l növekedtével 
kissé növekszik. A második, 6,4 MeV-os 7 = 0 szint-
nek egy magasabb ábrázoláshoz kell tar toznia; ez 
valószínűleg a (46) ábrázolás. Meglehet azonban, hogy 
ennél az energiánál magasabb konfiguráció jut sze-
rephez. 
A Mg 2 4 mag y-bomlási szkémáját az 5. áb ra 
muta t ja . Valamennyi átmenet lényegében e2 jellegű. 
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A második / = 2 szint elágazási aránya mintegy 1%-nyi ÁZ-keveredést igényel, 
mely ugyanolyan nagyságrendű, mint az energiaszámításból adódot t é r t ék . Mint-
hogy a z o n b a n a bomlás a hul lámfüggvény e kicsiny komponensé re igen é rzékeny, az 
elágazási a r ány t igen nehéz hiteltérdemlő m ó d o n kiszámítani . 
5. 2. A páros-páros magok páros paritású szintjei 
A tapasz ta la t azt mu ta t j a , hogy a páros -páros magok a p-héjban, v a l a m i n t a 
7í-héj kezdetén kielégítően leírhatók L S csatolásban, b á r ez a közelí tés a héj 
végéhez közeledve rosszabbá válik. Az L — S csatolási s zkémában egy p á r a t l a n mag 
legmélyebb ál lapotaihoz S = 0 s így J = L tartozik. Ugyanakkor M g 2 4 és N e 2 0 
speciális esetében azt ta lá l juk, hogy az L S határesetben a legmélyebb szinteket 
a legmélyebb (kp) ábrázolások jól leírják. Mindezek a l ap j án érdemesnek látszik 
át tekinteni az egész ífc-héjat és a (kp) indexeknek a 13. t áb láza tban foglal t értékei 
a lapján kijelentéseket tenni a r ra vona tkozóan , milyen sávok fellépte v á r h a t ó az 
egyes magok alacsonyan fekvő szintjei közö t t . 
A 13. táblázat első so rában megadjuk a z o n (kp) ábrázo lásoka t , amelyek a vára-
kozás szerint az egyes m a g o k b a n a legmélyebben fekszenek; a lehetséges /é-értékek 
A" = min (A, //)-től kiindulva két egységnyi lépésekkel a d ó d n a k . 
Ha feltesszük, hogy az egyes sávok elhelyezkedése egy ábrázoláson belül ugyan-
olyan, mint ami a N e 2 0 és M g 2 4 esetében elvégzett részletes számításokból adódo t t 
- ti. hogy К kis értékei a spek t rum a lacsonyan fekvő részében lépnek fel, úgy első 
következtetésünk az, hogy a mindezen m a g o k b a n a legmélyebben fekvő sávhoz 
K = 0 ta r tozik . Bár ez összhangban van az ismert kísérleti adatokkal , j ó f o r m á n 
bármely más modell ugyanerre a következtetésre vezet. T o v á b b is mehetünk a z o n b a n . 
Az O 1 8 , N e 2 0 . Si ,2 8 A 3 6 , A 3 8 magok legmélyebben fekvő ábrázolására min (A, p)= 0, 
így ez egyetlen A" = 0 sávból áll, ugyanakkor a többi mag : N e 2 2 , Mg 2 4 , M g 2 6 , Si3 0 , 
S 3 2 , S 3 4 legmélyebben fekvő ábrázolása a K = 0 sávon kívül K = 2, egyes esetekben 
pedig K=4 sávot is ta r ta lmaz. Az első c s o p o r t b a tar tozó magokná l eszerint a máso-
dik 2 + szintnek a második 0 + szint felett kell jelentkeznie; i t t mindkét szint m a g a s a b b 
ábrázolásból származik. Ezzel szemben a másod ik csopor tba ta r tozó magok második 
2 + á l lapota felléphet a másod ik 0 + szint alatt is, itt ugyanis az előbbi a legmélyebb 
ábrázolás к = 2 sávjának alapál lapota , az utóbbi pedig egy magasabban fekvő 
ábrázolás legmélyebb á l lapota . A pontos szinlsorrendet e másod ik csopor tba ta r tozó 
magok esetében csak úgy lehet megállapítani, hogy részletes számítást végzünk a leg-
mélyebb ábrázolás K = 2 gerjesztett sáv jának , valamint az első gerjesztett áb rázo lás 
legmélyebb sávjának viszonylagos helyzetére vona tkozóan . 
Az említett magokra vona tkozó kísérleti adatok sa jnos igen szűkösen állnak 
rendelkezésre, mindazonál tal megerősítik a felvázolt képet. Az A 3 6 és A 3 8 magok 
spek t rumáró l j ó f o r m á n semmit sem tudunk , az első c sopor tba tar tozó más ik három 
magban a z o n b a n a második 2 + szint va lóban a második 0 + szint fö lö t t fekszik. 
A második csopor tba t a r tozó hat a t o m m a g közül viszont négy mag ese tében a 
második 2 + á l lapot a második 0 + szint a la t t foglal helyet. 
5. 3. A páros-páros magok páratlan paritású szintjei 
A héjmodell szerint az alacsonyan f ekvő párat lan par i t ású szintek o lyan kon-
figurációkból származnak, amelyek vagy egy a 7s-héjba gerjesztett p-részecskét . 
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vagy pedig az fp-héjba ger jeszte t t Л- részecské t t a r t a lmaznak . E gerjesztett k o n f i g u -
rác iók is osz tá lyozha tók az U 3 c sopor t szer int ; feltételezve, h o g y a gerjesztést k o n -
figurációkban is a A és p l egnagyobb értékeivel je l lemzet t á l l a p o t o k fekszenek a leg-
mélyebben, a 13. t áb láza t 2. és 3. so rában f e l so ro l tuk az egyes m a g o k b a n v á r h a t ó a n 
legmélyebben fekvó' á b r á z o l á s o k a t a két s z ó b a j ö v ő ger jesz te t t konf igurác ió ra . 
Lá tha tó , hogy a hé j kezdetén a l egnagyobb (A/t) ér tékeket egy //-részecske ger jesztése 
í i t ján nyer jük , míg a héj többi részén egy A- részecske gerjesztése a d j a a l e g n a g y o b b 
ér tékeket s így v á r h a t ó a n a legmélyebben f e k v ő energiaszinteket . Ger jesz te t t k o n -
figurációk vizsgálata esetén á l t a l á b a n el kell t á v o l í t a n u n k a t ö m e g k ö z é p p o n t m o z g á s á -
n a k gerjesztésével kapcso la tos (spur ious) á l l a p o t o k a t , ilyen nehézség a z o n b a n a A és 
p l egnagyobb értékeivel je l lemzet t , a 13. t á b l á z a t b a n felsorolt áb rázo lások ese tében 
nem merül t fel. 
A 4. 7. szakaszban i smer te te t t módszerek ezen gerjesztet t konf igurác iók spek-
t ruma inak számí tásá ra is f e lhaszná lha tók , e p r o g r a m m megvalós í tása a z o n b a n csak 
nemrég kezdődö t t meg. A 13. t áb láza t mindenese t re azt m u t a t j a , hogy a hé j első 
felében ezen pá ros -pá ros m a g o k pára t lan p a r i t á s ú s p e k t r u m á b a n a lacsonyan f e k v ő 
K = l ~ s á v o k n a k kell j e len tkezn iük . Egyetlen kivétel e szabá ly alól a N e 2 0 m a g , 
melyben két á b r á z o l á s : (90) és (82) verseng a legalsó p á r a t l a n szintekért. A (82) 
XIIT. TÁBLÁZAT 
A legmélyebb ábrázolások a páros-páros magokra a c/y-héjban 
Konfiguráció Paritás 0 i 6 О 1 8 Ne 2 0 N e 2 2 M g2 4 1 Mg2 6 
1 
Si2 8 
s"pll(d, л)Л-1б (00) (40) (80) (82) (84) (10,2) (12,0) 
S V H Û U M - 1 5 — (21) (61) (82) (84) (94) (11,2) (1,12) 
— 
(50) (90) (11,1) (11,3) (12.3) (14,1) 
Konfiguráció Paritás Si30 S 3 2 S3 4 A 3 6 Д 3 8 Ca4 0 
s4p11 (d. AA - 1 6 (2,10) (48) (28) (08) (04) (00) 
s4pl ' (d, 5 
-
(3,10) (39) (19) (07) (03) — 
s<pl2(d,s)A-n(f,p) 
— (4,11) (69) (68) (48) (36) (32) 
ábrázo lás egy к = 2 sávot, v a l a m i n t egy páros / - k e t t a r t a lmazó k = 0 sávot t a r t a l m a z ; 
előzetes számí tá sok azt m u t a t j á k , hogy ez a K = 0 sáv a A" = 2 sáv felett fekszik . Bár 
ez — ismerve a p á r o s par i tású szintek sz isz temat iká já t , aholis a K = 0 sávot m i n d e n k o r 
az ugyanazon áb rázo lá shoz t a r t o z ó K = 2 sáv a l a t t talál juk — kü lönösnek lá tsz ik , 
n e m szabad megfe l edkeznünk ró la , hogy a (82) ábrázolás Ä" = 0 sávja p á r o s / -ve i , 
de pá ra t l an par i tássa l rendelkezik . A szélsőségesen leegyszerűsített pörge t tyű-model l -
ben ilyen sáv n e m lehetséges, s így nincs ok a meglepetésre, h o g y itt ez m a g a s a b b 
energián je len tkez ik . A N e 2 0 l ega lacsonyabb pára t l an pa r i t á sú sávjai v á r h a t ó a n 
5* 
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a (82) ábrázolás K = 2 sávja és a (90) ábrázolás párat lan J impulzusmomentumig 
K = 0 sávja. Újabban nyert kísérleti eredmények azt muta t ják [23], hogy éppen ilyen 
sávok — egy Á" = 0 és egy K = 2 sáv — ténylegesen jelen vannak. 
Fen tebb említettük, hogy a többi páros-páros magnál a héj első felében alacso-
nyan fekvő K= 1~ sávok fellépte várható. Ezen sávok szintjeinek spektruma azonban 
határozot tan eltérhet a 7 ( 7 + 1 ) szabálytól. A L operá torban négyzetes tagok, 
melyeknek a spektrum kialakításában lényeges szerepük van, nem csupán az L(L + 1 )-
es tag felléptét eredményezik, de 
csatolást is létesítenek a hullámfügg-
vény К = + l-hez és К = — l-hez 
tar tozó komponensei között . Ennek 
megfelelően ezen tagok járuléka az 
energiákhoz a 7 ( = L ) impulzusmo-
mentumtól a 7 ( 7 + 1) {1 + £ ( - 1)J} 
tagon keresztül függ. A viszonyok 
itt hasonlóak a páratlan magok 
K = \ sávjaiban fellépő jól ismert 
lekapcsolódáshoz; az eredményül 
kapo t t spektrumot , mint В függvé-
nyét a 6. ábrán ábrázoltuk. Anélkül, 
hogy B-re vonatkozóan részletes 
számításokat végeznénk, megnézhet-
jük , vajon kielégíthető-e ez a képlet 
tisztán empirikusan. Sajnos azonban ahhoz, hogy ezt megtehessük, négy szint 
helyzetét kell ismernünk s eddig még a szóban forgó magok közül egyikre nézve 
sem rendelkezünk elegendő kísérleti adat tal . Lehetséges az is, hogy a forgási sávok 
keveredése kétségessé teszi majd e képlet igazolhatóságát. Az O 1 6 magban a párat-
lan pari tású szintekre a legmélyebb ábrázolás (21); ehhez csak há rom szint tartozik : 
7 = 1 , 2, 3, s nyilvánvaló, hogy ez a há rom szint leírható a fenti képlettel; B-re az 
1,5 érték adódik. Korább i számítások [24] kielégítően reprodukál ták e mag kísérleti 
szintrendjét, ez azt jelenti, hogy ezek a számítások képesek számot adni а В para-
méter fent felírt értékéről. 
5. 4. Páratlan magok 
A pára t lan magokban S + 0, ezért itt figyelembe kell vennünk a spin-pálya-
kölcsönhatást . Ha ez igen nagy, tiszta j—j csatolással állunk szemben és forgási 
spektrum nem jelentkezik. H a viszont a spin-pálya-kölcsönhatás igen kicsiny, az 
adott L pá lyamomentummal rendelkező szintek kismértékű felhasadást muta tnak 
7 = L + S, ..., \L — S j teljes impulzusmomentumú szintekre és forgási spektrum 
most sem jelentkezik. A következőkben megvizsgáljuk, miképpen kapcsolódik S az 
U3 csoport szerint osztályozott á l lapotok pá lyamomentumához . Jelölje most a 
korábban AT-val jelölt kvantumszámot KL és vegyük szemügyre a 
W([f]TS(Xp)KLLJM) = 2 ± ( [ / ] T S ( X p ) K l L M s M l ) = 
MS ML 
= 2 ~ DLMK (Q)Ф0([/1 TS(Àp)Ms)dQ 
MSML a ( K L L ) J l 
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függvényt; itt a vektorösszeadás szokásos képletét alkalmaztuk, Ф0 pedig egy a 
töltés-, a spin-, valamint a Descartes-féle helykoordinátákban antiszimmetrikus 
függvényt jelöl, melyben csupán a helykoordinátákat vonatkozta t tuk az elforgatott 
rendszerre. H a Фд-val ezt a függvényt jelöljük, melyben a spin-koordináták is az 
elforgatott rendszerre vannak vonatkoztatva, úgy fennáll : 
Ф0 (M S ) = 2 Dmsks (Ci) ФП (Ks), 
Ks 
ahol a rövidség kedvéért elhagytuk az [f]TS(Ap) szimbólumokat . Ezt felhasználva 
í rhat juk: 
4>(KLUM) = Z Z CJsïïsLM ( 2 L + 1} I DlMlK (П)01к(0)Фп(К8)с1П. 
k(.msml j 
A ű-függvények itt szereplő szorzatát a / /-függvények szerint kifejtve, majd kihasz-
nálva a Wigner-koefficiensnek ortogonalitási összefüggéseit, kap juk : 
V(KlLJM) = Z 2nTvl\ I DJMK(ß)0>a(Ks)dn, 
k(ks)a(kll) s l j 
ahol а К = KL + Ks jelölést a lkalmaztuk. 
Az L kvantumszám meghatározot t értékeivel jellemzett Ф függvényt eszerint 
olyan függvények összege a l ak jában fejeztük ki, melyek meghatározot t (teljes) К 
értékhez ta r tozó projekció eredményeképpen áll tak elő. Ha most ezt az egyenletet 
megfordít juk, kihasználva a Wigner-koefficiensek egy további ortogonalitási össze-
függését. k a p j u k : 
( 2 / + 1 ) J DÍiK (Ci) Ф п (Ks)dCî = Z « ( В Д CÍkslkl Ф (К, UM) 
vagy 
Ф ( K L K J M ) = 1 2 a(K,L) CsksLKl Ф ( K l L J M ) . 
a(KL, SKJ) L л L 
Az itt szereplő Ф ( K L K J M ) függvény definíciója: 
^ K J M ) = J D U W M d C l . 
Az itt szereplő a(KL, SKJ) normálási együttható a korábban bevezetett együtthatók-
kal a következő kapcsolatban van : 
a(KL, SKJ)-a(KL, SK'J)-(KLKJM\KLK'JM) = 
SlkLCsk'slklci (KlL). 
Ezen együttható közvetlenül is kiszámítható azzal a módszerrel, amelyet a függelék-
ben az a(KLL) együtthatók kiszámítására a lkalmaztunk. Az ú jonnan bevezetett 
Ф ( K L K J M ) függvények sem KL-ben, sem Á"-ban nem ortogonálisak, de A»L esetén 
közelítőleg fennáll az ortogonali tás. 
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Mi a fizikai jelentése az új К kvantumszámnak, melynek bevezetése szükségessé 
tette l kü lönböző értékeinek keverését, ugyanakkor azonban s és t meghatározot t 
értékeit érintetlenül hagyta? Egy páratlan m a g esetében a legalacsonyabb [ / ] partí-
cióhoz S-nek egyetlen értéke tartozik: s = j , ugyanakkor l t öbb különböző értéket 
vehet fel. Eszerint elhanyagolva [ / ] keveredését, ugyanakkor megengedve e külön-
böző l értékek keveredését egy spin-pálya-kölcsönhatás következményeképpen, 
lehetséges, hogy éppen ilyen csatolási szkéma áll elő. Látni fogjuk, hogy va lóban ez 
a helyzet, feltéve, hogy a spin-pálya-kölcsönhatás értéke nagy a kü lönböző L-hez 
tar tozó szintek energiakülönbségéhez képest , ugyanakkor viszont kicsiny a külön-
böző (Ag), valamint k l értékek energiakülönbségéhez képest (minek fo ly tán ez 
utóbbiak j ó kvantumszámok maradnak). 
Ahhoz , hogy ezt belássuk, induljunk ki a következő H Hamilton-operátorból , 
melyet közbenső csatolási szkéma alapján szokás tárgyalni : 
i i<j 
А A T kifejezés kiszámítására most is a 4. 7 szakasz módszereit a lkalmazzuk, ahol 
azonban Ф(А
Х
) most a sp inkoordinátákat is tartalmazza. Vizsgáljuk m e g most, 
milyen a lakúak lesznek az ezen Hamil ton-operátort helyettesítő legfontosabb ekvi-
valens operá torok . Ezek függni fognak L-től és S-től, minthogy a z o n b a n a T-t 
előállító integrálban L nem szerepel, a legegyszerűbb, ha L-e t az L = J — S alakban 
fejezzük ki s így egy J -bő l és S-ből felépített operátort k a p u n k . Éppúgy, m i n t a 4. 8. 
szakaszban, a centrális e rő a o + a ^ g + ^ L 2 + ... alakú operá to r ra vezet. A z állandó 
tag a kü lönböző [/]-fel és (Ag)-vel jel lemzett ál lapotokat választja szét, az Lg-tel 
arányos tag egy ábrázoláson belül szétválasztja a KL k ü l ö n b ö z ő értékeivel jellemzett 
szinteket, anélkül azonban , hogy az a d o t t k l mellett к = kl + ks kü lönböző 
értékei szerint fennálló elfajulást feloldaná. H a most felhasználjuk az L2 = ( J — S)2 = 
= J 2 + S 2 — 2JS összefüggést, S 2 egy S ( S + 1) alakú ál landó tagot szolgáltat, J 2 pedig 
egy / ( / + l ) - g y e l arányos felhasadást eredményez. A J S tag azonban keveredést 
okoz a k l azonos és к különböző értékeihez tar tozó állapotok k ö z ö t t , s így 
mesbontan i ievekszik а К meahatározot t értékeivel definiált csatolási szkémát. 
Ezt természetesen vá rha t tuk , mint-
hogy t u d j u k : a centrális e rő ma-
gában véve L megmaradására vezet 
és szükségképpen keveredést ered-
ményez К különböző ér tékei kö-
zött. Ha azonban tekintetbe vesszük 
H spin-pálya-tagját, l á tha t juk , hogy 
ez az s0i0 tagon keresztül adott 
kl mellett к kü lönböző értékei 
között felhasadást eredményez. Ha 
ez a felhasadás elég nagy, úgy csökkenteni fogja JS -nek a különböző A-értékek 
keveredését előidéző ha tásá t , s így a csatolási szkémát а К meghatározot t érté-
keivel jellemzett hullámfüggvények i rányában fogja eltolni, melyekhez / ( / + l ) - g y e l 
arányos forgási spektrum tartozik. A fennmaradó S + í / _ 1 stb. t agok a forgási 
modellből jól ismert sáv keveredésre, va lamint a K = \ eseténjelentkező lekapcso-
lódásra vezetnek. 
k'3/2 
K=5h 
KL=0 K'1/г  
(65) 
K.-1 
k= 3/z 
K= Vz 
(93) 
7. ábra 
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A párat lan m a g o k r a vona tkozó számítások még a kezdetén t a r t a n a k . Bátorítást 
mer í the tünk a z o n b a n M g 2 5 esetéből, aholis K =
 2
 +
,
 2
 +
 és i1" forgási sávokat 
figyeltek meg. Az U 3 modellben a kilenc részecske esetén lehetséges maximális 
sz immetr iához , [44l]-hez, a (66) és (93) egymáshoz közel eső ábrázo lások tar toznak 
a lacsony energián. A spin-pálya-kölcsönhatás a (66) ábrázolás K = valamint 
a (93) ábrázolás K = \ állapotát lej jebb szorítja. Valószínű tehát , hogy a három 
megfigyelt sáv ezen két ábrázoláshoz tartozik. Ezen ábrázolások vezérfüggvényeinek 
szerkezetét egyszerűen g t l X f i és (fo<f+<f- adja nieg. 
6. Befejező megjegyzések 
Az e lőzőkben néhány fizikai és matemat ikai problémával fog la lkoz tunk , melyek 
az energ iamat r ixnak héjmodel l -konfigurációkban va ló felállításával kapcsolatban 
merülnek fel. Lá t tuk , miképpen épí the tők fel forgási á l lapotok egy e l fa ju l t oszcillátor-
szint sa já t függvényeiből kiindulva, ugyanakkor a z o n b a n a zárt oszcil látor-héjak 
gerjesztetlenek m a r a d t a k . A zárt hé j akon kívül m o z g ó részecskék kollektív mozgá-
sának a zárt hé jakra valamiféle polar izáló hatást kell kifejteni, amelyet eddig nem 
ve t tünk figyelembe. Ami az energiákat illeti, lehetséges, hogy ez a jelenség a külső 
részecskék között m ű k ö d ő kéttest-erő csatolási á l landójának renormálása út ján 
vehető figyelembe. 
Az ilyen kvadrupól-polar izáció hatása legszembeszökőbben természetesen a 
k v a d r u p ó l - m o m e n t u m o k esetében jelentkezik. A külső részecskék, va lamint a törzs 
kvadrupól-rezgéseinek gyenge kölcsönhatásá t feltételezve a kvadrupó lmomen tumhoz 
egy kiegészítő j á ru l éko t kapunk, mely arányos a kü lső részecskék tömegkvadrupó l -
momen tumáva l . Egy ilyen korrekció igen egyszerűen figyelembe vehető az U 3 
függvények használa ta mellett és könnyen lehetséges, hogy kevésbé részletekbe menő 
feltevéseket téve a törzs gerjesztésére vona tkozóan , hasonló kor rekc ió t kapunk. 
Az effektív e lek t romos kvadrupól -operá tor eszerint 
* 1 % 0 ~ To(0) Y2 (/)r2(i)+ae | Y2(i)r2(i), (6. 1) 
i = l 2 i— 1 
aho l ae a külső részecskék ( p r o t o n o k és neu t ronok) járulékos „effekt ív töltése". 
Nem szabad elfeledkeznünk róla, hogy ez az effektív töltés speciálisan a kvadrupól-
ef fek tusoknál játszik szerepet. 
A O 1 7 és F 1 7 magokban mér ték az első gerjesztett á l lapotok 2 + ~*2 + e ' e ' c " 
t r o m o s kvadrupólá tmenetének é le t ta r tamát . A k a p o t t értékek: (2,55 ± 0 , 1 3 ) - 1 0 _ 1 ° 
és (4,45 ± 0 , 2 2 ) - 1 0 ~ 1 0 . Ezek mindke t ten az egyrészecske-átmenetek é le t ta r tamának 
nagyságrendjébe esnek, noha O 1 7 esetében a zárt hé jakon kívül egyetlen neutron 
foglal helyet. A (6. 1) képlet felhasználásával végzett számításokban szerepe van a 
hul lámfüggvény kiterjedését megszabó b pa raméternek . Ahhoz, hogy a magsugár 
ér téke helyesen adód jék , a 0 = 1 , 8 / értéket kell választanunk. A fent idézett két 
é le t ta r tamból mind a, mind b értéke k iszámítható ; az a = 0 , 5 0 és b= 1 ,82 /é r tékeke t 
kapjuk , j ó egyezésben a b-re a magsugárbó l ki indulva végzett becslés eredményével. 
Ha ezek után k iszámít juk O 1 7 k v a d r u p ó l m o m e n t u m á t , a — 3 ,26-e-10~ 2 6 cm 2 értéket 
kapjuk , j ó egyezésben a — 2,65*c-10~2 6 kísérleti ér tékkel . 
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A 18 és 19 t ö m e g s z á m ú m a g o k esetében a k ö z b e n s ő csa to lás feltételezésével 
k a p o t t hu l l ámfüggvényeke t [4] haszná l tuk fel s zámos E2 á t m e n e t számí tásá ra , a és b 
a z o n értékei mellet t , amelyeke t a 17 t ömegszámú m a g o k ada ta ibó l h a t á r o z t u n k 
meg . A 14. t á b l á z a t b a n összefoglal t e redmények ismét kielégí tő egyezést m u t a t n a k 
a kísérleti é r t ékekke l : 
XIV. TÁBLÁZAT 
Mag jt — j , e, (MeV) ej (MeV) 
s z á m 
Élettartam 
(sec) 
mért. 
p , 8 3 - 1 0 , 9 4 0 5 1 0 - < 2 - 1 0 - 1 0 
5 - 3 1 , 1 3 0 , 9 4 1 , 7 1 0 - 7 2 I 0 - T 
p l 9 5 / 2 - 1 / 2 0 , 1 9 8 0 0 , 9 7 1 0 - 7 1 , 2 5 - 1 0 - 7 
N e " 5 / 2 - 1 / 2 0 , 2 4 1 0 1 , 8 5 - 1 0 - 8 1 . 8 - 1 0 - 8 
Nehezebb m a g o k r a n e m á l l n a k rendelkezésre a k ö z b e n s ő csatolási szkéma 
a l a p j á n m e g h a t á r o z o t t hu l l ámfüggvények , ha a z o n b a n az L — S csa to lás a lapul-
vételével megszerkeszte t t u3 f üggvényekke l s z á m o l u n k , N e 2 0 és M g 2 4 ese tében az 
e lső gerjesztett á l l apo t 2 — 0 b o m l á s á r a a 9 , 6 - 1 0 ~ 1 3 és 0 , 7 1 - 1 0 ~ 1 3 é r tékeket k a p j u k . 
A m é r t é r tékek : 5 , 6 - 1 0 - 1 3 és 0 , 7 6 - 1 0 ~ 1 3 ; az egyezés eléggé b iz ta tó s a r r a mu ta t , 
hogy még a k k o r is, ha a zár t h é j a k o n kívül nyolc részecske fogla l helyet, az effektív 
tö l tés ér téke megközel í t i az O 1 7 és F 1 7 m a g o k r a érvényes 0 , 5 e ér téket . A tö rzs ger-
jesz tése és a külső részecskék körü lbe lü l egyenlő mér t ékben j á r u l n a k hozzá a matr ix-
e lem értékéhez. 
A mágneses m o m e n t u m o k , M 1 á tmene tek és / / -bomlások esetében á l t a l ában 
egyezés érhető el a l ega l ac sonyabb oszc i l l á tor -konf igurác ió fe lhaszná lásáva l . Ez 
v á r h a t ó : a pe r tu rbác iószámí t á s ugyanis ezen mennyiségek esetében — el lentétben 
a k v a d r u p ó l - o p e r á t o r o k esetével — nem vezet e l ső rendű ko r r ekc iók ra . 
A törzs po la r i zác ió já ra v o n a t k o z ó fenti megjegyzések n y o m á n felvetődik annak 
lehetősége, hogy a m a g á t lagos potenciá l te ré t a g ö m b s z i m m e t r i k u s t ó l e l térő a l a k ú n a k 
vá lasszuk . Ez egy te rmésze tes m ó d o n k íná lkozó lehetőség a r r a , hogy j a v í t s u n k a m a 
közel í tésen, amelyet a g ö m b s z i m m e t r i k u s potenciá l tér l egmélyebb konf igurác ió jának 
vá lasz tása jelent s a z o n n a l a k íván t nagyságú k v a d r u p ó l - e f f e k t u s o k r a vezetne. 
A g ö m b s z i m m e t r i k u s t ó l e l térő a l a k ú potenciá l tér bevezetése a z o n b a n t ö b b nehézséget 
von m a g a után, melyek a tér a d e f o r m á c i ó k k a l s zemben m u t a t o t t s tabi l i tásának 
p r o b l é m á j á v a l , a tér tehetet lenségi pa ramé te re inek számí tásáva l , va lamint a defor -
m á l t potenciál tér köve tkeze tes t á rgya lá sának p r o b l é m á j á v a l k a p c s o l a t o s a k : m indeme 
nehézségek g ö m b s z i m m e t r i k u s potenciá l té r ha szná l a t a esetén nem lépnek fel. 
A u3 csatolási s z k é m á t a f en t i ekben kizárólag a Л - h é j r a a lka lmaz tuk . A m a g a s a b -
b a n f e k v ő oszc i l l á tor -hé jakban az á l l a p o t o k osz tá lyozása és a mat r ixe lemek meg-
h a t á r o z á s a h a s o n l ó a n tö r t énhe t . A z / р -hé jban például egyetlen részecske az U3 
té r h a r m a d r e n d ű t e n z o r a k é n t t r a n s z f o r m á l ó d n é k , melyet (30) jelöl. A kísérletek 
a z o n b a n azt m u t a t j á k , hogy C a 4 1 egyrészecske - spek t rumának legmélyebben fekvő 
sz in t je e g y / 7 / 2 szint és az h a t á r o z o t t a n e lkülönül az fp-héj t öbb i szintjei től . Ennek 
köve tkez tében az fp-héj kezdetén a m a g o k — úgy látszik - jó l é r te lmezhe tők tiszta 
/ 7 / 2 konf igurác ió feltételezésével. M á s szavakka l : v á r h a t ó , hogy a spin-pálya-
k ö l c s ö n h a t á s itt e rősen p e r t u r b á l j a az U 3 csatolási s zkémát . A z / 7 / 2 hé jban végzett 
s z á m í t á s o k l egnagyobb része a z o n b a n olyan m a g o k r a v o n a t k o z o t t , ame lyekben a 
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zárt héjon kívül csupa neutron foglal helyet, azaz : nagy izospinű magokra. A nagy 
izospinű ál lapotok a legkevésbé szimmetrikusak a térkoordinátákban, így a centrális 
erők itt a leggyengébbek; az U 3 szkéma szempontjából ezek az állapotok a leg-
kedvezőtlenebbek. A kisebb T-vel rendelkező magokra vonatkozóan nem sok kísérleti 
adat áll rendelkezésre, azonban rendkívül meglepő volna, ha ezeknél nem jelentkez-
nének ugyanazok a kollektív mozgásformák, mint a cfa-héjban, még ha kevésbé 
határozottan is. Nehezebb magokná l az a körülmény; hogy a spin-pálya-kölcsön-
hatás a magasabban fekvő oszcillátorhéjakból egyes szinteket, így pl. a. giß szintet, 
alacsonyabb héjakba szorít le, az oszcillátor-szintek elfajulására alapozott modellün-
ket valószerűtlenné teszi. 
Függelék 
A (4. 18) és (4. 20) képletekben szereplő a(KL) együtthatók kiszámítása céljából 
bevezetjük a 
P(KLM) = ( 2 L + 1 ) J dnD^K(íl)R(Q) 
projekciós operá tor t , ahol az R(£2) forgásoperátor t az 
R(Sl)<p = <pn 
képlet definiálja. 
A (4. 18) és (4. 20) képletek felhasználásával ezen operá tor matrixeleme a cp 
vezérállapotban 
A(KLK') = (cp\P(KLK')\<p) = a(K, L)a*(K', L) (ф(К'ЬК')\ф(КЬК')). ( F . 1) 
Itt tekintetbe vettük, hogy ф(К'ЬМ) és ф(КЬМ) általában nem ortogonálisak. 
E matrixelemek ismeretében meghatározhatnánk az \a(KL)\2, valamint a 
(K'LM\KLM) átfedési integrálok értékeit. 
A tárgyalt a lkalmazásokban <p tetszés szerinti oszcillátorhéjban elhelyezkedő és 
tetszés szerinti számú részecske hullámfüggvénye lehet; az a(KL) és A ( K L K ' ) mennyi-
ségeket a csoportelméleti tulajdonságok teljesen meghatározzák s azok q> részletes 
alakjától nem, hanem csak a (Xp) ábrázolási indexektől függnek. (Egy analóg eset: 
valamely részecske-rendszer cp(JM) impulzusmomentum-sajátfüggvénye ugyanúgy 
viselkedik, mint az ugyanazon J és M értékekkel jellemzett egyrészecske-függvény.) 
Az A (KLK') matrixelem kiszámítása céljára kiindulhatunk tehát a lehető legegysze-
rűbb alakú cp függvényből, feltéve, hogy az egy (Xp) ábrázolás vezérállapota. Ilyen 
egyszerű alakú függvényt k a p u n k , ha olyan részecskerendszert veszünk szemügyre, 
melyben minden részecskéhez egy oszcillátor-kvantum tartozik, más szóval: ha 
minden részecskének az SU3 tér egy vektora felel meg. A definíció szerint 2 p + X 
részecske [ / ] = (A + p, p) permutációs szimmetriával rendelkező állapota a definíció 
szerint az SU3 csoport (Xp) ábrázolása szerint t ranszformálódik. Egy ilyen ábrázolás 
vezérállapota (X + p) számú z-irányú kvantumot és p számú x irányú kvantumot 
tartalmaz, részletes alakja pedig a következő: 
сp = Ф( 12)Ф (34). . .Ф(2р — 1, p)<pz(2p + 1 ) . . . <pz(2p + A), (F. 2) 
ahol 
Ф(12) = 2 [q:(y)q.x(2)-cf:(2)ffx(])l 
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és (px(1) az 1 részecske olyan állapotát jelenti , amelyben egy л-irányú kvantum van 
jelen, y és г irányú kvantum pedig egy sincs. Most kiértékeljük az R{Q)q kifejezést, 
egyenként végrehajtva a forgást ranszformációt (F. 2) minden egyes tagján. Minthogy 
továbbá az (F. 1) képletben szereplő függvény különböző részecskékre vonatkozó 
tényezők szorzata, а (г/ \R(Q.)\c/ ) matrixelemben a részecskekoordinátákra elvégzendő 
integrálok végülis külön-külön végezhetők el. Eszerint i rha tó 
A(KLK') = (2L + 1) J D'K K(Çl) ((t>\Rm<t>)" (<p:\R(ty\qzYdn. 
Minthogy cf . egy vektor z komponense, Ф pedig egy vektor-szorzat y komponense, 
az a, ß, y Euler-szögű forgás mátrix-elemei a következők: 
( ^ | R ( Q ) | ? Z ) = cos ß, 
(Ф /? (0) |Ф) = cos ot cos у— cos ß sin ot sin y. 
Behelyettesítve ide dQ. explicit a lakjá t és a D-függvényt a DkkÍQ) = 
= é V 'dK-K(ß) alakba írva, (az itt szereplő /-függvényt Rose könyve [21] közli), 
a következőket kapjuk: 
A{KLK') = 
2k 
2L + 
8тг2 
doteiK'" I dyeiKy 
j 
о о - 1 
/ ( c o s ß)-
•(cos a cos y — cos ß sin a sin у)" cos* ß dl- Aß)-
Itt elvégezve а binomiális sorfejtést, eredményünk az 
2n 
2 L +1 и ' (— IV i f 
A(KLK') = —г У — — < dot eiKa s in" я c o s ' ' " " a}- • 
8тг2 „ n! (jí — n)! ( , 
о 
2 я 1 
/ у e'Ky-sin" y-cos"-" y | J / ( cos /?)-cos2+" ß-d^K(ß) (F. 3) 
О - 1 
alakba í rható . Az L, К és K' kvantumszámok meghatározot t értékei mellett ide 
behelyettesíthetjük а /к-к(Д) függvény explicit alakját, melyet Rose [21] könyvében 
megtalálunk, majd ezután elvégezhetjük a kapott elemi integrálokat. 
Ha (F. l)-ben K' — A-t írunk, az A(KLK) = \a(K, L)\2 eredmény adódik, 
amiből (F . 3) segítségével leszármaztathatjuk \a(K, L)[-et. A fázisok annyiban 
önkényesek, hogy megválasztásukkal a iß(KLM) függvények fázisát definiáljuk. 
Azért , hogy a korábbi definíciókkal összhangban marad junk [18], [19], e fázist 
(—l)" / 2 -nek választjuk К ^ 0 értékeire, ez azonban a számításokban ritkán jut 
szerephez, minthogy értéke egy ábrázolás valamennyi á l lapotára azonos. Az (F. 3) 
összefüggésből következik az A(KL —K) = ( — l)A + " + i - A ( K L K ) egyenlet, ami maga 
után vonja az a(— KL) = (— iy + " + La{KL) összefüggést, ez pedig biztosítja a kényel-
mes ф{— KLM) = tj/{KL/U) azonosság fennállását. 
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A FOLYÓ IRODALOMBÓL 
A MOLEKULÁK ELEKTRONFELHŐJÉNEK 
К VANT UMELMÉLETE 
N. D. SZOKOLOV 
A molekulák elektron-felhőjének elméleti vizsgálata az utóbbi években há-
rom f ő i rányban bon takoz ik ki: molekulákra végzett számítások e lektronikus 
számológépek segítségével, különböző molekula tu la jdonságok és paraméterek fé-
lig kvali tat ív és fé l-empir ikus becslése, új számítási módszerek keresése. Az utóbbi 
irány természetesen összefonódik a két előbbivel, ezért az a lábbiakban nem is fog-
juk azt külön fejezetben tárgyalni. 
A) Molekulákra végzett elméleti számítások problémája 
A gépi számolási technika tökéletesedésével a r ányosan gyorsan nő az olyan 
publ ikációra szánt m u n k á k száma, melyekben a moleku lákra végzett számítások 
egyáltalán nem használnak fel molekula tu la jdonságokról nyert kísérleti ada toka t . 
Ismertként csupán az e lek t ronok számát és a molekulá t a lkotó a t o m o k magtölté-
sét tételezik fel. Az ilyen számítások végcélja, hogy a molekula kü lönböző ál lapotai-
nak megfele lő energiákat és hullámfüggvényeket nye r j ék ; ezek rendezése segítsé-
gével a z u t á n elvileg teljes információt lehet kapni a molekulák jellemzőiről. Ez-
idáig ilyen jellegű számí tásokat főleg ké ta tomos és néhány egyszerű konjugál t 
kötés nélküli molekulára végeztek. 
E fe ladatok mego ldása során viszont, egy sor k o m o l y matemat ika i nehézség 
adódik. A számítások n a g y o b b részénél az adot t a tomi pályák lineáris kombinác ió-
jával felépített (LCAO) molekula pályák (МО) módszeré t a lkalmazzák. Ezekben 
az egyelektron molekula függvényekben az együt tha tóka t úgy választják meg, 
hogy azzal a lehető l e g j o b b a n figyelembe legyen véve a többi elektron tere (Roo t -
haan-féle „self consistent field" bevezetése [1]). Azu tán az ily m ó d o n nyert M O -
kból épül fel a molekula teljes ant iszimmetrikus hul lámfüggvénye. Ha ennél az elekt-
ronok molekula sp inpá lyákon való eloszlásának egy olyan módjá ra kor l á tozódunk , 
melynél az energia a legkisebb, (ami a n n a k felel meg, hogy a teljes hul lámfüggvényt 
egy de te rmináns a l ak j ában állítjuk elő) a k k o r a nyert eredmények nem eléggé ki-
elégítőek. Ez esetben az eredmények igen erősen függnek a bázis a tomi függvények 
választásától . Ha Slater-féle függvényeket használnak, a k k o r például, a teljes ener-
gia esetében, bár a relatív hiba nem adód ik nagynak, egy százalék nagyságrend)-
az abszolú t hiba gyak ran mintegy húsz-harminc elektronvol t . Ennek megfelelően 
a disszociációs energia esetén a kísérleti értéknél ké t -háromszor kisebb érték adó) 
dik, sőt néha még negat ív érték is (pl. f 2 esetében) [2, 3]. A molekula d ipo lmomen-
tumára ugyanilyen nagyságrendű hiba adódik (2, 3, 4). 
A kísérleti ada tok tó l való ilyen erős eltérésnek t ö b b oka van. Mindenekelőt t 
a Slater-féle függvények túlságosan közelítőjellegűek és egyszerűen nem elég jó l 
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a d j á k meg az a t o m o k tula jdonságai t . így a Har t ree—Fock-fé le a tomi függvényekre 
való áttérés egyszerre megjavít ja az eredményt. így például a H F molekula esetében 
a Slater-függvényekkel való számításnál a teljes energiában a hiba mintegy 29 eV 
[5], míg a Ha r t r ee —Fock függvényekkel számolva 15 eV [6] (itt a disszociációs 
energiára 2,11 eV érték adódik , szemben a 6,08 eV kísérleti értékkel). 
Az utóbbi esetben a hiba két okból a d ó d i k . Eló'ször is: a Hartree Fock-féle 
AO-kból felépítet t MO-k még nem állítják e lő a legjobb molekula egyelektron 
függvényeket. Min t szemmel l á tha tó , a l egnagyobb energiamélyülés, melyet a M O -
kban a teljes „self consistent"-ség segítségével el lehet érni, nem nagy. így, Allen 
és Karo [2] vizsgálata szerint a H F moleku láná l ez a mélyülés valószínűleg k b . 
2 — 3 eV. Ahhoz , hogy a kísérleti értékkel összeesen az eredmény, még 12—13 eV 
szükséges. Ezt a differenciát a korrelációs e f fek tusok számlájára lehet írni. T e h á t a 
korrelációs e f fek tusok számításának p rob lémá ja igen fon tosnak tűnik. 
Az e lek t ronok korrelációjának számítására három eljárást dolgoztak ki az 
a tomelméle tben: konfigurációs kölcsönhatás számítása, az e lek t ronok közti távol-
ságnak a hul lámfüggvénybe való explicit bevezetése és a „nyitot t hé j " („open shel l") 
módszer . 
Miként azt a számítások muta t j ák , a konfigurációs kölcsönhatás módszere 
nagyon fá radságos és kis ha tású . így például a H F molekula hul lámfüggvényébe 
hét konf igurációnak a bevezetése csupán 0 ,02%-ot mélyit a teljes energián (1 eV-nál 
kevesebbet) [6]. Szinte meglepő ez a kis ha tás . Sőt néhány konfigurációval való 
számítás bizonyos esetekben nem javítja, h a n e m rontja a molekulákat je l lemző 
kü lönböző számszerű értékeket. (Lásd pl. [59].) Nyilvánvalóan látszik, hogy a k o n -
figurációk szerinti sor, melynek a lak jában van a hul lámfüggvény felvéve, nagyon 
lassan konvergál , aminek a lap ján általában kétségbe vonható e módszer ha tásos -
sága molekulákra való a lkalmazásnál . Ha növel jük a bázisfüggvények számát , a 
többszörösen gerjesztet t konfigurációk száma nagyon gyorsan n ő és ezreket tesz 
ki, ami még a l eg jobb modern számológépek használata mellett is haszná lha ta t -
lanná teszi e módszer t . 
Azt a módszer t , melynél a molekula hul lámfüggvénybe az elektronok közti 
távolságot bevezették, már 1933-ban k ip róbá l t ák hidrogén molekulán [7]. Az 
utóbbi években a H 2 a lapá l lapotának legpontosabb hul lámfüggvényét és energiá já t 
ezzel a módszerrel nyerte Kolos és Roothaan [8]; hul lámfüggvényük 50 var iác iós 
paraméter t t a r t a lmaz , mellyel a kötési energiára nyert érték (4,7467 eV) k i t ű n ő 
egyezésben van a kísérleti ér tékkel (4,7466 ± 0 , 0 0 0 7 eV [9]). 
Az „open she l l " módszer lényege abban áll, hogy a kü lönböző spinű e lek t ro-
n o k különböző pá lyáka t foglalnak el. Ennek következtében az ellentétes spinű 
e lekt ronok térbeli leg némileg elkülönülnek egymástól , ami hozzájárul az energia 
mélyüléséhez. A módszert a lka lmaz ták hidrogén és más ké t a tomos moleku lákra 
végzett számításoknál [10], és a benzolra is [11]. Ez a módszer ad bizonyos energia 
mélyülést, de a megoldást nem jav í t ja ki eléggé. 
Az e lekt ronok közti távolságnak a hul lámfüggvénybe való bevezetését és a 
kü lönböző spinekhez különböző pályák rendelését természetesen nem szabad az 
e lekt ronok korre lác ió jának önál ló számítási módszereiként tekinteni , hanem a k o n -
figurációk szerinti sorfejtés konvergenciá jának javí tásához szolgáló e l já rásoknak 
[12]. így például, e módszerek kombinác ió ja a H e a tomra végzett számításnál egy-
determinánsos közelí tésben a h ibá t 1,1 eV-ról 0 ,05 eV-ra csökkent i [12] (ennél a 
számításnál h á r o m variációs pa ramé te r szerepelt : két effektív magtöl tés a radiá l is 
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korreláció számí tásához és az a paraméter a g — 1 + arl2 korrelációs fak-
torban) . 
Még meg kell ejgyeznünk azt is, hogy egyszerűen és sikeresen lehetett alkal-
mazni e módszerek egyesítését sokelektronos a t o m o k és molekulák esetében is. 
Ahogy növekszik az e lekt ronok száma, a rányosan nő a nemlineáris variációs para-
méterek száma és nagyon gyorsan nő a tagok száma a korrelációs f a k t o r b a n . Ha a 
H2 molekula esetében közel 50 variációs paraméter re van szükség, könnyen el-
képzelhető, hogy milyen hatalmas számú ilyen paraméte r szükséges, m o n d j u k a 
f luorhoz. Viszont a korrelációs fak to r módszer sokelektronos rendszerre való 
alkalmazása az utóbbi időkig nem volt kidolgozva. Nem volt világos, hogy a bonyo-
lult elektron korrelációk mennyiben j á t szanak szerepet a tomokban és molekulák-
ban : csak a páros , vagy a hármas , négyes stb. korrelációk is fon tosak-e és hogyan 
kell azokat figyelembe venni? Éppen így homályos volt, hogy milyen gerjesztett 
konfigurációkat kell figyelembe venni e lsősorban. 
Nem régen jelent meg Sinanoglu c ikksorozata [13, 14), melyben ez a probléma 
tüzetesen vizsgálat alá van véve. Először a fe ladatot a perturbáció elmélet módsze-
rével a t omokra és konjugál t kötésekkel rendelkező molekulákra o ldo t ta meg, és 
azt kapta, hogy a korrelációban a d ö n t ő részt az egy és ugyanazon pályán levő 
elektronok pá ros kölcsönhatásai ad ják . Ez azzal magyarázható , hogy az említett 
rendszerekben a pályák térbelileg elkülönülnek egymástól , minek következtében 
a különböző pá lyákon levő és antiparallel spinű e lek t ronok „ü tközés i" valószínű-
sége nagyon kicsi. Az elektronok kölcsönhatási potenciál jainak távo lha tó része a 
„self consistent field"-del figyelembe van véve, így a korrelációt okozó potenciál 
közeihatónak bizonyul ; ennek értéke azokban a p o n t o k b a n , melyekben főleg más 
pályájú elektron van, gyakarlati lag nullával egyenlő. 
Az egy és ugyanazon pélyán levő e lekt ronok korrelációjának értékével kapcso-
latos problémát már 1940-ben vizsgálat alá vette V. A. Fock, M. G. Veszelov, M. I. 
Petrashen [15]. Ő k hívták fel a figyelmet ar ra , hogy meg kell vizsgálni kétvalenciás 
a t o m o k b a n a pá ros korreláció esetét. 
Sinanog/u később megmuta t ta [14], hogy h á r m a s korreláció gyakorlat i lag 
nem játszik szerepet, és a négyes korrelációk közül csak azok lényegesek, melyek 
két független pá ros kölcsönhatásnak („ü tközésnek") felelnek meg. Sinanoglu ered-
ményképpen azt nyerte, hogy sokelektronos a tom vagy konjugált kötés nélküli 
molekula teljes ф hul lámfüggvényét aká rhány megfelelő összetett korreláció figye-
lembevétele mellett is elég pontosan ki lehet fejezni az utj páros korrelációs függ-
vényekkel két t agú összeg a l ak jában : a Hartree Fock-féle pályákból felépített 
egydeterminánsos Ф 0 függvénnyel és a korrelációról számot adó у (Ф0-га or togo-
nális) függvénnyel . А у függvény az w.-kkel meghatá rozot t együt tha tó jú tagok 
véges összegeként van kifejezve: 
ahol Á az antiszimmetrici tás operá tora , (1 2 3 ... N), (ijkl) és így tovább spin-pálya 
szorzat . A számoláshoz szükséges páros korrelációk függvényeinek számát a rend-
x=a 
(1) 
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szer tér- és spinszimmetr iá ja határozza meg, és az közelí tőleg az N e lektronszámmal 
egyenlő, azaz nagy A-nél lényegesen kisebb az összes páronként i kölcsönhatások 
számánál , amely N(N — \)/2. Az и
и
 függvények meghatá rozása valamilyen, a Hart-
ree — Fock-féle MO-kkal kifejezett funkciónál minimizációja útján tö r ténhe t [16]. 
Ez akár közvetlen variációs módszerrel, aká r a megfelelő egyenlet megoldásával 
ha j tha tó végre. Lényegében az wfj-к megkeresésének fe l ada ta a He a t o m r a , vagy a 
H 2 molekulára végzett számítás során fe lmerülő korrelációs faktor megkeresésé-
nek feladatával analóg. 
Az említett kifejezések kontroli ja, melyet a Be a t o m o n és a LiH molekulán 
végeztek, k i tűnő eredményeket adott [14]. A négyszeres gerjesztésnek megfelelő 
konfigurációknál Watson a Be esetében a koefficiensekre a négyelektron variációs 
probléma következetes megoldásával (37 konfigurációval számolva) [17] olyan 
értékeket nyert, melyek jól egyeznek az (1) fo rmulának megfelelően a kétszeres 
gerjesztésű konf igurációknál levő megfelelő koefficiensek egyszerű összeszorzásá-
val nyert értékkel. A Be a tom teljes energiá jában, melyet Sinanoglu számítot t , a 
korrelációs energiarész c supán 1 %-kal kisebb, mint a variációs módszerrel nyert 
érték. Hasonló eredmények adódtak a LiH molekulánál is. Sinanoglu szerint [14], 
az a tom vagy a molekula teljes energiáját a következő a l a k b a n í rhat juk: 
Е ^ Е 0 + Е к + 2 ê y , (2) 
1>J 
ahol £ 0 - a pálya energia, £ , - a H a r t r e e - Fock szerinti „self consistent"-ségből 
adódó , energia és az utolsó tag a korrelációs energiát jelöli , mely jó közelítésben az 
egyes e lektronpárok effektív korrelációs energiá jának összegét adja, bár va ló jában nem-
csak a páros, hanem az összetettebb korrelációkat is tekintetbe veszi. Ez az ered-
mény, többek között a lá támasz t ja azokat a szemléletes a tom és moleku la model-
leket, melyekben a sokelekt ronos rendszereket az egyes pályákon (vagy kötések-
ben) levő e lek t ronpárok együttesének tekintik és amelyek gyenge kölcsönhatásban 
vannak egymással. Ezek az eredmények indokol ják a я -e lekt ron közelítést is, ugyanis 
azt muta t j ák , hogy a <r és a л-elektronok korrelációja, mivel különböző pályákon 
vannak, kicsi. Az e lekt ronok egymásközött i korrelációja konjugált rendszerekben 
speciális vizsgálatot igényel, ugyanis a delokalizáció eredményeképpen, a korreláció 
potenciálja (ahogy fémekben is) már nem közelható (lásd alább). Ilyen esetben a 
korrelációt más módszerekkel kell s zámí tanunk ; lehetséges, hogy ha tásosnak bizo-
nyulnak a szilárdtest elméletben kifejtett módszerek (lásd [37]). Az is lényeges, 
hogy a Sinanoglu módszere először tette lehetővé közvetlenül nem k ö t ő d ö t t a tomok 
belsőmolekuláris kölcsönhatásának kiszámítását , ami alapvetően f o n t o s a belső 
rotáció elméletéhez. 
Tehát Sinanoglu kuta tása i , mint lá tha tó , fe l t á r ták az a tomok és konjugált 
kötések nélküli moleku lákra végzett kvanti tat ív számí tások előtt az u ta t . Ez idáig 
azonban csak azt lehet m o n d a n u n k , hogy módszerének alkalmazása gyakorlati lag 
hatásosnak bizonyul sokelektronos moleku lák esetén. Azonnal világos, hogy a 
számítás sikere érdekében nulladik közelítés pon tosságnak megfelelő „self con-
sistent" egyelektron molekulafüggvényeket kell haszná lnunk . Ez idáig ilyen függ-
vényeket csak a t o m o k r a ismerünk. Ké t a tomos molekulák esetében ez a probléma 
elektronikus számológépek segítségével nyilván megoldha tó , és amennyire meg le-
het ítélni az irodalmi a d a t o k alapján, t ö b b számolóközpon t betervezett munkái 
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közöt t áll ennek megoldása. Az a feladat , hogy pon tos „self consis tent" pályákat 
ta lá l junk soka tomos molekulák esetében rendkívül bonyolul t . Meglehet , hogy e 
kérdésnél meg kell e légednünk a Roothaan-fé le L C A O keretén belüli „seif consis-
tenf ' -séggel [1]. A fen tebb már említett LiH-re v o n a t k o z ó számítás azt mutat ja 
hogy a Sinanoglu-módszer a Roothaan-fé le molekuláris pályák mellett is aránylag 
j ó eredményeket ad. Nagyon fontos, hogy a korrelációs energia gyakorlat i számí-
tásai azt muta t ják , hogy csupán speciális példák esetében szükséges ezeket elvégezni, 
melyek a lapján a [2] egyenlet segítségével olyan addit ív sémát lehet összeállítani, 
mely lehetővé teszi bármilyen konjugált-kötésnélküli molekula energiá jának kiszá-
mítását , ha ismertek a „self consis tent" МО-ok energiái . 
A „self consis tent" МО-ok megkeresésének és az elektron korreláció számítá-
sának fő problémái mellett a soka tomos molekulákon végzett tényleges számítások 
elvégzésénél komoly p rob lémá t okoznak a többcentrum-integrálok. Ismeretes, hogy 
ezeknek közelítő fo rmulák alapján végzett becslései nem adnak kielégítő eredményt 
[18]. Ma már nálunk a Szovjetunióban és az USA-ban tör ténnek próbálkozások 
oly i rányban, hogy sokcentrum-integrá lok számításához oly numerikus módszere-
ket ta lá l janak, melyek elektronikus számológépeknél a lka lmazhatók . Boys már 
1950-ben [19] egy másik módo t javasol t a nehézség leküzdésére. Éspedig azt, hogy 
cseréljük ki a hidrogénszerű atomi függvényeket Gauss-féle függvényekre, melyek-
kel azután minden integrált nehézség nélkül lehet kezelni. Viszont ez az eljárás 
gyakorlat i lag a pontosság feladásával j á r együtt, hiszen a hidrogénszerű függvények 
Gauss-féle függvények szerinti sora a vál tozónak csupán véges t a r tományán kon-
vergens. 
A molekulákra (de a tomokná l is) végzett számításoknál felmerül még egy 
probléma, éspedig a relativisztikus korrekció számításba vétele [20]. Ismeretes, 
hogy a tomok esetében az e lektronok energiájához j á r u l ó relativisztikus korrekció 
ér téke a magtöltés növekedésével gyorsan nő. Úgy, hogy míg a C 4 + ion esetében 
csupán 0,35 eV, addig az A l 3 + - n á l a korrekció már 11 eV. A neonszerű ionoknál 
a relativisztikus kor rekc ió már a Z > 1 3 - n á l felülmúlja a korrelációs energiát és 
Z > 65 esetén nagyobb , mint az e lekt ronok Coulomb-fé le taszítóenergiája [20]. 
Lényeges, hogy a nagy a tomokná l a relativisztikus korrekció nagysága nagyon 
érzékeny már az e lekt ronfe lhő kis per turbációjára is, melyet például a korreláció 
okoz. 
B) Félig kvalitatív számítások 
Sokelektronos rendszerekre végzett elméleti számítások terjedelmét természe-
tesen a lehetőségek kor lá tozzák. Lehetséges, hogy a m o d e r n számolási módszerek 
és a gépi technika lehetővé teszi, hogy 20 elektront t a r t a lmazó molekulákra pontos 
számításokat végezzünk, de lesz e valahol valaki, aki ilyen számításokat nehezebb 
molekulákra elvégez. Coulson tréfás megjegyzése szerint csupán ar ra a célra, hogy 
az urán a tom esetében a hullámfüggvények értékeit elég kis interval lumokra le-
táblázzuk, oly sok pap í r ra és t intára lenne szükség, hogy azok előáll í tásához nem 
lenne elegendő a tom az egész naprendszerben. H a meggondol juk , hogy a kémia 
szempont jábó l a legérdekesebb molekulák többsége 20-nál több elektronnal ren-
delkezik (a benzol molekulában 42 elektron van), a k k o r világos, hogy a reálisan 
végigvihető elméleti számítások nem képezik a kémia szempont jából elsőrendben 
fon tos problémákat . A kísérleti ku t a tó számára nagyon fontos, hogy az elméleti 
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kuta tó bizonyos tények és törvényszerűségek kvalitatív szemléletes értelmezését 
adja , melyek gyakran meglepik a kísérletezőt, és melyek nagy részének értelmezésé-
hez nem szükséges töméntelen számolás, hanem szerencsés egyszerű modell. A prob-
lémák közelítő megfogása, mely kvalitatív megoldáshoz segít, különösen biológiai-
lag aktív, nagy molekulák esetében alapvetően szükséges. 
Összefoglalva: a kémiában sok olyan speciális probléma van, melyeknek meg-
oldásához elméleti számítások szükségesek, ilyen például a CO molekula problé-
mája , melynél a D disszociációs energiát nem lehet kísérletileg egyértelműen meg-
határozni, viszont értéke alapvető szerepet játszik a termokémiában. Hurley az 
„a tom a molekulákban" módszer alapján lehetővé tette a helyes választást (a he-
lyes értéknek a három, kísérletileg mért érték közül a legnagyobb muta tkozot t 
éspedig D= 11,24 eV). A többé, vagy kevésbé pontos hullámfüggvény érték is 
fontos szokott lenni új tények értelmezésénél, ugyanis néha nem lehet eldönteni: 
a pontatlan modell értelmezésében, vagy pedig a hullámfüggvény közelítő jellegében 
kell a hibát keresni. A molekulaszerkezet és sajátságok legtöbb problémájának 
kvalitatív megoldásához közepes pontosságú molekula hullámfüggvények kellenek. 
Ilyen problémák megoldásához pontos függvények használata egyszerűen feles-
legesen bonyolult lenne. Igaz, hogy a pontos függvényekből mindig könnyen lehet 
a gyakorlati számítás céljaira alkalmasan leegyszerűsített függvényeket nyerni. 
Kérdés milyen főirányban folynak, és milyen igen fontos sikereket értek el a 
molekula elektronfelhőkre végzett félig kvalitatív és félempirikus számí tások? 
I. Konjugált rendszerek elmélete 
A molekula elektronszerkezet elméletének ezt a részét, melyet Hückel alapo-
zott meg. sok kuta tó dolgozta ki. Az elmélet kidolgozásában lényeges része volt 
Lennard—Jones [30], Coulson [29], MuHiken [31]. Longuet Higgins [32] és m á s o k 
munkáinak. Az utóbbi években konjugált rendszerekre több érdekes számítást 
végzett Kouteeky [35]. Nemrégen publikálta cikksorozatát Ruedenberg [36], mely-
ben egy nézőpontból következetesen áttekintette a я-elektronok egész elméletét 
konjugált kötéses molekulákban az MO L C A O módszer keretein belül az elektronok 
kölcsönhatásának és nemortogonalitási integráloknak a figyelembevételével. A szerző 
több új érdekes összefüggést talált a „kötés rendjéhez" analóg mennyiségekre, és 
bizonyos értelemben összegezte a konjugált rendszerek elektron elméletének meg-
határozott fokig elért fejlődését. 
Jelenleg a konjugált rendszerek elméletében elvileg új eredményeket a nem-
adiabatikus (azaz az elektron- és magmozgás kölcsönhatási) számításoktól lehet 
remélni és főképp az elektron korreláció számításától. Mindkét kérdést legsikere-
sebben a második kvantálás módszerének segítségével lehet vizsgálni. Ezt a mód-
szert jól kidolgozták, és sikeresen alkalmazták a terek kvantumelméletében és a 
szilárd testek elméletében (lásd például [37]). 
Mint fentebb említettük, konjugált rendszerekben az elektronok delokalizá-
ciója miatt korrelációjuk nem elektronpárokra lokalizált és így minden egyes elekt-
ronnak az összes többivel való korrelációja játszik szerepet. Emiatt a korrelációs 
effektusok számítása jelentős nehézségekkel jár . Konjugált rendszerek esetén a 
„self consistent" MO, általában lehet mondani , már nem elég jó nulladik közeli-
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tésnek. A korrelációs ef fektusok már nem olyan kicsik, mint könnyű a t o m o k n á l és 
konjugált kötések nélküli molekuláknál . 
Ismeretes, hogy kon jugá l t kötésekkel rendelkező molekulákban , miként más 
sokelektronos rendszerekben is vannak „ko l lek t ív" á l l apo toknak megfelelő' energia-
nívók, melyek egyelektron közelítésben nem lépnek fel. Háromdimenz iós rend-
szerekben ( fémek, nehéz a tomok) , melyekben elég sok elektron van, ezek a kol-
lektív nívók elkülönülnek az „egyelek t ron" állapotok energetikai szintjétől , mely 
véges m a r a d yv = °°-nél [37]. Konjugált molekula lánc esetében az egyméretűség miatt 
7V-*oo-néI a kollektív nívók összekeverednek az alapzónával , amelyet egyelektron 
állapotok ál l í tanak elő. 
Véges N elektronszám esetén a kollektív nívók molekula láncokban megjelen-
hetnek az e lekt ron spek t rumokban . Viszont az elektron spekt rumok jelenlegi mód-
szerekkel t ö r t é n ő számításait nem t a r t ha t j uk teljesen kielégítőnek. Sok szerző vég-
zett ilyen számításokat az M O LCAO módsze r keretei közöt t (lásd pl. [43, 53, 54]). 
Mivel ezekben a m u n k á k b a n az e lek t ronok korrelációját vagy egyáltalán nem 
vették figyelembe, vagy csak közelítőleg (nem sok konfigurációt vettek figyelembe), 
azért, mikén t világos, sem a termek helyzetére, sem az oszcillátor erősségre nem 
adódhat tak kielégítő eredmények. 
így pé ldául a C 1 8 H 1 8 ciklikus kétdimenziós molekulánál Pariser és Parr [43] 
számítása a nívók helyzetére a következő értékeket adja ( c m - ' - b e n ) : 
% „ - 1 3 2 3 0 , ' ő , „ - 1 6 8 0 0 , ' £ , „ - 3 3 9 2 0 , 
ugyanakkor a kísérleti é r tékek megfelelő sor rendben: 
20350, 21345, 27060. 
Nemcsak a termek abszolút , hanem a relat ív nagyságában is eltérés adódik (a szá-
mított é r tékeknél a viszonyok 1:1 ,30:2 ,60; a mért értékeknél 1:1,05:1,35). Meg-
lepő ebben az, hogy a számítás fé l-empir ikus karaktere ellenére eltérés a d ó d o t t : 
a számításnál több olyan paraméterér téket felhasználtak, melyeket a benzol elekt-
ronspek t rumából szerzett ada tokból nyer tek . 
Az ' £ j „ (kollektív á l lapot) nívóra való átmenet oszcillátor erősségére a 
C 1 8 H | 8 moleku lában a kísérlet 1,7-et ad , ugyanakkor a számított érték / = 6 , 8 [44]. 
Másik példaként fel lehet hozni a poliéneket , melyekről már régen megállapí-
tották, hogy az MO L C A O módszerrel végzett számítás (úgy mint a potenciál-
doboz mode l l esetében is) az abszorpciós maximum helyzetét az elektron spektru-
mokban a konjugál t lánc hosszától túl e rős függésűnek ad ja [42]. 
Hogy a konjugált rendszerekre v o n a t k o z ó számításokat megjaví thassuk, ta-
nu lmányoznunk és sokkal pontosabban figyelembe kell vennünk az e lektronok 
korrelációját . Itt, mint l á tha tó két út k íná lkoz ik : a második kvantálás módszerei-
nek a lka lmazása és k ü l ö n b ö z ő egyszerű modellek bevezetése. 
Nem régen E. E. Nyikityin [39] c ikl ikus konjugáltrendszerekbeli e lekt ronok 
kölcsönhatási potenciáljára egyszerű model l t vett fel. Az e lekt ronok közti távolság 
helyett a <pi — <p2 szöget bevezetve, Four ier -sorba fejtette a kölcsönhatási poten-
ciált és a s o r első két t a g j á r a szorí tkozott . Ez esetben a hullámegyenletet pontosan 
meg lehetet t oldani, t ehá t e modell keretein belül pontosan figyelembe lehetett 
venni az e lektron-korre lációt . E. E. Nyikityin több olyan gerjesztett kollektív álla-
potot ta lá l t , melyek, a h o g y annak lenni kell, ha az elektronok kölcsönhatása 
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hiányzik, összefolynak az e l ek t ron á l lapotokkal . E számításnál az muta tkozot t , hogy 
az elektron-korreláció figyelembevétele csökkent i a kollektív állapotok gerjesztési 
energiájában az elektronok taszításától s z á r m a z ó részt. Speciálisan a C 1 8 H 1 8 mole-
kula esetén az említett termviszonyok 1:1,00:1,95-nek muta tkoz tak , ami lénye-
gesen közelebb áll a kísérleti értékhez. Az "£ ,„ nívóra v a l ó átmenet oszcil látor 
erőssége ebben a modellben / = 3 , 4 - n e k a d ó d o t t , azaz sokkal közelebb van a valódi 
értékhez. Ezeket az e redményeket nagyon biztatóknak kell tar tanunk, ha meg-
gondol juk, hogy E. E. Nyikityin milyen d u r v a modellel ope rá l t . Viszont nem derül 
ki, hogy mi okozza az eltérést a termek abszo lú t nagyságában. 
Egy másik nagyon f o n t o s törekvés a konjugált rendszerek elméletében az 
elektron- és magmozgás kö lcsönhatásának (nemadiaba t ikusság) figyelembevétele. 
Erre a kölcsönhatásra kell gondo ln i azoknál a kísérleteknél is, melyeknél az elekt-
ronspek t rumok fentebb emlí te t t tu la jdonságai t értelmezni a k a r j u k . A nemad iaba -
tikusság figyelembevétele á l t a l ában azokban az esetekben szükséges, m i k o r az 
elektron gerjesztési energia a rezgési kvan tum energiájával megegyező. Hason ló 
eset adódik, például olyan körülmények közö t t , mikor a molekula szimmetr ia 
mia t t elfajult elektron term e szimmetriát megsértve fe lhasad a molekula rezgése 
mellett. I lyenkor az e lek t ronokra és a magra adiabatikus közelítés nem hasznos. 
A z e lekt ronokat és a magot egyetlen rendszernek kell tekinteni , melynek a hul lám-
függvényét szuperponál t f o r m á b a n lehet előál l í tani : 
Ф = 2 т Л Х ) Ф
 я
( х , х ) , (3) 
л 
ahol ф„(х, X) az elektronok összes x koord iná tá j ának sa j á t függvénye a d o t t X 
magkoord iná ta értékeknél, qn(X) pedig a m a g hul lámfüggvénye, amely az /г-edik 
e lek t roná l lapothoz tartozik. A z elektron- és magmozgás kölcsönhatás következ-
tében a mag egyensúlyi konf iguráció ja m á s n a k mutatkozik, mint e kölcsönhatás 
nélkül ; főleg az a lapszimmetr ia szenved sérelmet és megszűnik az elfajulás. Ezt az 
effektust Jahn—Teller-féle d i n a m i k a i effektusnak nevezik [40, 41. 48, 49]. Cikl ikus 
rendszerekben, ion gyökökben, komplex vegyületekben és egy sor más esetben 
ta lá lkozunk vele. 
A Jahn—Teller-féle ef fektussal szoros kapcsola tban áll a hosszú kon jugá l t 
l áncok kötéshossz vá l tozásának hipotézise [42, 42a]. Ezt a vál tozást egyszerűen az 
okozza, hogy energetikailag ez kedvező: a hosszú és rövid kö tések vál takozásánál 
az elektronenergetikai nívók z ó n á j a két egyenlő részre boml ik , miközben az alsó 
(telített) zóna némileg süllyed, ami energianyereséget je lent . A változás mér téke 
természetesen az egyes c - k ö t é s e k kényszerű rövidüléséből és a többi megnyúlásá-
ból áll. Nehéz pontosan k iszámí tani az e r e d ő effektust és nagyságáról egyelőre 
semmi véglegest nem lehet m o n d a n i . Ez idáig a váltakozás h a t á s á t csupán e lekt ron-
spek t rumokon és protonok mágneses á rnyékolásán vizsgálták magmágneses-rezo-
nanciában . 
Longuet — Higgins és Salem [42а] а kötéshosszvál tozás hipotézisét felhasz-
ná l ta a C4„ + 2 H 4 „ + 2 ciklikus poliének a lapspek t ruma értelmezéséhez, kü lönösen 
a C 1 8 H 1 8 - n á l . Viszont Goutermann [44] szerint a C 1 8 H 1 8 m o l e k u l a spek t rumának 
ú j a b b , pon to sabb adatait m á r nem sikerül értelmezni ezzel a hipotézissel : nem 
figyelhető meg a spektrum rezgési s t ruk túrá ja , mely az elméletből következnék, 
a termek viszonya (1 :1 ,4 :1 ,58) nem felel m e g a kísérleti é r t éknek (lásd fel jebb), 
* a z oszcillátor erősség l e g a l á b b / = 4 , 5 ; viszont ahhoz , hogy e k k o r a értéket k a p j u n k . 
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a kötéshosszak (1,33A és 1.52A) igen erős változását kell feltételeznünk, ami már 
magában véve sem valószínű, és főleg rossz eredményekre vezet a protonok mágne-
ses árnyékolásának értékénél. Egyébként nem csodálatos, hogy a C 1 8 H 1 8 molekula 
esetében negatív álláspontra kell helyezkednünk, mivel Longuet Higgins és Salem 
szerint [42ö] a váltakozásnak 30-nál több lánctag esetében kell megvalósulni. Hogy 
valójában fellép-e az effektus ilyen hosszú láncokban, azt a további kutatásnak kell 
eldönteni. M a nagyon valószínűnek tar t ják, hogy a rövidebb konjugált rendszerek 
tulajdonságait jelentős mértékben az elektronok kölcsönhatása és korrelációja ha-
tározza meg. Egyáltalán nincs kizárva, hogy az elektron- és magmozgás kölcsön-
hatása is játszik itt bizonyos szerepet (bár ez még nincs egészen tisztázva). 
Ezzel kapcsolatban megjegyezzük, hogy a nemadiabatikusság figyelembevétele 
mellett a hullámfüggvény lényegében sokelektron hullámfüggvénynek bizonyul, 
még olyan esetekben is, mikor az eredeti Hamilton-féle operá torban nem szere-
pelnek az elektronok kölcsönhatásának megfelelő tagok. Valóban, miként a [3] 
formulából látható, а ф hullámfüggvény olyan konfigurációk szerinti sornak tekint-
hető, mely az elektron korrelációról számot ad. Az elektronoknak a magmozgás 
révén a d ó d ó hasonló kölcsönhatása a második kvantálás módszerének keretein 
belül ekvivalens az elektronok virtuális fononokka l való kölcsönhatásával . Nagyon 
fontos lenne konjugált rendszerekben a nemadiabatikusság és elektron korreláció 
értelmezéséhez TV. N. Bogoljubov módszerét felhasználni [37]. Ő ezt a módszert 
a szupravezetés elméletére alkalmazva dolgozta ki. Ezen az úton lehet remélni, 
hogy sikerül felépíteni a konjugál t rendszerek optikai, elektromágneses saját sok-
elektronos elméletét. 
II. A molekulák és gyökök alapállapotára vonatkozó energiának 
a szerkezetüktől való függése 
Ez a probléma nagyon fontos a kémia számára, mivel azzal a kérdéssel kap-
csolatos, hogy hogyan lehet meghatározni a kötés felbontásához szükséges energiát 
a molekula szerkezetének függvényeként. E problémának ma már nagy i rodalma 
van, mégsem mondhatjuk el, hogy elég világos számunkra, vagy hogy legalább 
módszert ta lál tunk a kötési energia félempirikus becslésére. 
Hosszú ideig szokásos volt a kémiában az, hogy az izomer molekulák energia-
különbségét és a szerves kémia úgynevezett additív sémáitól való eltéréseket a 
konjugáltsággal és a szuperkonjugáltsággal magyarázzák. Viszont, ahogy tökéle-
tesednek a számítások, egyre világosabbá válik, hogy itt más olyan tényezők is 
lényeges szerepet játszanak, mint a pályahibridizáció jellege, a kötéshosszak és 
polaritások és így tovább (lásd pl. [24]). Ennek ellenére ezen effektusok numerikus 
számításai nemigen haladtak előre. 
Miként fentebb megjegyeztük а М О módszer szerint a kötési energiára a kon-
figurációs kölcsönhatás figyelembevételével, vagy anélkül végzett számítások bi-
zony nem adnak kielégítő eredményt. A kétatomos molekulákon és gyökökön 
kívül ezzel a módszerrel a H 2 0 , 0 3 , N H 3 , C H 4 , HCN, C 0 2 , S iH 4 , Be4 , H C H O 
molekulákra [25b] és a C H 3 [25], CH 2 [25ö], N H , [25/>]-gyökökre végeztek számí-
tásokat (lásd a [2]-ben összeállított táblázatot) . Mivel ezek a számítások bonyolul-
tak és a kü lönböző munkák különböző fokú közelítéseket a lkalmaznak, nem vilá-
gítják meg eléggé azt a problémát , hogy hogyan függ a disszociációs energia a mo-
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lekulaszerkezettői. Egyébként elektronikus számológépeken ilyen célból végzett 
számítások nem állnak rendelkezésre. 
Sajnos érdemtelenül felejtésre van kárhozta tva (a kü l fö ld i tudósok valószínű-
leg nem ismerik) azt a konjugá l t résszel nem rendelkező molekulákra alkalmas 
szellemes közelítő módszer t , melyet még a második v i l ágháború előtt dolgozot t 
ki M. F. Mamotyenko az L. J. Karpov Fizikai -Kémiai Intézetben [26]. Ennek a 
módszernek az a lapgondola ta , hogy kihasználva azt, hogy a molekula hullám-
függvény determinánsa a bázis egyelektron hul lámfüggvények lineáris t ranszfor-
mációjával szemben invariáns, bázis függvényekként o l y a n o k a t lehetne választani, 
melyeknél az elektronok Coulomb-fé le á t l agos taszítóenergiája minimális maradna 
és azt első közelítésben el lehetne hanyagolni . Ez a módszer , nyilván a kérdéses 
molekulák helyes relatív értékeit adja (pl. szénhidrogéneknél) M. F. Mamotyenko 
a C — H kötés szakítási energiá jára me tánban 104 Kai é r téket nyert (a kísérleti 
érték 102 Kai), a belső ro tác ió potenciálfa lának magasságára etilénben 48 Kal-t. 
Véleményünk szerint M. F. Mamotyenko módszere beha tóbb t anu lmányo-
zást érdemel és megéri a továbbfejlesztést . Az ő konfigurációs kölcsönhatás számí-
tásához kapcsolódva ki lehetne terjeszteni a módszert kon jugá l t kötésekkel rendel-
kező molekulákra is. 
M. F. Mamotyenko számításainak egyik eredménye megál lapí t ja , hogy a kötési 
energia erősen függ a hibridizáció t ípusától . így, például а С — С kötés energiája 
az sp2 hibridizációról az s p 3 hibridizációra való átmenetnél rögzített kötéshossz 
(1,30 Â) mellett 18 Kal-val csökken, míg ha a kötéshossz 1,52 Â-re való megnyú-
lását is figyelembe vesszük, 39 Kal-val. Ez nyilvánvalóan azt jelenti, hogy annak , 
hogy a szerves kémiában az additivitás nem érvényesül, a f ő o k a a hibridizáció tí-
pusának megváltozása és ebben a konjugál tság csak m á s o d r e n d ű szerepet játszik. 
Nem régen ugyanerre a következtetésre j u t o t t Dewar [27]. Viszont az ő érvelése 
nem elég meggyőző, ugyanis ő csak olyan kísérleti ada tokra t ámaszkodot t , melyek-
ben a hibridizáció és a konjugál tság (vagy szuperkonjugál tság) egyidejűleg hat és 
nem lehet hatásukat szétválasztani. 
Nem mehetünk el azon félempirikus módszer mellett megjegyzés nélkül, melyet 
Moffitt 1951-ben molekulaenergia számításra javasolt , amit „ a t o m o k a molekulák-
b a n " módszernek neveznek. A módszernek az az a lapgondola ta , hogy a molekula 
számításnál fel kell használni a különböző a tomi paraméterekkel kapcsola tos kí-
sérleti ér tékeket (ionizációs potenciálok, e lektron termek, s tb.) . Bár felmerül ezzel 
kapcsolatban több nehézség [23ű], melyeket nem lehet lekicsinyelni, o lyannyira , 
hogy valószínűleg ezek okozzák , hoay e módszer további j av í tása nem j á r sikerrel 
[236, 22]. 
I I I . A molekula geometriája 
A kvan tumkémia egyik tradicionális fe lada ta a molekulák a lakjának és méretei-
nek értelmezése és felderítése. Az a tomok egyensúlyi konf igurációjának elméleti 
megsejtése főleg elektronikusan gerjesztett molekulák és á tmene t i labilis képződ-
mények esetére van a lapozva (pl. aktivált komplexek, g y ö k ö k , ka rbon iumionok 
stb. esetére). 
Lényeges, hogy a valencia szög és a kötéshosszak nem nagy változása során, 
az elektronkorreláció viszonylag kicsit vál tozik. Ez közvetlenül következik Sina-
noglu kutatás i eredményeiből [14], ugyanis a valencia szögek változása során , a 
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korrelációban a fó'szerepet játszó kötési elektronpárok nem semmisülnek meg. 
A korreláció megváltozása ez esetben kicsi lesz, mivel csak az „ idegen" elektronok 
páros korrelációjától és a négyes és bonyolultabb korrelációktól függ. Ezek az 
effektusok határozzák meg nyilván a forgó izomérek energia különbségét első-
sorban, mivel a különböző izoméreknél a „self consis tent" pályák, minden való-
színűség szerint, kicsit különböznek. Ezért aztán nem meglepő, hogy az egyszerű 
molekulák geometriájának egyelektromos értelmezése, melyet Walsh indítványo-
zott [45], nagy jósló erővel bír. Mint ismeretes, Walsh, bizonyos posztulátumokból 
kiindulva és csupán a molekula elektronjainak számát ismerve, értelmezni tudta 
és meg tudta jósolni háromatomos és néhány más molekula formáját , alap és ger-
jesztett á l lapotokban is. Walsh módszere nagyon fontos az elektron-spektrumok 
rezgési s t ruktúrájának analízisénél. Walsh kiinduló posztulátumait nem régen ana-
lizálták HAH típusú molekulákra végzett számításokkal, amelyeket a MO módszer 
felhasználásával különböző atomi bázis függvényekkel számítottak [46]. A szerzők 
megmutat ták, hogy a Slater-féle függvények elég jól reprodukálják Walsh diag-
ramjait , viszont ennek során felfedezték, ami első posztulátumuk lett, hogy 90 -os 
valencia szögnél az A a tom S-függvénye nem keveredik más függvényekkel, ami 
elvileg minden közelítésben teljesül. 
Természetesen a molekula geometriáját meghatározza bizonyos esetekben a 
Jahn —Teller effektus. Viszonylag kevés molekula és komplex esetére végeztek 
megfelelő számítást [41, 47, 48, 49] jóllehet ez a kvantumkémia egyik legfontosabb 
problémája . 
Sajnos, ezidáig még kevesebb számítást végeztek a labilis részecskék geometriá-
jára . Csupán a fentebb már említett C H 3 [25], C H , [25я] és N H 2 [256] gyökökre 
és a H3 [50], H j [51]. H 4 [52] komplexekre vonatkozó számításokat említhetjük. 
Emellett a kémiai kinetika számára rendkívül fontos az átmeneti változékony alaku-
latok konfigurációjának elméleti vizsgálata. Természetesen, a jelenlegi számolási 
technika színvonala sem teszi lehetővé, hogy az energia abszolút értékét kiszámol-
juk. de nyilvánvaló, hogy olyan számításokra lehet támaszkodni, melyek alapján 
következtetni lehet a molekulák és komplexek energetikailag legkedvezőbb kon-
figurációjára. 
IV. Molekulák gerjesztett állapotai. Optikai átmenetek valószínűsége 
Az utóbbi időben rendkívül nagy érdeklődéssel fordulnak a molekulák ger-
jesztett, főleg triplett állapotai felé. Ez azzal magyarázható, hogy fontos szerepet 
já tszanak energia átmeneti folyamatokban, kondenzált közegekben, kémiai reak-
cióknál, lumineszcenciánál és főleg kvantum erősítőknél és generátoroknál. Az el-
mélet fejlődése e téren főleg az elektron termek helyzetének, a magtávolságtól 
való függőségének és a köztük történő átmeneti valószínűségeknek meghatározá-
sára irányul. E kérdéseket bizonyos mértékig már fentebb érintettük. 
A gerjesztett molekula termek energiájának számításai teljesen attól függnek, 
hogy hogyan áll a sokelektronos rendszerek elmélete számítási módszerek dolgá-
ban. Az ez idáig elvégzett számítások néhány igen egyszerű esettől eltekintve fél-
kvantitatív jellegűek. Ezek a számítások jól felhasználhatók a termek osztályozá-
sának céljára és a kü lönböző számítási módszerek kipróbálására is. A félempirikus 
közelítő számítások segítségével egy sor esetben sikerül megtalálni az abszorpciós 
frekvencia és a molekulasáv intenzitásának a jnolekula szerkezettől való kvalitatív 
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függőségét és ebben áll végülis a kvan tummechan ika lényeges része a molekula -
spekt roszkópiában. (Lásd: [43. 53, 54]). 
A molekula e lektronfelhők elméletének egyik legfontosabb p rob lémá ja annak 
felkutatása, hogy hogyan függnek a gerjesztett termek az a tomok közti távolságtól . 
Erős korlátot szab sok kuta tás elé az, hogy nem állnak rendelkezésre a d a t o k a ger-
jesztett (és a lap) á l lapotok potenciálgörbéjének alakjáról . 
Egyszerű t öbba tomos molekulák esetében e problémát részben megoldo t ta 
Walsh [45], amiről már fentebb említést te t tünk. Ké ta tomos molekulák esetében 
Vanderslice és Mason egy dolgozat soroza tban [55] félempirikus módszer a lka lma-
zását látták j ó n a k , hogy megtalál ják a gerjesztett á l l apo toknak a magtávolságtó l 
való függését. E cél érdekében a szerzők az energiaoperá torra a Dirac-féle vektor-
modellnek megfelelő kifejezést használták [56]: 
H = 2 J i j S i S j , (4) 
ahol Ju az i-edik és /-edik pályaközti kicserélődési integrál. A kéta tomos moleku-
láknál a term energiákat két kicserélődési integrállal ki lehet fejezni (pa és po pálya 
esetén), melyeknek értékeit a magok közti távolságtól való függésben az ado t t 
molekula bármely két ismert potenciálgörbéjéből meg lehet határozni. A z О — О, 
О —N, N — N és még néhány más molekula több gerjesztett á l lapotára végül is 
olyan „self cons is ten t" eredményeket nyertek, melyek jól egyeznek a rendelkezésre 
álló kísérleti ada tokka l . (Több kéta tomos molekula gerjesztett á l lapotára végzett 
számítást lásd [59]-nél). 
Viszont az ilyen siker első pillanatra meglepőnek tűnik, hiszen ismeretes, hogy 
a [4] Dirac-féle formula nem alkalmaz nemortogonal i tás i integrálokat és így lát-
szólag nem ta r tha t igényt arra , hogy kvanti tat ív leírást a d j o n . 
Nem régen Mattheiss [57] vizsgálta meg a Dirac-féle vektormodel l a l k a l m a z h a t ó -
ságának kérdését. Ő a közönséges atomi függvények helyett bázisként a szomszédos 
a t o m o k pályáira ortogonális féliglokalizáltakat használta fel. A közönséges ko-
valens s t ruk túrák mellett az összes ion s t ruk tú rá t is egy kétszeresen tö l tö t t a tomi 
pályával figyelembe véve, k imuta t t a a szerző, hogy a (4) f o r m u l a helyes, ha az abban 
levő J kicserélődési integrált a következő effektív mennyiségre cseréljük ki : 
2 M 2 
J l
 -
J l +
 E~-Hf 
ahoi У, - a szomszédos féliglokalizált pályák közti kicserélődési integrál ( Д ^ - О ) ; 
E — a rendszer energiá ja ; H k — a megfelelő ion á l lapotnál a diagonális mat r ix-
elem. Itt a J[, előjele bármilyennek a d ó d h a t . 
A Mattheiss által nyert eredmény nem csak Vanderslice és Mason m u n k á i v a l 
kapcsola tban lényeges, mivel a (4) formula megfelelően más célokra is fe lhasznál -
h a t ó ; például spin-pálya kölcsönhatás számításoknál . 
Az optikai á tmenet i valószínűségek (oszcillátor erősségek) rendkívül é rzékenyek 
a hul lámfüggvények választására és ezért a megfelelő számítások elvileg is nagyon 
közelítő jellegűek. Ezt a problémát nein csak molekulákra , de még a t o m o k r a sem 
lehet megoldot tnak tekinteni. Ezzel kapcso la tban figyelmet érdemel az S:. /. Vet-
csinkin által javasol t módszer az oszcillátor erősség számítására [58]. A b b a n áll 
a módszer fő gondola ta , hogy olyan hul lámfüggvényeket kell keresnünk, melyek 
a tekintett matrixelemek számításánál opt imál isak. Ehhez a hul lámfüggvénynek 
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olyan feltételeket kell kielégítenie, melyek segítségével kiderí thetők a belekerült 
paraméter értékek. Természetes, hogy az energia, melyet e függvények segítségével 
számolunk ki, némileg fö lö t te lesz annak a minimális ér téknek, melyet a p r ó b a -
függvény ado t t alakja mellett el lehet érni. A módszert a litium a tomon p r ó b á l t á k 
ki és olyan j ó eredményeket adot t , melyek nem maradnak le a Har t ree—Fock 
módszer a lapján nyert eredményektől . Hason ló sikerrel molekulákra is a lka lmaz-
ták. Lényeges, hogy ana lóg módszer j avaso lha tó más matrixelemek számítására is, 
akár diagonál isak, akár nem. Tehát olyan módszerről van szó, mely a t o m o t vagy 
molekulát jel lemző tetszőleges fizikai mennyiség matrixelemeihez optimális hu l lám-
függvények nyerését teszi lehetővé. 
A „megengede t t " á tmenetek oszcillátor erősségének meghatározási p rob lémája 
mellett az e lektron-spektroszkópia számára nagyon fontosak a különböző szim-
metria-ál lapotok közti á tmenetek valószínűségének számításai . Ezek az á tmene tek 
annak következtében lépnek fel, hogy a molekula rezgések némileg megbon t j ák 
a molekula szimmetriát . Ennek figyelembevétele során a megfelelő matr ixelemek 
nullától kü lönbözőnek a d ó d n a k (ún. vibrációs átmenetek). Itt tehát az e lektron 
és rezgőmozgás kölcsönhatásával kapcsolatos, fentebb már említett számítási p rob-
léma merül fel. A „ t i l to t t " optikai á tmenetek létrejötte molekulákban azt mu ta t j a , 
hogy e kölcsönhatás fő megnyilatkozása a Jahn —Teller effektus [60]. 
Az elmélet nem ad rossz eredményeket a „ t i l to t t" á tmenetek valószínűségére, 
így például az ' A l g —1 B l u á tmenet oszcillátor erősségére benzolban 0,26-ot szol-
gáltat, míg a kísérleti érték 0,1 [61]. Az eltérést minden valószínűség szerint a mole-
kulapályák közelítő jellegű felvétele okozza . Hogy milyen az elektron korreláció 
hatása a vibrációs á tmene tek valószínűségére, azt nem vizsgálták. 
Ugyancsak fontos probléma a szinglett-triplett á tmenetek valószínűsége. En-
nél a legérdekesebb kérdés a paramágneses szennyeződések [62, 63, 64] és a komplex-
alakulatok szerepének tisztázása. 
V. Gyenge kölcsönhatásokra végzett számítások 
A Coulomb-fé le kölcsönhatás nagyságrendjéhez képest nagyon kicsi energiák 
jellemeznek sok molekulánbelül i kölcsönhatás t és külső térrel való kö lcsönha tás t 
( 1 0 - 4 — 1 0 ~ 1 4 eV nagyságrend). Ide tar tozik az e lekt ronok és a mag spin-spin 
kölcsönhatása, spin-pálya kölcsönhatások, az elektronok és a magok mágneses -
m o m e n t u m á n a k külső mágneses térrel való kölcsönhatása, a magok k v a d r u p o l -
momen tuma inak a belső elektromos terekkel való kölcsönhatása , és így t o v á b b . 
Hasonló kö lcsönhatásokra végzett számítások a rádióspektroszkópia gyors fejlő-
désével kapcsola tban vál tak aktuál isakká. Az elektron és mag mágneses rezonanc ia , 
a kvadrupol rezonancia, a mikrohul lámú rádióspektroszkópia különböző adata i 
várnak interpretációra és ezzel egy sor új olyan elméleti probléma megoldását 
sürgetik, melyek a molekulák , gyökök és komplexvegyületek felépítésével kapcsola-
tosak. Ugyanakkor a gyenge kölcsönhatásokra végzett számítás lehetővé teszi, 
hogy k ipróbál juk a közelí tő molekula hul lámfüggvények jóságát . Ez a lehetőség 
azon alapszik, hogy a kü lönböző gyenge kölcsönhatásoknál nagy szerepet j á t s z a n a k 
az át lagértékben a tér kü lönböző hatóterületei . így például a molekulák szusz-
ceptibil i tásának diamágneses része ( r 2 ) - tő l , a magárnyékolás diamágneses része 
{r~ ' ) - tő l , a spin pálya kölcsönhatás ( r~ 3 ) - tó l , az e lekt ronnak a maggal va ló köl-
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csönhatása < /~ 3 s in 2 ©) — és < r - 3 ( 3 cos 2 © - l))- tői (és így tovább) függ. E mennyi-
ségek nagyobb részére a legegyszerűbb molekulák vagy gyökök esetében kielégítő 
eredmények a d ó d n a k , bár igaz, hogy néha 1,5—2-szeresen eltérnek a valódi érték-
től [66, 67, 68]. A szuszceptibilitás úgynevezett paramágneses részének és a mag-
árnyékolásnak a per turbáció elmélet második közelítésében tör ténő számításai 
fá radságosabbak . E mennyiségeknek a per turbác ió elmélet formulái a lapján való 
számításánál [69] ismerni kell a molekula összes gerjesztett á l lapotához ta r tozó 
sajátfüggvényt és sajátértéket . Mivel ezek nem ismeretesek, ilyen módszerrel gyakor-
latilag nem lehet számolni. A variációs módszerrel nyert fo rmulák alapján végzett 
számításnál a hul lámfüggvényt elegendő csupán az a lapál lapotban ismernünk [70]. 
Viszont mivel az említett mennyiségek e függvények második deriváltjaitól függ-
nek. a közelítő függvényekkel való számolás nem vezet kielégítő eredményekre, 
így például a Heitler - London függvény segítségével a H 2 molekula szuszcep-
tibilitásának paramágneses részére 0 , 4 6 5 - 1 0 - 6 adódik , ugyanakkor a kísérleti ér-
ték 0 , 0 8 4 6 - Ю - 6 [68]. Alka lmasabb hul lámfüggvény használata mellett 0 , 1 0 6 - 1 0 - 6 
érték nyerhető [68]. Ahhoz, hogy a kísérleti értékkel teljesen összeeső értéket kap-
junk, feltétlenül igen pontos hul lámfüggvényre van szükség. Ugyanilyen nehézségek 
jelentkeznek a magárnyékolás paramágneses részének számításánál is. Mindkét 
esetben sikerül megtalálni azt a módot , mellyel a pontat lanság fő okát el lehet ke-
rülni — a koord iná ták szerinti kétszeres differenciálást , ha a molekulafüggvény 
olyan atomi függvényekből épül fel, melyekben (miként a n n a k idején London ja -
vasolta [71]) előre pontosan meg van ha tározva az elektronok precessziója külső 
mágneses térben. Ezt a módszer t először /, V. A/exandrov használta fel mágneses 
árnyékolás számítására [74]. E számításnál a mágneses árnyékolás [74] és a szusz-
ceptibilitás [75] paramágneses részére viszonylag egyszerűen, teljesen kielégítő ered-
mények a d ó d n a k . 
Nehezen, a hul lámfüggvény maghoz közeli értékét, i//(0)-at, illetően is e lérhető 
j ó közelítés, mely a magok maguk közti [76] és az elektronokkal való [77] spin-
spin kölcsönhatási energiá jának kifejezésében a „ k o n t a k t " tag kiszámításához 
szükséges. Az M O módszer egydeterminánsos közelítésében ф(0) gyorsan nullává 
válik; a konfigurációs kölcsönhatás figyelembevétele lehetővé teszi, hogy a szélső 
értéket megközelí tsük. Tehát i//(0) kiszámítása a gerjesztett konfigurációk figye-
lembevétele mellett végzett számítások közül az az elég ritka példa, ahol az ered-
mények jelentősen javultak (lásd például [66, 72]). A valenciastruktúrák módszerével 
is nyerhetünk i//(0)-ra kielégítő eredményt [73]. E mennyiség, vagy éppen a f en tebb 
említett át lagértékek pon tosabb számításai valószínűleg majd Sz. /. Vetcsinkin 
módszerével valósulhatnak meg [58]. 
Sok érdekes és fontos kérdés vetődik fel az elektron paramágnesesrezonancia-
spektrumok h iper f inomst ruktúrá jának interpretációjával kapcsolatban. A gyökök 
szerkezetének szempont jából nagyon érdekes ada tok adódnak az elektron-spin 
eloszlás sűrűségre [78]. Nevezetesen az derült ki, hogy á l ta lában ez a mennyiség 
nem áll korrelációban az effektív töltés nagyságával . A kvan tummechan ikának a 
rádióspektroszkópiában való egy első a lkalmazása az e lekt romos tér gradiensének 
(q) kiszámítása volt [79]. Az utóbbi évek kuta tása i azt muta t t ák , hogy a hibridi-
záció és a kötés ionos jellegének az e lekt romos tér maghoz közeli gradiensének 
alakulásában j á t szó viszonylagos szerepével kapcsola tos korai kijelentéseket gon-
dosan felül kell vizsgálni [80]. Megmuta t ták , hogy a q számítot t és kísérleti (kvad-
rupol rezonanciából nyert) ér téke közti eltérés zömét az okozza, hogy az egyszerű 
A MOLEKULÁK ELEKTRONFELHŐJÉNEK KVANTUMELMÉLETE 173 
Slater-féle függvények, melyekkel a számításoknál á l ta lában dolgoznak, rosszul 
adják az elektronsűrűséget az atomi pályák fedési t a r tományában [81]. A külön-
böző spinek („open shell") és a kü lönböző MO-k, (2.?, 2pa, 2pn)-ra kü lönböző 
effektív töltések bevezetésével a nitrogén molekulára a numerikus eredmények 
jelentősen j obbnak a d ó d n a k , és emellett konstans kvadrupol kötés esetén a kísér-
lettel j ó egyezést lehet elérni [81]. 
Végül szóbahozzuk a kvan tummechanika a lka lmazásának azt az új, érdekes 
területét, mely az a romat ikus vegyületek triplett á l lapota inak elektron - paramág-
neses rezonancia segítségével való nemrégen megkezdett kutatásaival kapcsola tban 
jelent meg [82]. Itt e lsősorban az e lekt ronkorre lác iónak az észlelt törvényszerű-
ségekben já tszó szerepét kell tisztázni [82], [83]. 
* * * 
Röviden fogla lkoztunk a molekulák-elektronfelhőjére vonatkozó számítások 
néhány irányával és feladatával . E terület nem kevésbé fontos , több más kérdését 
nem érintet tük. Ilyen például a komplex vegyületek szerkezetének elmélete és az 
e lekt ronhiányos vegyületeké, a ligandok terének elmélete, a molekulák közti köl-
csönhatás és a donor -akcep tor kötés, a hidrogénkötés elmélete és még mások. 
A molekulák-elektronfelhőjének elméletében fontos fejezeteket képez a kvan tum-
kémia. Ezen elmélet fejlődésében és a sokelektronos rendszerekre végzendő szá-
mítások korszerű technikával való el látásában nem csak a kémia t u d o m á n y a érde-
kelt, hanem a fizika t ö b b ága is. 
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k u s o k d o l g o z a t a i t , k ö z l e m é n y e i t t a r t a l m a z z a . É v e n k é n t e g y k ö t e t j e l e n i k m e g , h a t f ü z e t b e n , f ü z e -
t e n k é n t á t l a g h a t í v t e r j e d e l e m b e n . 
K é z i r a t o k a k ö v e t k e z ő c í m r e k ü l d e n d ő k : 
J á n o s s y L a j o s a k a d é m i k u s 
B u d a p e s t , X I I . , K o n k o l y T h e g e ú t . 
K ö z p o n t i F i z i k a i K u t a t ó I n t é z e t 
U g y a n e r r e a c í m r e k ü l d e n d ő m i n d e n s z e r k e s z t ő s é g i l eve lezés . 
M i n d e n s z e r z ő t 5 0 k ü l ö n l e n y o m a t i l l e t m e g m e g j e l e n t m u n k á j á é r t . 
A k ö z l é s r e e l n e m f o g a d o t t k é z i r a t o k a t a s z e r k e s z t ő s é g l e h e t ő l e g v i s s z a j u t t a t j a a s z e r z ő h ö z , 
d e f e l e l ő s s é g e t a b e k ü l d ö t t és e l n e m f o g a d o t t k é z i r a t o k m e g ő r z é s é é r t v a g y t o v á b b í t á s á é r t n e m 
v á l l a l . 
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s z á m l a s z á m : 0 5 - 9 1 5 - 1 1 1 - 4 6 ) , k ü l f ö l d i m e g r e n d e l é s e k a „ K u l t ú r a " K ö n y v - és H í r l a p K ü l k e r e s -
k e d e l m i V á l l a l a t , B u d a p e s t , I . , F ő u t c a 3 2 . ( M a g y a r N e m z e t i B a n k e g y s z á m l a s z á m : 4 3 - 7 9 0 - 0 5 7 - 1 8 1 ) 
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1 . A m e n n y i b e n a c i k k t é m á j á t a f o l y ó i r a t b a n e l ő s z ö r p u b l i k á l j á k , a t é m a e l ő z m é n y e i t , a z á l -
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s z ü k s é g , a s z e r k e s z t ő s é g a z t k ü l ö n f o g j a k é r n i . 
4 . A k é z i r a t o k a t g é p e l v e , e g y o l d a l r a í r v a , 4 c m - e s m a r g ó v a l , k e t t ő s s o r k ö z z e l k é s z í t s é k e l . 
5 . A z á b r á k a t c e r u z á v a l s i m a f e h é r p a p í r o n r a j z o l j á k . A n y o m d a s z á m á r a a r a j z o k e l k é s z í -
t é s é t a k i a d ó v á l l a l j a . 
6 . A z á b r á k a l á r ö v i d m a g y a r á z ó s z ö v e g e t í r j a n a k . 
7 . A s z ö v e g k ö z t i f o r m u l á k b a n f e r d e t ö r t v o n a l a t , p l . 1 / 2 , t ö r t e k h e l y e t t l e h e t ő l e g n e g a t í v 
k i t e v ő t , g y ö k j e l h e l y e t t p e d i g t ö r t k i t e v ő t , a z e~kT t í p u s ú k i f e j e z é s e k h e l y e t t p e d i g e x p ( —kT) j e l ö l é s 
a l k a l m a z z a n a k . 
8 . A v e k t o r o k a t f e t t b e t ű v e l j e l ö l j é k . H a a d o l g o z a t b a n o p e r á t o r is s z e r e p e l , e z t í r j u k f e t t 
b e t ű v e l , a v e k t o r o k a t p e d i g g ó t b e t ű v e l . 
„SZÉLES-JELÜ" (WIDE-LINE) MAG MÁGNESES 
REZONANCIA SPEKTROMÉTER* 
T O M P A K Á L M Á N és T Ó T H F E R E N C 
M T A K ö z p o n t i F i z i k a i K u t a t ó I n t é z e t e 
A f e l é p í t e t t t é r m o d u l á c i ó s r e n d s z e r ű , o s z c i l l á t o r d e t e k t o r t t a r t a l m a z ó m a g m á g -
neses r e z o n a n c i a s p e k t r o m é t e r t 1 . . . 15 M H z f r e k v e n c i a t a r t o m á n y b a n p r ó b á l t u k k i . 
Szé les- je lek v i z s g á l a t á r a a l k a l m a z h a t ó , a j e l e k r e g i s z t r á l á s a a u t o m a t i k u s a n t ö r t é n i k . 
A z o s z c i l l á t o r r á c s k ö r i r e z g ő k ö r é n f e l l épő r á d i ó f r e k v e n c i á s f e s z ü l t s é g a m p l i t ú d ó j a 
a f r e k v e n c i á t ó l f ü g g e t l e n ü l s z a b á l y o z h a t ó , m a x i m á l i s é r t é k e 400 m V . A be rendezés 
s t a b i l i t á s á n a k r e l a t í v é r téke ± 6 - 1 0 - 3 , a mágneses t é r g r a d i e n s é n e k é r t é k e az á l l a n d ó 
mágneses t é r r e m e r ő l e g e s s í k b a n k i s e b b , m i n t 0 , 3 o e r s t e d / c m . A 6 3 C u i z o t ó p r e z o -
n a n c i a a b s z o r p c i ó s gö rbé je f é m m i n t á n . 
Bevezetés 
A mag mágneses rezonancia spektroszkópia 1945-ben történt felfedezése óta 
olyan kísérleti módszerré fejlődött, amely nemcsak a magfizika számára nyújt érté-
kes információkat (pl. a mag mágneses dipólmomentumának, /t-nek és elektromos 
kvadrupólmomentumának, 0-nak a meghatározása), hanem sajátos bepillantást 
enged a gáz, folyadék és szilárd fázisban levő atomok és molekulák fizikájába is. 
Nem magfizikai szempontból nézve a módszert, nem kutatjuk /t és 0 eredetét, érté-
küket az atommag jellemző adataként ismertnek tekintjük. 
A módszer, amint ismeretes, pl. [1], [2], az atommagok saját impulzusmomen-
tumának, / /^/: magspin; h: Planck-állandó) és paramágneses dipólmomentumának, 
ju = у/Й (у: az atommag giromágneses faktora) az iránykvantálásán alapszik. Állandó 
mágneses térben az atommagok különböző potenciális energiával rendelkeznek 
aszerint, hogy mekkora a mágneses momentumuk mágneses térre eső vetülete. 
Ezen energianívók között megfelelő energiájú és polaritású elektromágneses sugár-
zással A m = ± l kiválasztási szabálynak megfelelően, átmenetek hozhatók létre. 
A gerjesztő sugárzás frekvenciája v = (2л)_ 1-у. Hefr ( / / e f f : az atommag által érzett 
mágneses tér) rádiófrekvenciás tartományba' esik. Természetesen az átmenet a kör-
nyezetükkel kölcsönhatásban levő atommagok esetén nem egyetlen frekvencián 
(v0), hanem egy véges frekvencia tartományban történik. 
A rezonancia abszorpciós görbét a következő paraméterekkel jellemezhetjük: 
helyzet, intenzitás, amplitúdó, szélesség és alak. Á paraméterek függnek a mag 
helyén levő elektromos térgradiens és mágneses térerősség értékétől. A tereket 
viszont — az alkalmazott külső terektől eltekitve — a rezonáns mag környezetében 
levő atomok és elektronok határozzák meg. Természetesen várható, hogy az ato-
mok ill. elektronok számát, vagy elrendeződését befolyásoló jelenségek (fázisátala-
kulás, összetételváltozás, rácshibák, diflfúzió, külső körülmények megváltozása 
stb.) megváltoztatják a rezonancia-jel egy, vagy több paraméterét. Például fémek 
esetén az ötvözés az összes paramétert, hidrosztatikus nyomás csak a görbe helyze-
tét változtatja meg. így a kapott mag mágneses rezonancia spektrum alapján az anyag-
* É r k e z e t t 1962 . n o v . 6 . 
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minta belső elektromos térgradienséről, belső mágneses térerősségéről (pl. anti-
ferro és ferro-mágneses anyagokban a rezonáns atommagok helyén levő térerős-
ségről), a rezonáns magot tartalmazó kristály szerkezetéről, ill. ezek változásairól 
az anyagmintában végbemenő folyamatokról (diffúzió, rendeződés, egyes molekula-
csoportok mozgása stb.) kapunk felvilágosítást. 
Felhasználásuk szerint a folyamatos gerjesztésű spektrométerek két csoport-
ját különböztetjük meg: 
1. Nagyfelbontású mag mágneses rezonancia spektrométerek kémiai eltoló-
dás, spin—spin kölcsönhatás vizsgálatánál molekula-szerkezet meghatározásánál, 
kémiai reakciók kinetikájának tanulmányozásánál, kvantitatív kémiai analízisnél 
stb. használhatók. Általában egy, vagy több fix frekvenciára hangolt berendezések. 
Felbontóképesség 10~8 . 
2. Széles-jelű mag mágneses rezonancia spektrométerek szilárdtestfizikai 
vizsgálatoknál, relaxációs idő méréseknél, precíz giromágneses faktor meghatá-
rozásánál stb. használhatók fel. Az előbbi típusú berendezésekkel szemben, álta-
lában széles frekvencia tartományban hangolhatok. Az előírt homogenitási köve-
telmény az anyagminta körülbelül 1 köbcentiméteres térfogatára értendő, szemben 
a nagyfelbontású berendezések anyagmintájának néhányszor tíz köbmilliméteres 
térfogatával. Felbontóképesség 10~ 4 . . .10~ 6 . Detektálási módszer szerint a beren-
dezések a következőképpen oszthatók fel: 
1. egytekercses módszerek 
a) oszcillátoros detektálás 
b) váltóáramú hidas detektálás, 
2. kéttekercses módszerek (Bloch-típusú, vagy indukciós). 
A Bloch- és a váltóáramú hidas módszer előnye, hogy mindkét módus (ab-
szorpciós és diszperziós) detektálására alkalmas, és a diszperziós módus haszná-
lata ismeretlen jelek keresésénél előnyös, továbbá nagyobb frekvencia stabilitást 
tesznek lehetővé mint az oszcillátoros módszer. Hátrányuk bonyolultabb felépí-
tésük, és külön gondot igényel az abszorpciós és diszperziós módusok tiszta szét-
választása. 
Az oszcillátoros módszer csak az abszorpciós módus detektálására alkalmas, 
általában kisebb frekvencia stabilitást biztosít, egyszerűbb felépítésű. Egyszerűsége 
miatt alkalmaztuk az oszcillátoros detektálást a felépített mag mágneses rezonancia 
spektrométerben. 
A tervezés általános szempontjai 
Bármilyen detektálási módszert választunk is a rezonancia abszorpció a mérő-
tekercset tartalmazó rezgőkör sarkain levő rádiófrekvenciás feszültség kis változá-
sában nyilvánul meg. Lineáris az a detektor, melynek a kimenetén levő egyenfe-
szültség változás arányos a rádiófrekvenciás bemenő feszültség amplitúdójának 
változásával, tehát a rezonancia abszorpciós jel amplitúdójával. A detektálandó 
jel amplitúdójának nagyságával kapcsolatban két mennyiséget kell meghatározni: 
a rezonancia esetén fellépő feszültséget, és a berendezés által detektálható legkisebb 
jelfeszültséget, azaz a berendezés jel/zaj viszonyát. 
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Jelfeszültség. A z appendixben meghatároztuk a rádiófrekvenciás feszültség-
változás értékét. Ennek csúcsértéke (A, 5) alapján: 
A E 0 = KN0y2I(I + 1) I vUQ0D2ng(y0) 1 + 0 > 5 y 2 ^ r l g ( v 0 ) [ V ° l t ] ' 
ahol bevezettük а К=300-л 2 И 2 (6 к с ) - 1 rövidítést, a használt szimbólumok jelen-
tése pedig a következő: k: Boltzmann állandó, с: fénysebesség, N0: az anyagminta 
egy köbcentiméterében levő rezonáns atommagok száma, T: abszolút hőmérséklet, 
kitöltési tényező, Q0 : az anyagmintát tartalmazó mérőtekercs jósági tényezője, 
D, ill. я: a tekercs átmérője, ill. menetszáma, g (v 0 ) a telítetlen abszorpciós görbe 
normált alakfüggvényének értéke v0 frekvencián, H , : a nagyfrekvenciás mágneses 
tér fél-amplitúdója, és Ti a spin-rács relaxációs idő. 
A formula alapján látható, hogy a méréseket alacsony hőmérsékleten, nagy 
mágneses térben, nagy E, és Q0 értékeknél célszerű végezni. Látható továbbá, hogy 
AEo-nak Hx függvényében, r'iS'(vo)) értéknél szélsőértéke van. 
A maximum értéke: 
AES™X - KN0yI(I+ 1) j v20EQ0D2n 
g ( V o )
 [Volt], 
27\ 
Határozzuk meg a várható jelfeszültségek értékét 6 3 C u atommagra tiszta fémminta 
esetén, a következő kísérleti feltételek mellett: ( ? o =100; . 0 = 1 , 1 cm; « = 1 5 ; 
£ = 0,1 cm3; v 0 = 7 MHz; Г = 3 0 0 K° Redfield А. [3] mérései szerint 6 3 Cu izotópra 
g ( v 0 ) = ( 0 , 2 2 8 ± 0 , 0 2 ) - 1 0 - 3 sec; 7 \ ( 3 ± 0 , 6 ) - 1 0 ~ 3 sec. így # i ° p , = 0,24 oersted és 
AEoa" = 4 ,7-10~ 5 "Volt. Talán nem érdektelen megemlíteni, hogy egy szokásos 
oszcillátortípusnál Hx = 5 - 1 0 - 3 oersted térerősség könnyen megvalósítható, és itt 
a várható feszültség értéke AE0 = 2-10-6 Volt. Hasonló nagyságrendű feszültség 
várható azonos számú rezonáns magot tartalmazó fém alumínium minta esetén is. 
Jel/zaj viszony. A berendezés jel/zaj viszonyának meghatározásához szükséges 
ismerni az F zajszámmal jellemzett, A / effektív sávszélességű erősítő rendszer be-
menetére vonatkoztatott zajfeszültséget, melynek értéke az ismert formula alap-
ján (lásd pl. [4]): A V = (4 RpKTFAff, Rp=a>0LQ0 a rezgőkör rezonancia ellenállása. 
A jel/zaj viszony pedig a következő formuíával adható meg: 
в = B N 0 y 2 I { I + l ) { A f y f a *<v°> 1 + 0 , 5 У 2 Я ^ Ы ' 
7T3/J H 2 
ahol а В = rövidítést vezettük be. 
V 2 1 2 ck'l* 
A jelfeszültséggel kapcsolatban elmondottakhoz annyi hozzáfűzni valónk van, 
hogy olyan erősítőrendszer megépítése célszerű, melynél a zajszám és az effektív 
sávszélesség kicsi. F nem csökkenthető minden határon túl. 
A sávszélességgel kapcsolatban érdemes megemlíteni, hogy lineáris egyenirá-
nyítás esetén az effektív sávszélesség Af=(2Afl-Af2)i, ahol A/j a rádiófrekven-
I 
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ciás A/) a hangfrekvenciás erősítő sávszélessége, fázisérzékeny egyenirányításnál 
A/-et az RC kör időállandójának a reciproka határozza meg, és tized Hz nagyság-
rendű effektív sávszélesség is könnyen elérhető. A megengedhető legkisebb sáv-
szélességet az egész spektrométer időbeli stabilitása határozza meg. 
A jel/zaj viszony értéke a jelfeszültség számolásnál megadott feltételek és F= 3 ; 
A / = 2 / 3 s e c - 1 ; L= 2/г henry értékek mellett, 5 moersted rádiófrekvenciás térnél: 
0 = 1 , 2 - 1 0 2 . 
A berendezés tömbvázlata és működése 
Az 1. ábrán látható az általunk felépített széles-jelű mag mágneses rezonancia 
spektrométer tömbvázlata. A vizsgálandó anyagmintát a mérőfejben elhelyezett 
induktivitás tartalmazza, amely egy párhuzamos kapacitással az oszcillátor rácsköri 
rezgőkörét alkotja. Abban az esetben, ha az állandó mágneses tér térerőssége és 
a rezgőkör sajátfrekvenciája kielégíti az а>0 = уНе{( rezonancia feltételt, rezonancia 
abszorpció lép fel és az oszcillációs amplitúdó csökken. Ennek az amplitúdó vál-
tozásnak — ellentétben az amplitúdó véletlenszerű változásaival — az a jellemző 
tulajdonsága, hogy függ a mágneses térerősségtől. A modulátor és a Helmholtz 
tekercspár segítségével modulálva a mágneses teret, az eredő térerősség H = H 0 + Hm 
coswm í alakú lesz, és az amplitúdó változás pedig az idő periodikus függvénye 
((2л)со -1 periódusidővel) lineáris egyenirányítás után egy felül áteresztő szűrővel 
leválasztható a véletlenszerű ingadozás okozta amplitúdó változásoktól. Ha a modu-
lációs amplitúdó nagyobb az abszorpciós görbe szélességénél, úgy alacsony frek-
venciás erősítés után az oszcilloszkópon az abszorpciós görbe figyelhető meg, ha 
az oszcilloszkóp vízszintes el-
térítő lemezpárjára fázistolón 
keresztül a modulátor feszült-
ségét visszük. 
Kis intenzitású jelek ese-
tén az oszcilloszkópos detek-
tálás nem megfelelő a nanyobb 
sávszélességek miatt. Láttuk, 
hogy a sávszélesség csökken-
tésével a jel/zaj viszony javít-
ható. Hogy torzulás ne lépjen 
fel a sávszélesség miatt a tér-
modulációs amplitúdót jóval 
kisebbre választjuk, mint az 
abszorpciós görbe szélessége. 
Ebben az esetben a lineáris egyenirányítás után kapott 2njtom periódusú jelfeszültség 
amplitúdója jó közelítéssel az abszorpciós görbe mágneses tér szerinti deriváltjával 
lesz arányos. Lineárisan változtatva a mágneses teret a háromszögjel generátor 
segítségével a derivált értéke az abszorpciós görbe minden pontján meghatároz-
ható, vagy regisztrálható. 
Temészetesen a sávszélesség csökkentésének a legegyszerűbb módja az lenne, 
hogy szelektív erősítőt használunk. Nagyon kis intenzitású jelek vizsgálatánál tized 
Hz nagyságrendű sávszélesség szükséges, ezért egyszerű szelektív erősítő helyett 
fázisérzékeny detektort, vagy másnéven lock-in detektort használnak. 
1. ábra. A „ s z é l e s - j e l ű " m a g mágneses r e z o n a n c i a s p e k t r o -
m é t e r t ö m b v á z l a t a . 1 : h á r o m s z ö g - j e l g e n e r á t o r , 2 : t ápegység , 
3 : e l e k t r o m á g n e s , 4 : H e l m h o l t z t e k e r c s p á r , 5 : m é r ő f e j , 
6 : o s z c i l l á t o r , 7 : m o d u l á t o r , 8 : a l a c s o n y f r e k v e n c i á s e r ő s í t ő , 
9 : o s z c i l l o s z k ó p , 10 : s z e l e k t í v e r ő s í t ő , 1 1 : f á z i s é r z é k e n y 
e g y e n i r á n y í t ó , 1 2 : r e g i s z t r á l ó , 1 3 : f á z i s t o l ó 
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Először a hangfrekvenciás jelet Awm<scrnm sávszélességű szelektív erősítővel 
a zajfeszültséggel együtt erősítjük. A szelektív erősítő kimenetén levő y(t) = 
= Ej sinœmt+v(t) (ahol v(t) a zajfeszültség pillanatnyi értéke, Ej pedig a meg-
felelően felerősített jelfeszültség amplitúdója) feszültséget összekeverjük egy peri-
odikus feszültséggel, R(t)=Er sin(ûjmt+9?) és a kapott feszültséget т»1 /Дсо т  
tartományra integráljuk. Az integrálás után a kimeneten levő jel/zaj viszony ugyanaz, 
mintha A / = 2 / t sávszélességű szűrőt használtunk volna [5]. Ej sin <pmt és R(t) között 
fáziskoherenciának kell fennállnia, amit úgy biztosítunk, hogy a mágneses tér modu-
lálását ugyanaz a generátor végzi, mint amelyik a fázisérzékeny detektor R(t) refe-
rencia feszültségét szolgáltatja. A következőkben a spektrométer egyes elemeinek 
részletesebb ismertetésével foglalkozunk. 
Elektromágnes 
Az állandó mágneses teret % 200 mm (8 inch) pólusátmérőjű 40 mm pólus-
távolságú Newport gyártmányú D tip. elektromágnes állítja elő. Á pólusok átlagos 
távolsága nem változtatható, csak felületeik párhuzamosíthatok. A mágnes fel-
állítása után a pólusok párhuzamosságát mechanikusan ellenőriztük, 0,05 mm 
osztású lyukmikrométerrel négy ponton végezve méréseket. Becslésünk alapján 
a pólusok párhuzamostól való eltérése kisebb, mint 0,02 mm. A mágneses tér homo-
genitását a következőképpen határoztuk meg: A mágneses térre merőleges síkban 
levő egymásra merőleges két irányban végeztünk tér mérést mag mágneses rezo-
nancia módszerrel (proton rezonancia alapján). A mágnes-pólusok középpontjától 
jobbra és balra, egymástól 4 cm távolságra elhelyezett két mérőtekerccsel megha-
tároztuk a mágneses tér két-két azonos térerősségű pontját, és ezen pontok álta 
határolt tartományokon belül egy-egy tekercset tartalmazó mérőfejet mozgatva 
mértük a rezonancia görbe eltolódását, az előre bekalib ált oszcilloszkóp ernyőn 
(a modulációs amplitúdó meghatározott értékénél) 10 MHz frekvencián. Eltoló-
dást a leolvasási hiba határán belül nem figyeltünk meg. Feltéve, hogy a mágneses 
tér a vizsgált intervallumok felében (2 cm) monoton változik és leolvasási pontos-
ságunk egy osztásrész (2,4 kHz) úgy, a mágneses térerősség gradiensének értéke 
mindkét irányban kisebb, mint 0,3 oersted/cm. A mágneses térrel párhuzamosan 
nem végeztünk térerősség mérést. A kapott érték a térerősség változás felső határa. 
Meghatároztuk a mágneses térerősség értékét a gerjesztő áram függvényében 
'H és 7Li magok rezonanciája alapján, IM 1-2 szovjet gyártmányú térerősség mérő-
vel, Marconi standard szignál-generátorral frekvencia összehasonlítási módszerrel 
mérve a frekvenciát. A légrésben előállított mágneses térerősség 0,75... 10 A ger-
jesztő áram tartományban 1400...9200 oersted. 
Tápegység 
Az elektromágnes táplálását Newport gyártmányú, В Mark IL típusú tápegy-
ség végzi. Az áramstabilitás 3...8 A tartományban = ± 1 - 1 0 - 4 . A tápegység árama 
külső háromszögjel generátor segítségével vezérelhető. 1 A kimenő áramváltozás-
hoz — 25 V vezérlőjel feszültség szükséges. A megengedett maximális sweep sebes-
ség esetén a kimenő áram változásának a sebessége 0,25 A/sec. 
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Mérőfej 
A méró'fej legfontosabb része a rádiófrekvenciás mágneses teret előállító induk-
tivitás. Láttuk, hogy lehetó'leg minél jobb jósági tényezőjű tekercset kell alkalmaz-
nunk, ezért a plexi tartókra tekercselt induktivitások ezüst huzalból készültek és 
a tekercset az oszcillátorral összekötő vezetéket úgy készítettük, hogy minél rövi-
debb, és kisebb ellenállású legyen. A mérőtekercsek a kívánt frekvenciasávnak meg-
felelően könnyen cserélhetők, és értékük mikrohenry nagyságrendű. 
A mérőfejben helyezke-
dik el a Helmholtz elrende-
zésű modulációs tekercspár, 
segítségével 0. . . 13 oersted tér-
erősségű 30 Hz frekvenciájú 
modulációs tér állítható elő. 
Különös gondot fordí-
tottunk a tekercsek árnyéko-
lására, a modulációs tekercs-
pár egyszeres, a mérőtekercs 
kétszeres 0,3 cm vastagságú 
árnyékoló dobozban van. 
A mérőfej konstrukciója 
az anyagminta gyors cseréjét 
és az állandó mágneses térre 
merőleges tengely körüli for-
gatását is lehetővé teszi. Fel-
építése a 2. ábrán látható. 
Háromszög-jel generátor 
A mágneses teret adott 
időtartamon belül időben 
lineárisan háromszög-jel ge-
nerátor változtatja, amelynek 
kimenő jele vagy az elektro-
mágnes tápegységét vezérli, 
vagy a közvetlenül a mérőfejen elhelyezett tekercspárra vihető. A generátornak 
nem szabad rontania a mágneses tér időbeli stabilitását, ezért nullpont inga-
dozásából eredő hibának kisebbnek kell lennie, mint a mágnes tápegység áramának 
maximális ingadozása, amelynek relatív értéke ± 1 - 1 0 - 4 . Ilyen nagy pontosságú 
hosszú időtartamú jelet motorral forgatott helipottal szoktak előállítani [6], azon-
ban e módszerrel nem mindig lehet megvalósítani a kívánt pontosságot és hátránya, 
hogy periódusideje tág határok között nehezen változtatható. Ehelyett az időben 
lineárisan változó amplitúdójú feszültséget nagypontosságú nem terhelt referencia 
feszültség elektronikus integrálásával állítjuk elő. Az áramkör működése a Miller-
integrátorra vezethető vissza, lényege, hogy egy nagy erősítésű erősítő bemenetére 
kondenzátoron keresztül visszacsatoljuk a kimenő feszültséget, és R ellenálláson 
keresztül pedig egyenfeszültséget adunk, amelynek polaritását periodikusan vál-
2. ábra. M é r ő f e j . 1 : a n y a g m i n t a , 2 : a n y a g m i n t a t a r t ó , 
3 : m é r ő t e k e r c s , 4 : m o d u l á c i ó s t e k e r c s , 5 : m é r ő f e j - o s z c i l l á t o r 
ö s s z e k ö t ő k á b e l e k , 6 : m o d u l á c i ó s v e z e t é k 
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toztatjuk egy megadott kimenőszint elérése után. A 3. ábrán látható az áramkör 
vázlata. A négypólus átviteli függvényének Laplace transzformáltja a következő: 
Ebe(p)-Eg(p) Eg(p) — Eki <>) 
R l / p С 
és Eki(p) = KE (p), ahol E(p) a feszültség Laplace-transzformáltja, p a djdt differen-
ciál operátor, К az erősítési tényező, a többi betű jelentése a 3. ábrán látható. 
На К értéke elég nagy, akkor 
Е М = -
illetve 
Ebe(P) 
pCR ' 
' « " " / F E J 1 
.dt. 
I I 
3. ábra. H á r o m s z ö g - j e l g e n e r á t o r 
e l v i k a p c s o l á s i r a j z a 
Konstans ebe esetén a kimenő feszültség az időnek lineáris függvénye lesz. A peri-
ódus-idő kényelmesen változtatható 1 sec.. .3-103 sec tartományban a kifejezésben 
szerepelő bármelyik mennyiség, legegyszerűbben R változtatásával. Az erősítő 
direktcsatolt nagyerősítésű egyenfeszültség-erősítő, kis értékű nullpont ingadozás-
ECC83 
z-270V 
ECC83 
*27t>r 
E80CC 
Elektromágnes 
tápegységhez 
<7*H VZL6 ZL6 íf 
*270V 
ОС 1071 ОС 1071 ОС 1071 ОС 1071 ОС 1072 ОС 1072 
Meröfejhez 
4. ábra. H á r o m s z ö g - j e l g e n e r á t o r 
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sal (250/tV) és 1 0 - 1 1 A-nél nem nagyobb rácsárammal. így a kimenő feszültség 
driftje ± 50 V kimenő jel esetén kisebb, mint 5 mV. A visszacsatoló С kapacitás 
átvezetési ellenállásának a lehető legnagyobbnak kell lennie, hogy ne csökkentse 
az erősítést és ne növelje az integrálás hibáját. A mágnes tápegységre vitt vezérlő 
feszültség le van osztva, alapvonala el van tolva úgy, hogy a kimeneten kapott vezér-
lőjel 0 és —25 V között változik. 
Közvetlenül a mérőfejre vihető feszültséget egy nagystabilitású egyenáramú 
tranzisztoros erősítő kimenetéről vehetjük le, 3 ohm-os terhelő impedencia esetén 
a kivehető maximális áram 2 A. A jel amplitúdója 10 dB-es lépcsőkben összesen 
60 dB-t osztható. A generátor kapcsolási rajza a 4. ábrán látható. 
Oszcillátor 
Magrezonancia mérések céljára kizárólag rácsáram nélküli A osztályú oszcil-
látor típusok jöhetnek számításba. Mivel a rácsáram okozta amplitúdó szabályo-
zás elmarad, az oszcilláció előírt szinten való tartásához a visszacsatolást nagyon 
pontosan kell beállítani, ezért üzemük nagyon kényes, a hangolás, az üzemi feszült-
ségek kismértékű ingadozása a beállított oszcillációs szintet megváltoztatja. Az iro-
dalomból ismert [7] autodyn típusnál lényegesen jobban használható a Pound, 
Knight, Watkins [8] típusú oszcillátor, melynek automatikus szintszabályozója nagy-
mértékben stabilizálja a beállított amplitúdót. Még jobb stabilitás érhető el a Ro-
binson [9] típusú mérőoszcillátorral, amelynél a frekvencia és az oszcillációs ampli-
túdó szabályozás teljesen függetlenül, egymásrahatás nélkül valósítható meg. Az osz-
cillátor alapkapcsolása az 5. ábrán látható. Az első fokozat nagyerősítésű, kis zajú, 
szélessávú fokozat, a második a limiter fokozat, amely a rácskörében a nagyfrek-
venciás jelet egyen irányítva szolgáltatja az automatikus szintszabályozó feszültsé-
get, és egyúttal a demodulált magrezonancia jelet is. Erről a fokozatról könnyen 
ki lehet mutatni, hogy ha a rácsáram folyási szöge 20 ^  n és a rácsváltó feszültség 
amplitúdója lényegesen nagyobb a cső levágási feszültségénél, akkor az anódáram 
lényegében négyszögimpulzusokból áll, és a kimenő jel amplitúdója független a 
bemenő jelétől. Az alapharmonikust visszacsatolva a rezgőkörre egy nagy ellen-
álláson keresztül, állandó szintértékű rezgés amplitúdó tartható fenn, amelynek 
értéke nagymértékben független a rezgőkör rezonanciaellenállásától, így a forgó 
kondenzátor állásától is. Az ugyanazon rácsfeszültséghez tartozó anódáram értékét 
a cső segédrács feszültségével lehet változtatni, és ezzel a kívánt oszcillációs ampli-
túdót is beállítani. Az oszcillátor felépítése olyan, hogy a rezgőkörön kívüli foko-
5. ábra. O s z c i l l á t o r e l v i 
k a p c s o l á s i r a j z a 
6. ábra. A z o s z c i l l á t o r z a j t é n y e z ő j é n e k 
a m e g h a t á r o z á s á h o z 
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zatok aperiódikusak azért, hogy a gerjesztő rendszernek ne legyen fázistolása 
és ezzel együtt ennek számottevő ingadozása se, ami a frekvencia stabilitás értékét 
rontaná. 
Az oszcillátor zajtényezőjét a 6. ábra alapján számíthatjuk ki. A csőzajok jelen-
létében a rezgőkörből kifolyó А/ sávszélességbe eső zajáram négyzetének átlaga: 
P = + [S2 (Rp + Rnl) R\ + Rn2] Ó22/?2j, 
ahol R„, az /-edik cső ekvivalens zajellenállása, St a meredeksége, a többi szimbó-
lum jelentése a 6. ábrán látható. Zajmentes oszcillátor fokozat esetén a rácskörből 
kifolyó zajáram négyzetének átlaga Ц = 4 kTRpAf. Defeniáljuk az oszcillátor zaj-
számát a következőképpen: F=P/I$. Felhasználva, hogy oszcilláció esetén az osz-
cillátor által képviselt negatív ellenállás a veszteségi ellenállással egyenlő, £-re a 
következő értéket kapjuk: 
F = 2 + (RJRp) + Rn2S2ß2 
/? n l =500 ohm és /?p%5000ohm értékek behelyettesítésével F = 2 , l érték adódik. 
Az oszcillátor kapcsolási rajza 7. ábrán látható. 
E 180 F 6 Ak 5 
7. ábra. A z o s z c i l l á t o r k a p c s o l á s i r a j z a 
Erősítő és fázisérzékeny egyenirányító fokozat 
Az oszcillátor demodulált jelét szélessávú alacsony-frekvenciás erősítő erősíti 
olyan szintre, hogy a magrezonancia jelet oszcilloszkópon látni lehessen. Az erő-
sítő frekvenciasávja 20 Hz-től 15 kHz-ig terjed, maximális erősítés 106-szoros. Az erő-
sítő első fokozata úgy van méretezve, hogy az ilyen alacsony frekvenciáknál fel-
lépő flicker zaj aránylag kicsi legyen, és ne növelje számottevően a magrezonancia 
jel zajszintjét. A szélessávú erősítő után egy 30 Hz frekvenciára hangolt szelektív 
fokozat következik, melynek a túlságosan nagy amplitúdójú zajok csökkentése 
a feladata. A szelektív erősítő kimenő jelét a fázisérzékeny egyenirányító bemene-
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tére visszük. A fázisérzékeny egyenirányító fokozat kapcsolása és vektorábrája 
a 8. ábrán látható. Az áramkörre felírhatok a következő egyenletek: 
Ex = (Ej +Ej + 2ErEj cos 99)1'2, 
E2 = (Ej + Ej - 2 ErEj cos cp)ff 
a jelölések a 8. ábrán láthatók. 
A két feszültség különbségére a következő kifejezést kapjuk: 
E = 2 Ej cos <p 1 - X ( 1 - c o s 2 9 9 ) + X ( 3 . 10 cos2 99 + 7 cos4 99)-
10 Ej, akkor ahol x = Ej/Er. Ha a feszültségeket úgy választjuk meg, hogy E, 
a zárójelben levő kifejezés értéke 1-től 0,5%-nál kisebb értékkel tér el, tehát a ki 
menő feszültség E ^ 2 Ej cos 99. A referencia feszültség és a jelfeszültség közötti 
fázisszöget célszerű 0-nak választani. A fázisérzékeny 
egyeniárnyítás után megkapjuk a jelfeszültséget, zajban 
eltemetve. Több sec-os integráló RC szűrőkör a zaj-
feszültséget kiátlagolja és ha a jel regisztrálására meg-
felelően hosszú idő áll rendelkezésre, aránylag jó kimenő 
jelet kapunk 1/10—1/50 bemenő jel/zaj viszony esetén is. 
Modulátor 
A mágneses tér modulálását egy 30 Hz frekvenciájú 
10 W kimenő teljesítményű változtatható kimenő szintű 
generátor végzi. Ugyanez a generátor ad jelet az oszcil-
8. ábra. F á z i s é r z é k e n y loszkóp vízszintes eltérítő lemezpárjának, és szolgáltatja 
e g y e n i r á n y í t ó és v e k t o r - a fázisérzékeny egyenirányító referencia-feszültségét is. 
ábrája A spektrum regisztrálása EPP-09 kompenzográf se-
gítségével történik. 
A berendezés bemérése 
K a l i b r á l á s . Mérés közben a háromszög-jel generátor lineárisan változ-
tatja a mágneses teret, és a regisztráló sebessége pedig állandó. Meghatározható, 
hogy időegységre mekkora mágneses tér változás jut, pontosabban, hogy a felvé-
telen adott távolság mekkora mágneses térerősség-változásnak felel meg. A kalib-
rációt a következőképpen végeztük el: A mérőfejben levő anyagminta (teflon tar-
tóban víz) két könnyen regisztrálható rezonáns magot tartalmazott, az 'H és 1 9F 
atommagokat. Egy frekvencián, lineárisan változtatva a mágneses teret, együtt 
felvettük a két mag mágneses rezonancia spektrumát. Mivel a két atommag giro-
mágneses faktora különböző, azonos frekvencián rezonancia görbéjük különböző 
mágneses térben jelenik meg. A rezonancia feltétel alapján ez a különbség, 
Uh - U f = — - egyenlő, ami a> mérésével a giromágneses faktorok isme-
Ун Уг 
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retében meghatározható. Másrészt mérve a két regisztrált görbe távolságát a kalib-
ráció elvégezhető. 
S t a b i l i t á s v i z s g á l a t . A homogenitás mellett a berendezés másik fontos 
jellemzője a stabilitás, amit több faktor határoz meg. A méréshez olyan módszert 
választottunk, amely az összes faktor együttes hatásának a tanulmányozását teszi 
lehetővé. A módszer a 9. ábra alapján könnyen megérthető. Háromszög-jellel modu-
lálva a mágneses teret, mindannyiszor kapunk egy rezonancia jelet, ahányszor a rezo-
nancia feltétel ki van elégítve. Ha a rádiófrekvenciás oszcillátor frekvenciája, vagy 
a mágneses térerősség, vagy a háromszög-jel generátor amplitúdója változik, úgy 
a regisztrált görbék középpontjának egymástól való távolsága fog változni. Mind-
három változás egyforma hatást gyakorol a távolságra, ezért az egyszerűség ked-
véért ekvivalens térerősségváltozás formájában vesszük figyelembe mindhárom vál-
tozását. 
A 9. ábra alapján látható, hogy addig, amíg a háromszög-jel generátor perió-
dusidejénél (6-102 sec) hosszabb periódusú változások az egyenlő fázisú jelek (9. 
ábrán „a-a") távolságát nem változtatják, addig az ellenkező fázisú jelek (9. ábrán 
„a-b") távolságát igen. Tekintettel arra, hogy egy jel felvételénél a rövid periódusú 
ingadozások ismerete szükséges, az „a-a" típusú jelpárok távolság-ingadozását 
vizsgáltuk. Az ábráról látható az is, hogy ± Д Я ekvivalens térerősség ingadozás 
a távolságban ± 2 Ax változást okozhat. Egy rezonancia jel felvételénél természe-
tesen ± A x távolságnak megfelelő mágnese térerősség ingadozást kell figyelembe 
venni. 
Kilenc mérés alapján meghatározott négyzetes középhiba, ± А Я = ± 0 , 1 2 oer-
sted (ill. ennek relatív értéke ± 0 , 1 2 / 2 0 0 0 = ± 6 - 1 0 - 5 ) és a maximális ingadozás 
±0 ,48 oersted (ill. ennek relatív értéke ±2 ,4-10- 4 ) . 
Hasonló változást okozhat az is, ha a regisztráló papír mozgási sebessége vál-
tozik. Elvégeztük a fenti mérést úgy is, hogy a mágneses tér ugyanakkora idő alatt, 
10-szer akkora értéket futott be, a mért távolság-ingadozás középértéke tizedére 
csökkent, mivel azonban most Ax-nek tízszer akkora AH változás felel meg, az ekvi-
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valens mágneses térerősség ingadozás maradt ugyanaz. A papír mozgási sebessé-
gének ingadozásából eredó' hiba elhanyagolható. 
Amplitúdó mérések hibájának a maghatározásánál ismerni kell a spektromé-
ter amplitúdó stabilitását is, amit célszerű mérés közben több rezonancia görbe 
A 10. ábrán látható az 1 g tömegű, fóliákból álló fémmintán felvett 6 3Cu mag 
mágneses rezonancia görbéje. A kísérleti feltételek: v0 = 8 M H z , r = 3sec, //„, = 
= 1,5 oersted és H y 10 moersted nagyságrendű. Az abszcisszán 1 mm ^ 0 , 9 4 
oerstednek felel meg. Az ábrán látható jel/zaj viszony nagyságrendben egyezik a 
számolttal. 
Szeretnénk köszönetet mondani Pretz József műszerésznek, a berendezés elekt-
ronikus egységeinek a felépítéséért, és Antonighel Tibor műszerésznek a méró'fej 
elkészítéséért. 
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Appendix 
Célunk egy olyan formula meghatározása, amely tartalmazza a berendezést 
leíró és az anyagmintát jellemző' paramétereket abszorpciós módus esetén kis rádió-
frekvenciás téreró'sség tartományban, tetszőleges térerősségnél, amely érvényes 
dipól-csatolt spineket tartalmazó szilárd testekre. Csak a levezetés fő lépéseit kö-
zöljük, mivel az hasonló az irodalomban található levezetésekhez. 
Redfieid [4] meggondolásai és mérési eredményei alapján a fenti feltételek mel-
lett érvényes a Bloembergen—Purcell—Pound [11] elmélet, és meggondolásainkban 
felhasználjuk az elmélet alapfeltevésével ekvivalens spin-hőmérséklet fogalmát 
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Helyezzük az N rezonáns magot tartalmazó anyagmintát H0 állandó és erre 
meró'leges 2Hl-coscot rádiófrekvenciás térbe. Annak a valószínűsége, hogy egy 
atommag a rádiófrekvenciás térbó'l történő energiaabszorpció hatására az m kvan-
tumszámmal jellemzett állapotból m-1 állapotba megy át B.—P.—P. szerint: 
= jy2H12g(v)(I + mHI-m +1), ( A , l ) 
ahol g(v) a telítetlen abszorpciós görbe normált alakfüggvénye. Mivel az indukált 
emisszió és abszorpció átmeneti valószínűsége egyenlő, tiszta abszorpció tehát azért 
lép fel, mert az alacsonyabb energiaállapotban több atommag tartózkodik, mint 
a magasabban. Termikus egyensúly esetén a szintek betöltöttségét a Boltzmann 
eloszlás határozza meg. A rádiófrekvenciás térből történő energia felvétel és az 
ellentétes irányú spin-rács relaxációs mechanizmus hatására egy új egyensúlyi álla-
pot alakul ki. Ha a két ellentétes irányú átmenet valószínűsége ugyanúgy függ a mág-
neses kvantumszámtól, akkor [5] szerint, az új egyensúlyi állapot — / X 1/2 esetén 
is — a spinhőmérséklet segítségével továbbra is a Boltzmann-eloszlással jellemez-
hetjük, pontosabban az m állapotban levő atommagok száma: Nm=NI(2I+1)-
•exp {-EJkTs}, ahol Em=-pH0mjI és [1] alapján TS = T[\ +0 ,5у 2 Я 2 £ х g(v)]. 
À rádiófrekvenciás térből a rezgés egy periódusa alatt felvett energia: 
XT L2V -í+1 
р
 = т т ж Л
( A
'
2 ) 
A szokásos jósági tényezőhöz hasonlóan definiáljunk egy abszorpciós jósági ténye-
zőt a következőképpen: 
'
 1
 Î (A, 3) 
(2Hl)2dv, 
Qa 2лJ_ 
8Л 
V, 
ahol, az integrál a tekercs térfogatára veendő, homogén rádiófrekvenciás teret téte-
lezve fel, egyszerűen elvégezhető. 
A magrezonancia abszorpció következtében a tekercs eredeti, Q0 jósági ténye-
zője leromlik, a jósági tényező változása: AQ^QHQa . Állandó áramú generátor 
esetén a mérőtekercset tartalmazó rezgőkörön eső feszültség változása a rezonancia 
abszorpció következtében (rezgőköri rezonanciát tételezve fel): 
AE = im0LAQ, ( A , 4) 
ahol i a generátor árama, és L a tekercs induktivitása. Felhasználva az LiQ0 =LI0 = 
= Ф/с, ahol Ф a fluxus, ismert összefüggést és bevezetve a kitöltési tényezőt, £-t*, 
akkor a feszültségváltozás amplitúdója v = v0 frekvencián a következőképpen ad-
ható meg: 
^ o I i l W r U Q o D 2 n g ^ ) 1 + 0 ; 5 y 2 ^ r i g ( v o ) Ш - (A, 5) 
A kapott formula Lorentz-görbét és optimális rádiófrekvenciás teret tételezve fel, 
P. Grivet [12] által kapott formulával egyezik meg. 
* f - t a k ö v e t k e z ő k é p p e n v e z e t h e t j ü k b e : l e g y e n N=N0Vm, a h o l N0 a t é r f o g a t e g y s é g b e n 
l e v ő a t o m m a g o k s z á m a , V m a z a n y a g m i n t a t é r f o g a t a , és l e g y e n a k i t ö l t é s i t é n y e z ő , £ = V „ / K -
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k ü l s ő m a g ; a 4 9 8 2 — 5 1 2 1 k m m é l y s é g e k k ö z ö t t l e v ő L e h m a n n - f é l e ö v t ő l a c e n t r u m i g 
p e d i g a b e l s ő m a g o t t a l á l j u k . 
A k ö v e t k e z ő k b e n k i m u t a t j u k , h o g y a V e n u s f e l s z í n é t ő l s z á m í t o t t k b . 3 8 0 0 k m 
m é l y s é g b e n a f ö l d i G — W f e l ü l e t h e z h a s o n l ó d i s z k o n t i n u i t á s l é p f e l , a m e l y e n b e l ü l 
a b o l y g ó t f e l é p í t ő s z i l i k á t o s a n y a g m á r f é m e s á l l a p o t b a n v a n . A c e n t r á l i s n y o m á s 
a z o n b a n k i s e b b , m i n t a m i l y e n n y o m á s a F ö l d b e l s e j é b e n a L e h m a n n - f é l e ö v m e n t é n 
u r a l k o d i k . K ö v e t k e z é s k é p p e n a V e n u s n a k v a n u g y a n f é m e s á l l a p o t b a n l e v ő m a g j a , 
a z o n b a n a b e l s ő f ö l d m a g b a n m e g v a l ó s u l ó n a g y n y o m á s ú f á z i s a V e n u s e s e t é b e n h i á n y -
z i k ; a V e n u s n a k b e l s ő m a g j a a s z á m í t á s o k s z e r i n t n i n c s . 
Bevezetés 
Azóta, hogy Houtgast elméletileg kimutatta a Venus mágneses terének léte-
zését, Tombaugh és Post vizuálisan észlelték a bolygó éjszakai félgömbjén a sarki 
fény jelenségét, Kozirev pedig a sarki fény színképére jellemző, a szabad nitrogén-
től származó vonalakat fedezett fel a Venus sötét félgömbjéről készített spektro-
grammon, — általánosan elterjedt az a nézet, hogy a Venus belső szerkezete hasonló 
a Földéhez. A Mariner-II jelzésű amerikai kozmikus űrhajó méréseiből azonban 
ismeretessé vált, hogy a bolygót nem veszi körül Van Allen-féle sugárzási övezet, 
valamint, hogy az égitest mágneses tere sokkal gyengébb a korábban feltételezett-
nél. Olyan vélemény is elhangzott, hogy a Venusnak egyáltalán nincs mágneses 
tere. 
A soron következő számításokban kimutatjuk, hogy a Venusnak valószínűleg 
létezik egy kb. 2404 km sugarú, fémes magja. E mag belsejében azonban a nyomás 
nem éri el azt az értéket, amely a belső mag létrehozásához szükséges. A Föld ese-
tében a bolygómágnesség elsősorban a belső maghoz kötött és jelentősebb részé-
ben abból származtatható jelenség. A külső mag csak rendezetlen és gyenge teret 
kelthet. A Venusnál a belső mag hiánya indokolhatja a mágneses tér viszonylag 
igen gyenge voltát. Megjegyezzük egyébként, hogy a Mariner-II 40 950 km távol-
ságban volt a Venus középpontjától a mérés időszakában. 
A fémes mag sugarának meghatározásánál elkerülhetetlenül fellépnek bizo-
nyos nehézségek, amelyek miatt a végeredmény csak tájékoztató-jellegűnek tekint-
hető. A nehézségek nemcsak abból adódnak, hogy az alkalmazható matematikai 
összefüggések az égitest belsejében uralkodó nyomásnak csupán alsó korlátját szol-
* É r k e z e t t 1 9 6 2 . dec . 29 . 
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gáltatják — ezen egy korrekciós tényező' bevezetésével lehet ugyanis segíteni — ha-
nem abból is, hogy a Venus méretei nem ismeretesek pontosan. így például 
Urey szerint [1] R = 6,200-108 cm, q =4,88 g cm" 3 , 
De Marcus szerint [2] 6,123 5,06 , 
újabb adatok szerint [3] 6,200 4,97 
A továbbiakban a legutóbb említett értékeket alkalmazzuk. 
A belsó' felépítés meghatározására szolgáló eljárás szükségképpen elvileg is 
különbözik attól a módszertől, amelyet fémes maggal nem rendelkező terresztrikus 
típusú égitestek, tehát például a Hold, a Merkur, a Mars, esetleg a Plútó, valamint 
egyes bolygó-holdak esetében használhatunk [4, 5]. Ez a különbség azonban újabb, 
bizonyos mértékig önkényesen kezelhető elemeket visz be a számításba, amint azt 
például az úgynevezett R0 sugarú bolygó méreteinek meghatározásánál látni fogjuk. 
Az R0 sugarú hipotetikus bolygó 
fizikai paramétereinek megválasztása 
Ramsey szerint [6], ha egy terresztrikus típusú bolygónak van magja, akkor 
a centrumban uralkodó nyomás: 
P = 
О ) 
ahol pc a fémes fázist szilikátos anyagok esetében kiváltó kritikus nyomás, 
p c = 137-1010 d inem - 2 , 
továbbá Rc a mag sugara és X egy állandó, amelynek értelmezését később adjuk. 
Az (1) kifejezésben szereplő R0 olyan bolygó sugarát jelenti, amelynél 
P=pc. 
Határozzuk meg az R0-ra és a X-ra vonatkozó numerikus értékeket. 
A gyakran alkalmazott, ismeretes összefüggés szerint a minimális centrális 
nyomás (tekintet nélkül arra, hogy létezik-e mag, vagy sem): 
- í 
R 
4 N F E 2 
С DÇ, (2) 
ahol q a bolygó átlagos sűrűsége, R a sugár és ( a sugár mentén a centrumtól mért 
távolság. (Első közelítésben a bolygó gömb alakúnak tekinthető.) 
Legyen 
R = R0 és Q = e o> akkor P=pc. 
Ha q0 numerikus értékére vonatkozóan sikerül plauzibilis feltevést tenni, akkor 
(2)-ből R0 meghatározható. 
Az átlagsűrűség megválasztásánál többféle eljárás gondolata is felmerülhet. 
Ha a jelenleg még igen bizonytalanul ismert adatokkal rendelkező Plútót mellőz-
zük (különös tekintettel arra a lehetőségre, hogy a Plútó esetleg csak a Neptun „meg-
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szökött" holdja), akkor egy g0 érték esetleg a négy számításba vehető' terresztrikus 
típusú nagybolygó átlagsűrűsége alapján lenne definiálható: 
n 
2 Qi 
Qo = = 4,89 g c m - 3 . (И = 4) 
Ez a megoldás mindazonáltal nem kielégítő, mert a négy bolygó (Merkur, 
Mars, Venus, Föld) közül legalább kettő fémes maggal rendelkezik. Átlagsűrűsé-
gük ezért nem vehető a fémes mag nélküli bolygókéval azonos súllyal számításba. 
Választhatnánk azonban egy g 0 értéket a fémes maggal nem rendelkező boly-
gók és terresztrikus típusú holdak átlagsűrűsége alapján. Naprendszerünkben ösz-
szesen tíz ilyen égitest jöhetne számításba [7]. így g0-ra 3,39 g c m - 3 értéket kap-
nánk, ami a Hold átlagsűrűségéhez hasonló (3,33 g c m - 3 ) , ugyanakkor azonban 
a fémes maggal nem rendelkező Mars és Merkur átlagsűrűségéhez (3,90, illetve 
5,13 g c m - 3 ) viszonyítva túlságosan kicsiny. 
Ezek után már csak egyetlen lehetőség áll rendelkezésre: a Földre vonatkozó 
adatok alapján meghatározni a g0 értékét. A Föld esetében ugyanis a P, Rc, A és 
pc adatok ismeretesek:* 
Pf = 364- 1010 din c m - 2 , 
7?F = 6,371-108 cm, 
RcF = rF = 3,473 • 108 cm, 
a földmag tömege pedig: 
mF = 1,87-1027 g. 
Az rF és az mF értékek felhasználásával kiszámíthatjuk, hogy a földmag átlag-
sűrűsége: 
<rt s 10,61 g e m - 3 . 
A földköpeny átlagsűrűségét 
g2 — 4,82 g cm—3 
rendűnek vehetjük. Ekkor a Földre vonatkozó A paraméter: 
A = — = 2,20. (3) 
a2 
Ha a korábban említett feltétel szerint R = R0 és g — q0, akkor (2)-ből 
R0 = (4) 
(5) 
* E n n é l a s z á m í t á s n á l a Bullen-féle 1947 é v i , u n . m i n i m á l i s c e n t r á l i s s ű r ű s é g ű ( e x t r é m ) 
m o d e l l t h a s z n á l t u k f e l . M á s F ö l d - m o d e l l e k is a l k a l m a z h a t ó k . E z e s e t b e n a k ü l ö n b ö z ő n u m e r i -
k u s é r t é k e k n é m i k é p p e n m ó d o s u l n a k . 
0 , 6 N F Ë B 
Az R0 értéket kifejezhetjük azonban az (1) összefüggésből is. Eszerint: 
R 0 = 
1 Fizikai Fo lyói ra t X I / 3 
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Rc helyébe rF helyettesíthető, P helyébe pedig PF. Ekkor (5)-ben minden, a jobb 
oldalon előforduló mennyiség ismert és nincs akadálya annak, hogy (4)-ből a g0 
mennyiséget, vagy annak négyzetét, kifejezzük: 
/ £ - 1 
0,6 ЯFEL 
P, 
Az egyenlet mindkét oldalát négyzetre emelve és rendezve kapjuk, hogy 
( О 
д2
 = Pc = PF~Pc m 
E x - i 
Pc 
Behelyettesítve a Földre vonatkozóan rendelkezésünkre álló numerikus érté-
keket : 
g05é 5,553 g cm- 3 . (8) 
Eszerint tehát 
Я0 = 5,944-108 cm. (9) 
(8)-ból és (9)-ből láthatjuk, hogy ez a hipotetikus bolygó alig valamivel kisebb 
a Földnél és a Venusnál, sűrűsége pedig igen közel áll a Föld átlagsűrűségéhez 
(5,517 g c m - 3 ) . A Földével azonos kémiai összetétel mellett az R0 sugarú bolygó-
ban a fémes fázis a centrumban és csakis ott valósulhat meg. 
Ramsey a „Nature" 1951. október 20-iki számában egy másik módszert 
alkalmazott az R0 sugaru bolygóra vonatkozóan. A Bullen-féle, a Földre vonat-
kozó sűrűségeloszlást alapul véve, úgy találta, hogy ha az R0 sugarú bolygó tömege 
Mo = 0,80 MF, 
ahol Mp a Föld tömege, akkor 
Ro = 6,300 -108 cm. 
A nyomás értéke a Venus középpontjában 
Ahhoz, hogy a Venus magjának Rc sugarát meghatározhassuk, ki kell számí-
tanunk a centrumban uralkodó nyomást. Itt a bolygó Rv sugarának és qv átlagos 
sűrűségének figyelembevételével juthatunk eredményre. 
Említettük már, hogy a (2)-es kifejezésben található integrál a nyomásra vonat-
kozóan csak egy lehetséges alsó korlátot szolgáltat. így például a Föld eseté-
ben 155,668 • 10 to din c m - 2 értéket kapunk, amely a Bullen által mis úton meg-
határozott 364,000 -1010 din c m - 2 értékkel csak nagyságrendileg egyezik meg. 
Vezessünk be tehát egy korrekciós tényezőt, amelyet x-val fogunk jelölni. 
* = = 2,338, (10) 
' s z 
ahol Pt a ténylegesnek tekintett Bullen-féle érték és Psz a számítással kapott mini-
mális érték. 
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Közelebbi adatok hiányában kénytelenek vagyunk feltételezni, hogy a Venusra 
vonatkozó korrekciós tényező' értéke ugyanennyi. A A paraméter numerikus érté-
két illetően a 2,52-es mennyiséget fogadjuk el. E számérték bevezetésének indo-
kolásával egy késó'bbi (jelenleg sajtó alatt levő) dolgozatban foglalkozunk.* 
A Venus centrális nyomását a fentebb mondottak figyelembevételével tehát 
a következőképpen számíthatjuk ki: 
" f 
4 nfQ v
 £ / £ = 279,04 - 1 0 1 0 d i n c m - 2 . OD 
Ugyanis, mint a bevezetőben említettük, Rv = 6,200 • 103 cm és qv = 4,97 g c m - 3 . ) 
A Venus fémes fázisban levő magja sugarának kiszámítása 
A földmag határfelülete, a Gutenberg—Wiechert-féle diszkontinuitási felszín 
mentén uralkodó (kritikus) nyomás Bullen szerint, mint már többször említettük, 
137 • 1010 d i n e m - 2 . Ha ezt az értéket a (2) kifejezés mintájára kívánjuk előállítani, 
egy második korrekciós tényezőt kell bevezetnünk. Ezt jt-vel jelöljük: 
4 N J A \ Í D L 
ahol 
rF 
p = 1,4769. 
(12) 
(13) 
Az (1) képletből kifejezhetjük az Rc magsugarat, amely a Venus esetében a 
következő : 
rv = = - sí 2,404-108 cm. (14) 
A Gutenberg—Wiechert-féle szeizmikus törésfelületnek megfelelő diszkonti-
nuitás a Venus belsejében tehát, a fenti számítások szerint 
Ry — ry^é 3,796-108 cm ^3,800 . 108 cm (15) 
mélységben van, hozzávetőlegesen 898 st 900 km-rel távolabb a felszíntől, mint a 
Föld esetében. 
* Urey s z e r i n t [ 1 ] , , a V e n u s a n n y i r a h a s o n l ó a F ö l d h ö z , h o g y r á v o n a t k o z ó a n m i n d e n o l y a n 
e l m é l e t a l k a l m a z h a t ó , a m e l y a F ö l d d e l k a p c s o l a t o s a d a t o k a t t a r t a l m a z " . 
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A GŐZFÁZISBÓL NÖVESZTETT NaCl TÜKRISTÁLYOKRÓL * 
T U R C H Á N Y I G Y Ö R G Y , H O R V Á T H T Ü N D E és T A R J Á N I M R E 
O r v o s i F i z i k a i I n t é z e t , B u d a p e s t 
A NaCI hőkezelése közben kapott [1,2, 3] tűkristályok némelyike jellegzetes, 
ismétlődő alakot mutat [4, 5], melyek a kristálynövekedés diszlokációs elméletének 
egyes állításaival hozhatók kapcsolatba. Kérdés, hogy ez az atomi méretű hibákra 
felállított elmélet mennyire alkalmazható a mikroszkopikus, de esetünkben makrosz-
kopikus méreteket is elérő formák kialakulására? 
Tény az, hogy már számosan megfigyeltek, s a diszlokációs elmélet bizonyíté-
kaként leközöltek olyan nem atomáris képződményeket, amelyek formailag a disz-
lokációs elmélet alapján várhatók voltak. Az ilyen esetekben felteszik, hogy több 
ezer Burgers-vektorú valódi diszlokációs hibával van dolgunk. Elképzelhetőnek 
tartjuk azonban azt is, hogy ezek az esetek csak imitátorai a diszlokációs jelensé-
geknek, vagy pedig — eddig elméletileg meg nem állapított módon — az ilyen mak-
roszkopikus méretekben megmutatkozó jelenségekre ugyanazon törvények érvé-
nyesek, mint az atomárisra. 
Jelenleg nincs mód arra, hogy valamelyik lehetőség javára döntsünk. Most 
számunkra ez nem is lényeges éppen úgy, mint a klasszikusan ismert tényezők: 
hőgrádiens, szennyeződés stb. szerepe. Célunk csupán az, hogy megmutassuk: 
alábbiakban bemutatott kristályformák a 
diszlokációs mîehanizmus sal megmagya-
rázhatók. 
Hangsúlyozni kívánjuk, hogy elkép-
zeléseink tisztán a tűkristály alakok egy-
szerű megfigyelésén alapszik s nem ellenő-
riztük azokat semmiféle mis módon (pl. 
dekorációval, röntgen szerkezetvizsgálattal 
stb.). 
1. A szkeletes, csonka gúlában végződő 
tűkristályok. A tűkristályok kialakulásának 
egyik lehetséges magyarázata az, hogy tenge-
lyükben egy vagy több csavardiszlokáció-
ból származó csavar van [6], ez biztosítja az 
egyirányú növekedést. A temperált NaCl 
lemezekben levő csavardiszlokációnak a 
felületen levő kibukkanása alkalmas hely 
lehet a gőzfázisból történő lerakódásra és 
így tűkristály fejlődhet ki. A tűkristály 
növekedése folytán nemcsak a gőzfázisból táplálkozhat, hanem ráhúzódhat a 
felület többé-kevésbé megömlött anyaga is. A fönti feltételek teljesülésekor kapjuk 
valószínűleg a NaCl lemezek hőkezelése során a végén kiszélesedő, csonkagúlában 
végződő tűkristály alakot (1. ábra). Hasonló formájú tűkristályokat kapott 
S. Amelinckx [7] is oldatból való növesztés során, amelyek kialakulását a 2. ábrán 
1. ábra. C s o n k a g ú l á b a n v é g z ő d ő g ő z f á z i s 
b ó l n ő t t N a C l t ű k r i s t á l y 
* É r k e z e t t 1963 . j a n . 10. 
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2. ábra. A c s o n k a g ú l á b a n végződő 
t ű k r i s t á l y a l a k k i a l a k u l á s a 
S. Amelinckx szer int [7] 
3. ábra. Sp i rá l i s ke resz tme t -
s z e t ű c s o n k a g ú l a ( e r e d e t i 
n a g y s á g 8 x 6 m m ) 
látható módon magyarázza. A növekedés a celofán hártyán helyet foglaló kis kris-
tályban levő' csavardiszlokáció AB végzó'désénél indul el. A kristály a celofánhoz 
tapadó felületén kívüli térrészbó'l táplálkozik, így a növekedés a széltől a közép 
felé indul meg. A végső stádiumban a szélek növekedése dominál: így fejlődik ki 
a piramisos forma. 
Az általunk talált, csonkagúlában végződő tükristályokat három csoportba 
oszthatjuk. A z 1. csoportba tehetjük azokat a négyszöges keresztmetszetű pirami-
sokat, amelyek formája megfelel S. Amelinckx fönt bemutatott 2/. ábrájának. Ekkor 
a szkeletes piramis tetején egyes esetekben csakugyan megfigyelhető volt egy befe-
jezés nélkül maradt réteg, amelyet a csigalépcsőszerű növekedés bizonyítékának 
vélhetünk. 2. Egyes szkeletes piramisaink spirális keresztmetszetűek voltak (3. ábra). 
4. ábra. A n a g y p i r a m i s b e l s e j é b e n , az e g y i k é l h e z t a p a d v a e g y m á s f ö l ö t t e l h e l y e z k e d ő s p i r á l i s 
k e r e s z t m e t s z e t ű „ f i ó k - p i r a m i s o k " : a) f é n y k é p e ( x l O ) , b ) s e m a t i k u s r a j z a 
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.5 ábra. C s a v a r d i s z l o k á c i ó b ó l a n y a g k ú s z á s 
f o l y t á n k i f e j l ő d ő c s i g a v o n a l , i l l . f e l ü l e t i 
k i n ö v é s s e m a t i k u s r a j z a [ 8 ] . A B a c s a v a r -
d i s z l o k á c i ó t e n g e l y e 
7. ábra. S p i r o i d á l i s v é g z ő d é s ű N a C l t ű k r i s t á l y 
( a k é p e n l á t h a t ó r é s z k b . 2 m m ) 
6. ábra. F e l ü l e t i k i d u d o r o d á s r a é p ü l t N a C l t ű -
k r i s t á l y : a ) A p o l i g o n i z á l t c s a v a r v o n a l S. Ame-
linckx és t á r s a i s z e r i n t [ 9 ] ; b) p o l i g o n i z á l t 
c s i g a v o n a l m á s n é z e t b e n ; c ) P o l i g o n i z á l t c s i g a -
v o n a l s z e r k e z e t ű N a C l t ű k r i s t á l y ( x 6 0 ) 
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Ha a csavardiszlokációs elméletet elfogadjuk, akkor ezt a formát úgy tekinthet-
jük, mint amely az le. ábra felületi lépcsőinek szkeletes térbeli feldurvulásából 
keletkezett. 3. Találtunk olyan szkeletes piramisokat is, amelyek belsejében a pira-
mis tengelyéhez aszimmetrikusan az egyik élhez tapadva egy, vagy egymás fölött 
több (pl. a 4. ábrán három) spirális keresztmetszetű piramis volt. Ez az első és máso-
dik forma kombinációjának tekinthető. 
2. Az (100) felületi lépcsőt felmutató [110] irányban nőtt tűkristályok. A kris-
tályok szerkezete állandó átalakulásban van. Még inkább érvényes ez hőkezeléskor. 
5. Amelinckx és társai szerint [8] magának a kristálynak a belsejében is a molekulák 
8. ábra. A z [ 1 0 0 ] i r á n y b a n n ö v e k v ő t ű k r i s t á l y k é t c s ú c s á n a n ö v e k e d é s az [ 1 1 0 ] 
i r á n y o k b a n f o l y t a t ó d i k t o v á b b ( 1 0 0 ) f e l ü l e t ű l é p c s ő k k i a l a k u l á s a k ö z b e n ( x 5 0 ) 
„kúszása" folytán a csavardiszlokáció csigavonallá alakulhat át, amely a továb-
biakban ún. prizmatikus csúszás folytán tovább haladhat, menetei elérhetik a felü-
letet, abból kinyomódhatnak, egy kidudorodást, vagyis egyúttal egy tűkristálytövet 
képezhetnek (5. ábra). Ugyancsak 5. Amelinckx és társai [9] megfelelő dekorálási 
eljárással az ilyen csavarvonalaknak NaCl kristályokban való előfordulását ki is 
mutatták. Kitűnt, hogy a csigavonalak tengelye az [110] iránnyal, tehát a lehetséges 
Burgers-vektorral párhuzamos, a felület közelében levő spirálisok pedig poligoni-
záltak (6a. ábra). A 6b. ábrán ezt a poligonizált csavarvonalat más nézetben adjuk 
meg, s felvetjük azt a gondolatot, hogy a 6c. ábrán bemutatott, s elsősorban a me-
chanikailag megdolgozott kristályok felületén általunk gyakran talált tűkristály for-
mának eredete esetleg az ilyen, felületből kicsúszott, poligonizált csavarvonal szer-
kezetű kinövésben keresendő. 
3. A tükristályokban a hőkezelés alatt létrejött szerkezeti változásokról. A z e l ő z ő 
két pontban a hőkezelt lemezekben meglevő csavardiszlokációhoz, ill. a lemezekben 
esetleg éppen a hőkezelés alatt létrejött és a diszlokációt érintő változásokhoz 
csatlakozó tűkristályokat mutatunk be. Most olyanokkal foglalkozunk, amelyek 
• 
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formáját, úgy látszik, a már 
bennük meglevő diszloká-
cióknak éppen a hőkezelés 
hatására bekövetkező át-
alakulása hozza létre. 
а) К 1. ábrán bemu-
ta tot t spiroidális végződésű 
NaCl tükristály alakhoz 
hasonlót cinkszulfidnál [10], 
ill. ónnál [11] már megfi-
gyeltek. A bemutatott for-
ma kialakulásának oka 
eddig még nem ismeretes. 
A tű állandó görbülését 
okozhatja valamilyen in-
homogénen ható tényező: 
szennyeződés egyoldalú be-
épülése, hőgradiens stb. Véleményünk szerint ennél az alaknál is jól alkalmazható 
az a magyarázat, amelyet Gyulai Zoltán [12] adott a csavartoszlop tűkristályok 
kialakulására. Eszerint ezeknél legalább két tükristály van összenőve, amelyek 
növekedési sebessége az eltérő anyagbetáplálás miatt különböző. 
Diszlokációs szempontból gondolhatunk talán arra, hogy a következő b) pont-
ban tárgyalt cikcakkos tükristály elvei szerint ala-
kul ki a spiroidális forma, csakhogy itt a növeke-
dés irányát meghatározó csavarvonal végét vala-
milyen tényező közel spirális pályára kényszeríti. 
Megjegyezzük, hogy ha az előbbi diszlokációs 
képet Gyulai említett gondolatával kiegészítjük, 
elfogadhatóbb magyarázatot kapunk. Tételezzük 
fel ugyanis, hogy csakugyan két együttnővő tű-
kristállyal van dolgunk — a spiroidális végű tű-
kristályon látható felületi lépcsők utalnak is 
erre —, amelyeknek növekedését meghatározó 
csavarvonal Burgers-vektora különböző és így 
növekedési sebességük még azonos anyagbetáplálás 
esetén is különböző lesz. 
A fönt tárgyalt tűkristály-alak oka valami-
lyen mechanikai hatás folytán fellépő deformáló-
dás is lehet, s a felületi lépcsők csak az (110) lapok 
mentén végbement csúszásokra utalnak, mint ahogy 
az előzőkben tárgyalt, a 6c. ábrán látható tűkris-
tály-alak az (110) lap mentén [110] irányban vég-
bement csúszások által is létrejöhetett. A 8. ábrán 
egy eredetileg [100] irányban nőtt tűkristályt mu-
tatunk be, amely valamilyen ismeretlen okból [110] 
irányú ágakban nő tovább. A jobboldali ág emlé-
keztet a 6c. ábrán láthatóra, s kialakulását úgy is 
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10. ábra. S. Amelinckx [15] 
k é t d i m e n z i ó s m o d e l l - m a g y a r á -
z a t a c s a v a r a l a k ú t ű k r i s t á l y o k 
k i a l a k u l á s á r a 
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magyarázhatjuk, hogy az elméletileg várt [13], de 
mesterségesen még elő nem állított, az (100) síkban 
végbemenő [011] irányú csúszás folytán létrejött 
blokkokból épül fel. Lényegében ugyancsak elcsú-
szott blokkokból felépültnek látszik a 9. ábrán lát-
ható tűkristály, pedig ilyet létrehozó csúszások való-
színűtlenek. Ez is mutatja, mennyire nem egyszerű 
az igazi mechanizmus megállapítása. 
Megjegyezzük még, hogy rokonságot látunk a 
spiroidális forma és az 1. pontban tárgyalt spirális 
keresztmetszetű piramis között. 
b) Már 1953-ban oldatból nőtt spirális alakú 
NaCl tűkristályokat figyelt meg Gyulai Zoltán [12]. 
Munkatársai, Jeszenszky Béla és Hartmann Ervin 
[14] további eredményeket értek el ezen a területen. 
11. ábra. C i k c a k k a l a k ú t ü - Az ilyen térbeli spirális kialakulását S. Amelinckx [15] 
k r i s t á l y ( X100) kétdimenziós modellel a 10. ábrán látható módon 
magyarázza. A tűkristály tengelyében levő csavar 
— esetünkben esetleg a magas hőmérséklet hatását felhasználva — energetikai 
okokból hosszát erőteljesen csökkenteni törekszik, megrövidül, a 8. ábrán a 3-mal 
megjelölt esetben falfelé elmozdul, és ha továbbra is ez marad a növekedést meg-
határozó tényező: torzulást hoz létre. Ha ez a mechanizmus továbbra is fennáll 
végül is a 7-tel jelölt cikcakkos forma jöhet létre, amelylyel rokon formát sikerült 
éppen ebben a „kétdimenziós" formában meg-
figyelnünk (11. ábra). 
Megjegyezzük, hogy a cikcakkos forma 
létrejötte szintén magyarázható szennyeződés- / t -
sel. Erre utal a „könyökök" sötétebb színe- M à ft 
zete, amelynek jelenléte ugyan magyarázható a i • I I i 
azzal is, hogy ezek a csavarmechanizmus elmé- Ê | 1 ft Ж 
lete által feltételezett, a tűkristály mindenkori j f l k I J Д J t £ L 
tengelyében húzódó csatornák. SRBL Д n OrfJnH K f t 
12. ábra. A c i k c a k k t ű k r i s -
t á l y - f o r m a k i a l a k u l á s á n a k 
e g y i k lehetséges m a g y a r á z a t a 
( s e m a t i k u s r a j z ) 
13. ábra. I n h o m o g é n e n , m a g a s h ő m é r -
s é k l e t e n d e f o r m á l t ( 1 1 1 ) f e l ü l e t ű l e m e z 
szé lén n ő t t , u g y a n c s a k ( 1 1 1 ) f e l ü l e t ű 
t ű k r i s t á l y o k ( x 6 0 ) 
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14. ábra. N a C I t ű k r i s t á l y o k 
a) finom d e n d r i t e k ( x 10) , b) d u r v a d e n d r i t e k ( X l 5 ) , c) k r i s t á l y l e m e z ( x 9 0 ) , d ) p i k k e l y e s 
f ö l é p í t é s ű t ű k r i s t á l y ( x l O O ) , e ) c i k c a k k o s t ü k r i s t á l y ( x 300) , / ) t ű k r i s t á l y h u r k o l ó d ó f e l ü l e t i 
l é p c s ő k k e l ( x 2 5 0 ) , g ) p o z i t í v és n e g a t i v f o r m a t ű k r i s t á l y o n ( x 3 0 0 ) 
2 0 4 1 U R C H Á N Y I GY. , HORVÁTH T. ÉS TARJÁN 1. 
A cikcakkos alakkal kapcsolatban még egy észrevételünk van. — Nagyon 
gyakori a 12a. ábrán sematikusan feltüntetett tükristály alak. Ha ezen a formán 
levő lépcsőket feldurvítjuk (12b. ábra), végül is a cikcakkos alakhoz jutunk (12c. 
ábra). Felvetjük tehát annak lehetőségét is, hogy a bemutatott formák közös okokra 
vezethetők vissza. 
4. A deformált (111) lapokon megjelenő tűkristályokról. T a p a s z t a l t u k , h o g y 
az inhomogénen deformált kristályok felületére nőtt tűkristályok egyes esetekben 
felveszik annak jellegzetességét. így a 13. ábrán egy hőkezelt (111) felületet látha-
tunk, amelyet kb. 700 C° hőmérsékleten előzőleg meghajlítottunk. A felvételen jól 
látható, hogy a deformálást követő hőkezelés hatására az (111) felület szélére nőtt 
tűkristályok formája olyan, mintha ugyancsak (111) felületek borítanák. Úgy gon-
doljuk, hogy itt is a 2. pontban tárgyalt esetről lehet szó: a deformált kristályokból 
a hőkezelés vagy még a deformáció során kinyomódott csonkok (csavarok?) nő-
hettek tovább a gőzfázisból. 
Végezetül, csupán érdekesség kedvéért bemutatunk néhány ugyancsak gőz-
fázisból nőtt NaCl tűkristályt (14. ábra). 
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MONTÍROZOTT NaJ(Tl) SZCINTILLÁCIÓS KRISTÁLYOK 
MINŐSÉGÉNEK VÁLTOZÁSA NAGY SUGÁRDÓZISOK 
HATÁSÁRA* 
V O S Z K A R U D O L F 
B u d a p e s t i O r v o s i F i z i k a i I n t é z e t 
M e g v i z s g á l t u k , h o g y C o 6 0 g a m m a s u g á r z á s á b ó l 1 0 " — 1 0 6 r d ó z i s a m o n t í r o z o t t 
N a J ( T l ) k r i s t á l y o k m i n ő s é g é t h o g y a n b e f o l y á s o l j a . M e g á l l a p í t o t t u k , h o g y 10 " r -
n é l n a g y o b b d ó z i s o k ese tén a z á r ó ü v e g e l s z í n e z ő d é s e k ö v e t k e z t é b e n a z a m p l i t ú d ó 
és a f e l b o n t ó k é p e s s é g r o m l i k , u g y a n a k k o r a k r i s t á l y a n y a g á b a n i r r e v e r z i b i l i s v á l -
t o z á s n e m m u t a t h a t ó k i . A z á l t a l u n k e l ő á l l í t o t t N a J ( T I ) k r i s t á l y o k m e g f e l e l ő f o g -
l a l a t b a n a l k a l m a s a k t e h á t n a g y d ó z i s t e l j e s í t m é n y e k m é r é s é r e is. 
Vizsgálatunk célja az volt, hogy tisztázzuk az általunk növesztett és montíro-
zott [1, 2, 3, 4] NaJ (TI) kristályokban végbemennek-e használat közben olyan rever-
zibilis vagy irreverzibilis változások, melyek a kristály minőségének megváltozásá-
hoz vezetnek. A kristály minőségének jellemző adatául a felbontóképességet és 
az amplitúdót választottuk. A montírozott kristályokat 106 r-ig szakaszosan Co 6 0  
gamma sugarával sugároztuk be és egy KFKI-rendszerű egycsatornás spektromé-
teren mértük a felbontóképességet, 
valamint egy kontroll kristályhoz 
viszonyított relatív amplitúdót. 
Mérési eredmények. A z 1. áb-
rán vízszintes tengelyen a pihenési 
időt (a besugárzás befejezésétől el-
telt idő), függőleges tengelyen a 
felbontóképességet, a 2. ábrán víz-
szintes tengelyen a pihenési időt, 
függőleges tengelyen a relatív amp-
litúdót tüntettük fel. Mindkét ábrán 
a görbesereg paramétere a dózis. 
Az ábrákból világosan leolvasható, 
hogy a besugárzás után közvetlenül 
erősen romlik a felbontóképesség 
és az amplitúdó, azonban ez a rom-
lás részben reverzibiüs. A kristály 
spontán az eredeti állapot felé kö-
zeledik, azonban nem éri azt el. Kisebb dózisoknál rövidebb idő alatt, nagyobb 
dózisoknál hosszabb idő alatt érik el a görbék a vízszintes szakaszt. A 3 • 105 r 
besugárzás után a kristály minőségének változását 400 óráig követtük. Csak mint-
egy 300 óra múlva érte el a görbe a vízszintes szakaszt (telítési értéket), de azt 
még 3 hónap múlva is tartotta. Ilyen nagy dózisoknál a montírozott kristályon már 
szemmel láthatólag elszíneződés mutatkozik. 
1. ábra. A f e l b o n t ó k é p e s s é g i d ő b e l i v á l t o z á s a k ü l ö n -
b ö z ő m é r t é k ű b e s u g á r z á s u t á n 
É r k e z e t t 1963. f e b r . 13 . 
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A 3. és 4. ábrán feltüntettük a feloldóképesség és a relatív amplitúdó telítési 
értékeinek dózisfüggését. A vízszintes tengelyen logaritmikus léptéket alkalmaz-
tunk, tehát azt mondhatjuk, hogy a felbontás és amplitúdó irreverzibilis romlása 
a dózis logaritmusával közel arányos. 
A következőkben el kellett döntenünk, hogy a színeződés a kristályban jött-e 
létre, vag/ a foglalatot záró üvegbe i, esetleg mindkettőben. E célból 105 r dózissal 
2. ábra. A r e l a t í v a m p l i t ú d ó i d ő b e l i 
v á l t o z á s a k ü l ö n b ö z ő m é r t é k ű b e s u g á r -
z á s u t á n 
besugároztuk a kristályt és utána átmontíroztuk [3, 4] egy új foglalatba. Már át-
montírozás közben kiderült, hogy a kristály színtelen maradt és a barnás szín kizá-
rólag az üveg elszíneződésétől származik. 14 órával a besugárzás után megmértük 
a kristály felbontását és relatív amplitúdóját. A mérési pontokat a 3. és 4. ábrán 
a 106 r dózishoz rajzoltuk be. Ezek lényegében reprodukálják a besugárzás előtti 
értékeket. 
3. ábra. Az i r r e v e r z i b i l i s e n m e g v á l t o z o t t 
f e l b o n t ó k é p e s s é g d ó z i s f ü g g é s e . ( A 1 0 6 r - h e z 
b e r a j z o l t é r t é k e t ú j f o g l a l a t b a v a l ó m o n -
t i r o z á s u t á n m é r t ü k ) 
Megvizsgáltuk SzF-4 spektrofotométerrel, hogy a kristályban esetleg létre-
jönnek-e színcentrumokkal kapcsolatos abszorpciós sávok a spektrum valamelyik 
tartományában. Ezen vizsgálatok is negatív eredménnyel jártak. Azt mondhatjuk 
tehát, hogy a gamma sugárzás által létrehozott színcentrumok olyan rövid élettar-
tamúak, hogy a besugárzás befejezése és a mérés között eltelt néhány óra alatt tel-
jes mértékben elbomlottak, irreverzibilis változást tehát nem hoztak létre. 
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A foglalatnál használt BK-7 jelű üveg abszorpciójában azonban komoly irre-
verzibilis változást tapasztaltunk. Az üveg áteresztését az 5. ábra szemlélteti. Az a 
görbe a besugárzás előtti, a b görbe a besugárzás utáni állapothoz tartozik. Jól lát-
ható, hogy az abszorpció éppen abban a spektrumtartományban változik meg lénye-
gesen, melyben a kristály a lumineszcencia fényt kibocsátja. 
Becslést lehet végezni arra vonatkozóan, hogy a 104 r dózis hány gamma-kvan-
tumot jelent. Ezt a közelítő számítást elvégeztük Co 6 0 gamma sugárzására és a 
mérésnél alkalmazott kristályméretekre vonatkozóan. Azt találtuk, hogy az üveg 
elszíneződéséből származó hatás közelítőleg 1014 impulzus leszámolása után kezd 
észrevehetővé válni. 
5. ábra. A B K - 7 ü v e g á t e r e s z -
tése b e s u g á r z á s e l ő t t ( a g ö r b e ) 
és 10 6 r - r e l t ö r t é n ő b e s u g á r z á s 
u t á n 1 h é t t e l m é r v e ( b g ö r b e ) 
Köszönetnyilvánítás. Ezúton is köszönetünket fejezzük ki dr. Tarján Imre pro-
fesszornak a munkánk iránt tanúsított érdeklődéséért, dr. Bozóky László profesz-
szornak a besugárzások elvégzéséért, valamint Berezel Dénesné laboránsnak a méré-
sek kivitelezésében nyújtott segítségéért. 
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1. Bevezetés 
A kvantummechanikai soktestproblémában számos módszer alakult ki, hogy 
következtetni lehessen a részecskék közötti kölcsönhatásból a rendszer tulajdon-
ságaira. Az atomok héjszerkezete pl. a következőképpen magyarázható. Minthogy 
az elektron-elektron Coulomb-kölcsönhatás kicsi a mag-elektronéhoz képest, az 
egyes elektronokról feltételezhetjük, hogy a mag és a többi elektron által létesített 
átlagos potenciáltérben egymástól függetlenül mozognak. Az átlagos teret a Hartree 
és a Hartree—Fock variációs módszer szolgáltatja. Az elektron korreláció pertur-
bációként kezelhető. Hasonló helyzet állt elő a fémekben és az atommagokban. 
Az utóbbiaknál azonban a Mayer és Jensen által bevezetett héjmodell sikere a nuk-
leonok közötti kölcsönhatás alapján nem volt egyszerűen magyarázható. Ez a köl-
csönhatás egy erős, rövid hatótávolságú taszítás — mely egy végtelen erős taszító 
maggal közelíthető — és egy hosszabb hatótávolságú vonzás kombinációja. A ta-
szító mag miatt a Hartree—Fock módszer nem alkalmazható. Brueckner és munka-
társai a többszörös szórás technikáját használták a taszító törzs kezelésére és ki-
mutatták, hogy a független-részecske szemléletmód fenntartható, csakhogy az átla-
gos potenciáltérben most az ún. kvázi-részecskék mozognak. 
Általában a különböző rendszerek gyengén gerjesztett állapotai közelítőleg 
leírhatók, mint elemi gerjesztések halmazai, melyek két csoportba sorolhatók. Kvázi-
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részecskéknek hívjuk azokat, melyek egy-részecske gerjesztésekből származnak; 
a perturbálatlan rendszer egy-részecske gerjesztései módosítva a kölcsönhatás által. 
Ezzel szemben a kollektív módusoknak nincs megfelelőjük a perturbálatlan rend-
szernél, csak a részecskék közötti kölcsönhatás következtében alakulhatnak ki, 
a hosszú hatótávolságú korrelációk eredményeképp. (Pl. az elektron- gáz plazma 
rezgései, a Fermi-folyadék zérus hangja, kollektív mozgások az atommagban stb.) 
A kvázi-részecskék nagy kiterjedésű normál fermion rendszerben folytonos gerjesz-
tési spektrummal rendelkeznek, míg szupravezetőnél energia-hézagot mutatnak. 
A rendszer alapállapota energiájának és gerjesztési spektrumának számítására 
egyaránt igen alkalmas a Green-függvényes módszer. A rendszer különböző fizikai 
tulajdonságait kifejezzük a Green-függvények segítségével, melyeknek számítása 
a módszer alkalmazásának központi problémája. A perturbációs sorral való elő-
állításnál a térelméleti technika könnyen lehetővé teszi a perturbációs sor egyes 
részsorozatainak felösszegezését végtelen rendig. Erre szükség van rövid és hosszú 
hatótávolságú korrelációk leírásánál egyaránt. 
A perturbációs módszer csak normál fermion rendszerek tárgyalására alkalmas, 
szupravezető rendszereknél a perturbációs energia a zérus értéknél a csatolási állandó 
nem analitikus függvénye. Különösen érdekes, hogy a szupravezetés elméletének 
alapján várható, hogy vonzó kölcsönhatás mellett minden fermion rendszer (pl. 
maganyag, He3 folyadék) gerjesztési spektrumában van energia-hézag, vagyis szupra-
folyékony. Green-függvények számítása lehetséges nem perturbációs módszerrel, 
így a Green-függvényes módszer használható a szupravezető, szuprafolyékony 
rendszerek tárgyalásánál is. A Green-függvényes módszer továbbá módot nyújt 
arra, hogy pontosan megfogalmazzunk alapvető fontosságú kérdéseket (pl. hogy 
mit értünk elemi gerjesztésen). 
A jelen összefoglalóban a Green-függvényes módszer általános bemutatása 
után normál fermion rendszerek alapállapot energiájának és egy-részecske gerjesz-
téseinek számítására szorítkozunk zérus hőmérsékleten.1 Biztosan normál rendszert 
csak hosszú vagy rövid hatótávolságú taszító erőkkel kölcsönható fermionok alkot-
nak, így pl. a szabad elektrongáz (a szupravezetést az elektron-fonon kölcsönhatás 
okozza). A hosszú hatótávolságú Coulomb-kölcsönhatás miatt az elektrongáz tár-
gyalásánál központi szerep jut a kollektív hatásoknak, melyek kívül esnek a jelen 
összefoglaló keretein. Konkrét alkalmazásként a He3 Fermi-folyadékot és a mag-
anyagot tárgyaljuk, ezen belül a taszító magból eredő rövid hatótávolságú korreláció 
problémáját. A reális esetekben a taszító maghoz csatlakozó vonzó kölcsönhatás 
erősségétől függően fellép a szuprafolyékony állapot, melyet a perturbációs módszer 
értelmetlenné váló eredményei jeleznek. 
2. Az alapállapot energiája; a Green-függvények 
A második kvantálás formalizmusát használjuk és a N fermionból álló rend-
szer Hamilton-operátorát a következő alakban írjuk: 
H=H0 + HU (2 ,1) 
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ahol tf0 = — I drip+(r)v2ip(r) 
a kinetikus energia operátora és 
Г . - 1 / . 
H i =
 T j Л ( О f (r - r')^  (O Ф (r) 
leírja a részecskék kölcsönhatását a и két-részecske potenciálon keresztül. Olyan 
egységrendszert választunk, amelyben m (a részecske tömege) = Й = 1. ф+(т) (ф (r)) 
az r helyen kelt (eltüntet) egy részecskét. Az egyszerűség kedvéért egyfajta részecs-
két tételezünk fel, melynek belső szabadsági foka nincs. Az eredmények általáno-
sítása spinnel és töltéssel rendelkező részecskékre triviális. А ф(г), ф+(г) operátorok a 
ф(т)ф+(т') + ф+(г')ф(г) = {ф(г), фНО} = <5(г —г') , (2, 2 ) 
{ф(т),ф(г')} = ftr+(r), фЧт')} = 0 
algebrát elégítik ki. 
А (2,1) Hamilton-operátor a részecskék számát nem változtatja, az állapoto-
kat az 
N=jdn//+ (т)ф(т) ( 2 , 3 ) 
részecskeszám operátor sajátértékeivel jellemezhetjük. A folyamatok időbeli leírá-
sához a Heisenberg- és a kölcsönhatási képet egyaránt használjuk. Most csak az 
előbbivel foglalkozunk, az utóbbit a perturbációszámítással egyidejűleg ismertetjük. 
Kezdőfeltételként előírjuk, hogy í = 0 időpillanatban a Heisenberg-és a Schrödinger-
kép legyen azonos: 
ф(т, 0) = ф(т). 
Akkor 
ф(х) = ф(г, t) = еш,ф(г)е-"", ( 2 , 4 ) 
azaz f ^ p = №(*), Щ, (2,5) 
ahol a szögletes zárójel a kommutátort jelöli: 
[A, B] = AB-BA. 
A Heisenberg-képben az állapotvektorok időben állandók. Az azonos t időhöz 
tartozó Heisenberg- képbeli téroperátorok felcserélési relációi (2,2)-vel azonosak. 
Fejezzük ki az N részecske alapállapotának energiáját. На | jelöli a meg-
felelő állapotvektort: 
1
 с1г(Ч'
о
\ф+(г,0ъ2Ф(г,{)\Ч'о) + E 0 = О Г О Р Ч У . ) = 2 
+
 2 
I J A A M R - R O O L ' O W ' M ' , *)ф+(т\ t ) i j , ( r ' , ()ф(т, Í)|4»O> = 
= I -— dr lim 
2 J R'-,R 
-F^dTdr'v(y-r')G(r, t, r', i; r, /, r', /). 
(2,6) 
V2G(r, í ; r', i) — 
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Az itt bevezetett egy- és két-részecske Green-függvényeket a következőképpen 
definiáljuk : 
G(x; x') = (-OOFoim^OÖI^o), 
G(xux2-xuxï) = ( - í ' ) 2 ( У 01 Tifi(х^ф(x2)ф + (x'z)ф+(х[)\Т0). 
T az időrendezési operátor: az operátorokat jobbról balra a növekvő idő szerint 
rendezi és egy (—1) szorzót ad, ha az átrendezés az operátorok páratlan számú 
permutációját igényli. Tehát pl. 
G(x\ x j = 
-i(V0\iß(x)iP + (xj\4>0), h a t > f , 
/<Ч\>№+(*'Ж*)|Ч\>>. ha t&f. 
Az egyidős operátorok időrendezését úgy értelmezzük, hogy a \p+ keltő operátorok 
időargumentumát infinitézimális mértékben megnöveljük а ф operátorokéhoz képest, 
majd átrendezés után az eredeti időargumentumokat vesszük. 
A Green-függvény általánosítása tetszés szerinti számú részecskére kézenfekvő: 
G(xu x2, ..., x„; xí, xi, ..., xí)= (2, 7) 
Ezen Green-függvények általánosabb meggondolások keretében való bevezetése 
m e g t a l á l h a t ó Kato, Kobayashi és Namiki [1] c ikkében. 
A (2,6) energiakifejezés a rendszer tényleges kinetikus energiáját tartalmazza, 
míg a megszokott perturbációs módszereknél a perturbálatlan Fermi-gáz kinetikus 
energiája szerepel. A kettő közötti kapcsolat — melyre a későbbiekben szükségünk 
lesz — egyszerűen megmutatható (Klein és Prange [2]). A kölcsönhatásban írjuk 
ki explicite a g csatolási állandót: 
v(r — r') = gx/(r —r'), (2,8) 
Hl = Hí(g)=gHÍ. 
A variációs elv szerint az energia stacionárius a hullámfüggvény variációjával szem-
ben, így 
/7 F 
^g> = < y o | / / í |У 0 ) 
es 
9 
£ o = W0 + ^ ( W 0 ( g ' ) \ H f g j \ ^ 0 ( g ' ) ) , (2,9) 
ahol W0 a Fermi-gáz kinetikus energiája: 
kF 
K2 Q 
•J 
О 
W0 = Z = ТГТз Auk2 dk к2/2. (2, 10) 
К <KP 2 (2 N Y J 
Itt П a rendszer térfogata, melyről feltételezzük, hogy nagy. kF a Fermi impulzus, 
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melyet az 
N = 
Ci 
Ank2 dk 
összefüggés határoz meg. A részecske sűrűség 
N kl 
в
 Ci 6n2 ' (2,11) 
3. A Green-függvények egyenletei 
A (2,6) és (2,9) energiakifejezések felhasználásához ismernünk kell legalábbis 
az egy- és két-részecske Green-függvényt. A (2,5) téregyenlet (2,1) felhasználásával 
. # ( x )  
1
 ót 
1 V 2 + j d x > + (x')u(x - x') ф (x')J ф (x), (3, 1) 
ahol u(x — x') = v(r—r')ô(t — t'). 
Az egy-részecske Green-függvényt idő szerint differenciálva, kapjuk, hogy 
— G(x; x') i ô ( x - x ' ) - i ( V о 
т<Ц^ФЧхО 
A delta függvény G szakadásából ered a t—t' helyen. (Igazolására integráljuk az 
egyenlőség mindkét oldalát t szerint / ' -a- tó l Z' + e-ig.) Figyelembe véve a (3,1) 
téregyenletet és a (2,7) definíciót: 
' ¥ + 2 
И 
G(x; x') = <5(x — x') — ' ) — / j" dx"u(: x — x jG(x, x"; x', x"), (3,2) 
vagyis az egy-részecske Green-függvény csatolva van a két-részecske Green-függ-
vénnyel. Hasonlóan a két-részecske Green-függvény egyenlete tartalmazza az egy-
részecske és a három-részecske Green-függvényt. Ilyen módon eljutunk a végtelen 
számú Green-függvény szimultán egyenletrendszeréhez; (3,2) mellett: 
j^ í + y V f j c í x j , . . . , x„; x í , . . . , x ő + 
+ \ dx„+íu{x1- x„+1)G(xi, . . . , x„ + 1 ; x í , . . . , x„ '+i ) = 
n 
- Z ö(x1-x'i)(-iy-1G(x2, . . . , x„; x í , . . . , x / - i , X , ' + 1 , . . . , x ő , 
I= 1 
Я Ё 2 . 
(3, 3) 
Az energia (2,6) kifejezéséből (3,2) segítségével kiküszöbölhetjük a két-részecske 
Green-függvényt. Elemi átalakítások után: 
dr\\m v2(7(r, /; r', í) + 4 
R'-»R Z 
dr lim J + Ű/ G(r, t; r, /'). (3, 4) 
A 
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Az egy-részecske Green-függvény meghatározása a (3,2), (3,3) egyenletrend-
szerből természetesen csak akkor lehetséges, ha az egyenletrendszert valamilyen 
közelítő eljárással megszakítjuk. Ez általában úgy történik, hogy a magasabb rendű 
Green-függvényeket az alacsonyabb rendűekből építjük fel. Pl. a Hartree—Fock 
közelítést eredményezi a két-részecske Green-függvénynek az egy-részecske Green-
függvények antiszimmetrizált szorzataként való felírása [3] 
G(xu x 2 , x \ , x2) = G(x1~, x[)G(x2 - x'2)-G(x1; x'2)G(x2; x j ) . 
A továbbiakban részletesen az egy-részecske Green-függvénnyel foglalkozunk. 
(3,4) mutatja, hogy a rendszer alapállapotának energiája ezzel kifejezhető és ugyanez 
vonatkozik a rendszer egy-részecske típusú gerjesztéseire. A következő fejezetben 
megvizsgáljuk az egy-részecske Green-függvény analitikus tulajdonságait, majd 
rátérünk perturbációs sorral való előállítására. 
Fátjuk, hogy a Green-függvényes módszer pl. az alapállapot energiájának szá-
mítására perturbációs és nem perturbációs eljárások alkalmazását egyaránt lehetővé 
teszi. Az utóbbira vonatkozólag a (3,2), (3,3) egyenletrendszer közelítő megoldásán 
kívül megemlítjük az egy-részecske Green-függvény folytonos integrállal való elő-
állítását. A perturbációs sor előnye, hogy az elhanyagolások általában kvantitative 
jobban megbecsülhetők. A nem perturbációs eljárások akkor jutnak jelentős sze-
rephez, ha pl. a perturbációs sor a fizikailag érdekes sűrűség tartományban már 
nem konvergál, vagy ha a csatolási állandó szerinti sorfejtés egyáltalán értelmetlen, 
mint pl. a szupravezető típusú állapotok leírásánál. A perturbációs módszer kor-
látaira a későbbiekben még többször rámutatunk, a nem perturbációs eljárások 
ismertetése azonban már meghaladja a jelen dolgozat kereteit. 
4. Az egy-részecske Green-függvény analitikus tulajdonságai 
A továbbiakban teljes transzlációs invarianciát mutató fizikai rendszerekre 
(pl. végtelen maganyag, elektron gáz, Fermi-folyadék) szorítkozunk. Ekkor az álla-
potokat jellemezhetjük a teljes impulzus 
P= jí/n/U(r)(-/v)!Kr) (4,1) 
operátorának sajátértékeivel és a G ( x x ; x 2 ) egy-részecske Green-függvény csak 
az x = x x — x 2 különbség függvénye (1. pl. [1]). 
G(r, t) Fourier-transzformáltját, G(k, t)-t a következő összefüggés adja: 
G (r, i) = ( 2л ) - 3 I dk G (к, t) eikr. (4 . 2) 
Legyen a + (к)(а(к)) а к impulzusú részecske emissziós (abszorpciós) operátora: 
(a(k), a+(k')} = őAr(k—k'), (4,3) 
{я(к),я(к')} = {a+ (к), a+ (k')} = 0, 
ahol ô K r a Kronecker-szimbólum. A koordináta és az impulzus-térbeli téroperá-
torok kapcsolata: 
QL/2 F 
ij/(r) = fi-1'2 2 a(k)eik< = — j - 7 / к « ( к ) е ' % (4, 4 ) 
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(4, 6) 
Heisenberg-képben 
a(k , t) = eiHta(k)e~iHt. 
Könnyű belátni, hogy (4,2)-t kielégítjük, ha 
G(k, = — í(*P0 |7a(k , í i ) a + (k , f2)|*P0>. (4, 5) 
Bontsuk fel (4,5)-t retardált és avanzsált részre: 
G ( k , f i - í a ) = t1-t2)+G^(k, t i - t 2 ) , 
ahol 
GM(Kti-t2) = i9(t2 — ' í K ^ o \ a + ( k ) e " i ( H _ £ o ) ( , 2 - , l ) a ( k ) | x I ' 0 ) 
és 
( 1 , ha x > 0 , 
0 W : = l O , ha x < 0 . 
Ezen Green-függvénynek egyszerű szemléletes jelentést adhatunk. Tegyük fel, hogy 
egy к impulzusú részecskét adunk t2 időpillanatban az alapállapothoz. A z így ki-
alakult 
A + ( K ) P F 0 > 
állapotból a ?i(=-í2) időpillanatban a 
állapot lesz. A Green-függvény megadja ezen állapotban a t2 időpillanatbeli állapot 
valószínűségi amplitúdóját. t2>tv esetén előbb elveszünk egy к impulzusú részecs-
két a tj időpillanatban és a Green-függvény megadja a t2 időpillanatban ezen álla-
pot valószínűségi amplitúdóját. 
Fejezzük ki a (4,6)-ban szereplő operátorokat energia reprezentációban: 
G ( r )(k, ? ! - í 2 ) = - / 0 ( ? i - ? 2 ) 2 | < ^ + 1 | а + ( к ) | Т 0 > | 2 е - « £ И Г + 1 - £ » Н " - Ч 
(4,7) 
<7w(k, ?! - í 2 ) = / 0 ( г 2 - / 1 ) 2 | ( Ч ' Г 1 К к ) | 4 ' „ ) | 2 Х ч - Е « ' ( " - " ) . 
n 
Minthogy az д+ (k) operátor a rendszer impulzusát k-val és a részecskék számát 
a rendszerben eggyel növeli, az összegezés tk>t2 esetén kiterjed minden к impul-
zusú és 7V+1 részecskeszámú állapotra; hasonlóan a tx < t2 esetén minden TV— 1 
részecskeszámú és —к impulzusú állapotra. Vezessük be a következő jelöléseket: 
E»+1-E0 = 
ahol 
EIV+I = E N + I _ E N + I (4 , 8) 
az N + 1 részecskét tartalmazó rendszer gerjesztési energiája, mely definíciószerűen 
pozitív, 
g» = E $ + i - E 0 (4 ,9) 
a kémiai potenciál. 
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Hasonlóan 
pN 1 _ p _ „A- 1 _ ,.JV — 1 
T-N £-0 — BN Í1 > 
ahol 
PJV — 1 _ E-JV-L _ C-JV-L ÖN — N E-0 
és 
,..V-1 _ p _ pN 1 
и — Po Po 
Az£^ + 1 , ill. pNés ej'"1, ill. 'mennyiségek legfeljebb l/N-ed rendű tagokban 
különböznek és az indexüket, amikor nem akarjuk hangsúlyozni, hogy melyik 
esetre vonatkoznak, elhagyjuk. 
A retartált rész Fourier-transzformáltját az integrál konvergenciáját biztosítva 
a felsó' félsíkon számíthatjuk: 
G<"(M) = I AG(k , î )e " ' = ~ 2 I W + I |в+(к)|Ч'о>12(^+1 +pN-e)~l, (4,10) 
Ô " 
L M E > 0 , 
az avanzsált részét pedig az alsó félsíkon: 
О 
G « ( M ) = I" AG(k, t)e'" = 2 I W | а ( к ) 1 Ж 0 ) | 2 ( £ ^ - 1 + e ) - 1 , (4,11) 
l m £ < 0 . 
A fenti kifejezések megengedik, hogy ezen függvényeket analitikusan folytassuk 
és az egész s komplex síkon értelmezzük. Láthatóan 
G(k, £*) = G<'»(k, e*) + G(°4k, e*) = G*(k, e). (4, 12) 
G ( r )(k, £) pólusai a valós tengelyen fekszenek e = pN felett, míg G(a)(k, e) pólusai 
e = Pn~1 alatt ugyancsak a valós tengelyen; mindenütt máshol pedig analitikusak. 
Amint a részecskék számát állandó sűrűség mellett növeljük, a Hamilton ope-
rátor sajátértékei egyre közelebb kerülnek egymáshoz. Noha G(k, s) szingularitásai 
meghatározatlanul közel kerülnek egymáshoz, a függvény még egy végtelen kiter-
jedésű rendszernél is analitikus marad a valós tengelyen kívül, és itt (4,12) defini-
álja. A függvények értékét a valós tengelyen a következó'képpen definiáljuk: 
G ( r ) ( k , £ 0 ) = G « ( k , k0+iö), 
(4, 13) 
GW(k, k0) = G(ű)(k, k 0 - i ô ) . 
k0-lal a valós részt jelöljük, ú-val pedig a zérushoz tartó imaginárius részt. (4,12) 
és (4,13) nem egy, hanem két analitikus függvényt definiál: G(k, e) a felső és G(k, e) 
az alsó félsíkban nem egymás analitikus folytatásai. G ( r )(k, e)-t ugyanis a valós 
tengely £<jU, G ( a )(k, fi)-t pedig a valós tengely szakaszán keresztül folytattuk 
analitikusan. 
(4,12)-ből látható, hogy G(k, б) valós része folytonos a valós tengelyen keresz-
tül, az imaginárius része — ha nem zérus — nem folytonos. 
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(4,10), (4,11) és (4,13) alapján vezessük be a következő spektrál függvényeket:1 
k 0) = — — lm G(r)(k, k 0 + p ) = 2 т « + ( к ) | Ч \ , > | » * ( Л „ - 0 , 
Л
 " (4,14) 
к, k 0 ) = — Im G w ( k , k0+p) = 2 |<»F„ |e(k)| 4»0>p 5(Är0+ej. 
л „ 
Ezeknek segítségével G(k, 0-t és G(k, k0)-t — felhasználva még а (4,7), (4,10), (4,11), 
(4,12) összefüggéseket — a következőképpen írhatjuk 
О 
G (к, t) = - / 0 ( 0 ) í /k0g(k, k0) e ~ i(t°+*•)' + /0 (— t) f dk0g(k, k 0 ) e * « > < , (4,15) 
О 
ahol 
g (k , k 0 ) = g w ( k , A:o)+g(o)(k, ko) 
és ff(x) az X előjele. 
(4,16) az egy-részecske Green-függvény Lehmann-féle kifejtése (Galitskij és 
Migdal [4]). A (4,15) alak az egy-részecske gerjesztések vizsgálatánál lesz hasznos. 
(4,14) és (4,16)-ból G(k, k 0) valós és képzetes része között egyszerűen írhatunk 
fel kapcsolatot: 
Re G (к, k 0) = - P 
n 
ImG(k, ko) , dk о —-r-,—y a (k0 - /0-
K O - K 0 
Végül megvizsgáljuk, hogy az egy-részecske tulajdonságok és az alapállapot 
energiája hogyan fejezhetők ki G(k, k0)-al. Számítsuk ki először a Nk = a+(k)a(k) 
részecskeszám várható értékét. (4,6) szerint 
OFol^kl^o) = - i lim G (к, t) = - / G ( k , 0). 
Г-.-0 
На / < 0 , a 
G(k, 0 = ^ J i / k 0 G ( k , k0)e~ikot (4,17) 
integrál kiszámításánál szabad egy olyan с görbe mentén integrálnunk, mely a valós 
tengely menti utat kiegészíti a felső félsíkban fekvő végtelen sugarú félkörrel: 
G(k, 0 = 1 
2л 
С 
dsG(k, е)е~ш, / < 0 . (4,18) 
F e l h a s z n á l j u k , h o g y 
1 1 
- = P h Í7lb{x) . 
x — iô X 
2 1 8 SZÉPFALUS Y P . 
Ezt felhasználva 
<ФО!А
К
|ФО> 2 тг j deG(к, e). (4, 19) 
A részecske sűrűségre adódik, hogy 
dsG(k, e). 
Az energia (3,4) kifejezésébe helyettesítsük be az egy-részecske Green-függ-
vény (4,2) Fourier-előállítását: 
E 1 » 
2 (2л)3 dk ( = 0 
Végül (4,18) alapján: 
£N = -
Cl 
2 (2л)2 H4+ + £ G (к , б). (4, 20) 
Az energia különböző' kifejezései megtalálhatók a következő munkákban: 
Galitskij é s Migdal [4], Klein é s Prange [2], Klein [5], Thouless [6], Hugenholtz [7], 
Pines [8]. 
5. Perturbáció számítás 
A 2. fejezetben bevezettük a Schrödinger- és a Heisenberg-képet. Az előbbiben 
a fizikai mennyiségek operátorai az időben állandók, az utóbbiban (2,4) és (2,5) 
szerint változásukat a teljes Hamilton-operátor szabályozza. A kölcsönhatási 
képben 
' Ü g a - P < ° < 4 Я0], 
(5. 1) 
ahol # 0 a kölcsön nem ható részecskék Hamilton-operátora és az i index utal a köl-
csönhatási képre. A kölcsönhatási kép a / = 0 időpillanatban megegyezik a Schrö-
di nger-képpel. Például a t/7(i)(r, í) abszorpciós operátor időfüggését egyszerűen 
meghatározhatjuk : 
A jobboldali kommutátor kiszámításánál két dolgot kell szem előtt tartanunk: 
(5,1) szerint Hty(t) = H0, ahol # o 4 0 a H0 (2,1) alatti alakjával azonos, csak 
benne a kölcsönhatásképbeli téroperátorok szerepelnek; a (2,2) csererelációk az 
egyidős téroperátorok között változatlan formában fennállnak. Elemi átalakítások 
után 
фЩт, t) = n~ 1 l 2 Z я(кУ< к г - т " ) (5,2) 
ahol Т
к
 = к
2/2. 
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azaz 
ahol 
Definiáljuk az időtől függő S operátort: 
Sit, t ' ) = eiHOTE-WE-OE-IHO.', ( 5 , 3 ) 
I ^ Sit, О = HÏ\t)S(t, О ; Sit', 0=1, ( 5 , 4 ) 
M°(í) - eiH(l'Hi e~ÍH°' = 
dr dt' фш+ (г, 0«А(<)+ («•', О ú r - r')«A°V, о <Aí0(r, t) (5, 5) 
a kölcsönhatási energia operátora kölcsönhatási képben. 
A Heisenberg-képbeli 0(r) operátor a kölcsönhatási képbelivel a következő-
képpen fejezhető ki: 
0 ( Í ) = S ( 0 , 0 0 ( I , ( 0 S IT, 0 ) , 
amint az (5,1) és (5,3)-ból közvetlenül látható. Ezt alkalmazva a téroperátorokra, 
az egy-részecske Green-függvény: 
G(x; X') = - i e i t - O i V 0 |5(0, 0 f ° ( r , 05(í , í'W ( i )+(r', 0)|«F0> + 
(5,6) 
- Ь / б ^ ' - О ^ о ^ С О , r', í ')5(F, 0<A(i)(r, 0 5 ( í , 0)|4»o>. 
A dolgozat hátralevő részében Heisenberg-képbeli operátorok a (11,6) össze-
függésen kívül nem fordulnak elő és a kölcsönhatási képbeli operátorokat (1) index 
nélkül írjuk. 
Megmutatjuk, hogy a rendszer j T g ) állapotvektora és a perturbálatlan alapálla-
pot, |Ф0) között — ha nem ortogonálisak — fennáll, hogy 
й
т
 = lim J t T d í \ • (5,7) 
(ФоЩ) d-i.) <Ф
о
| 5 (0 ,0 |Ф
о
>' 
Ugyanis (5,3) alapján 
5(0, t) = ZeiE"'\xV„){yVn\e-iHY 
n 
amit a fenti egyenlőség jobb oldalába helyettesítve és felhasználva, hogy Я 0 |Ф 0 ) = 
= 1Е0Фо> kapjuk: 
Z l ^ y + ' . - ^ Ú V o ) 
. J ™ - I . ) 2 К Ф 0 | Т „ > | 2 Е ^ - ^ • 
n 
Feltéve, hogy E0 nem degenerált (5,7) valóban teljesül. Hasonlóképpen egyszerűen 
beláthatjuk, hogy 
<*OL
 = ] I M Ч . ( 5 , 8 ) 
<4\>l®o> t-»«(i +is) <Ф
о
|5(/,0)|Ф
о
> • 
(5,6) és (5,8)-nál a határértékben az idő képzetes részének fellépése egyenértékű 
az adiabatikus feltevéssel, mely szerint t = — °°-ben a kölcsönhatás eltűnik, majd 
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lassú bekapcsolás után í = ° ° - n é l ismét megszűnik. Bevezetjük az ennek megfelelő 
kölcsönhatást a 
Я 1 1 ( 0 = Я 1 ( 0 Е - 1 * 1 
alakban és definiáljuk SE(t, íj-1 az 
. dS,(t, t j 
öt = H l t ( f ) s t ( t , n ; S . ( t ' , n = i 
egyenlet megoldásaként. Akkor (5,7) és (5,8) ekvivalens felírása 
= l i m S«(0. -==) |Ф 0> 
( Ф 0 | Т 0 ) £ „ 0 < Ф О | 5 £ ( 0 , - о о ) | ф 0 ) ' 
< Щ
 = L I M < Ф 0 | 5 £ К О ) 
<Ж0|Ф0> £„о < Ф о | 0 £ К 0 ) | Ф о ) ' 
A továbbiakban ezen határátmeneteket nem jelöljük explicite. Valamennyi vég-
telenig futó idő szerinti integrálásnál megfelelő módon gondoskodunk az egyértel-
műségről (amint azt már a 4. fejezetben is tettük) és ez megfelel a fenti határátmene-
tek gondos keresztülvitelének. 
(5,6) a következő alakra hozható (5,7) és (5,8) segítségével: 
G{x, x') = - i 9 ( t - t ' ) <фо1^(~> 'Ж'» t)S(t, ПФЧг', OS(t', - ~ ) | Ф 0 > 
+ i e 0 ' - i ) 
< Ф о | 5 ( ~ , - о о ) | ф 0 > 
<ф 0 |5(о° , ОФ+О', t')SO',WO, 0 s о, - ~ ) | Ф „ > 
(5, 9) 
< Ф 0 | 5 ( ~ , - ~ ) | Ф о ) 
Az (5,4) egyenletet megoldhatjuk iterációval: 
SO, О = l + ( r 0 \ d t l H 1 ( t l ) + (-i)2\dt1\dt2H1(t1)H1(f2)+-
(5, 10) 
у ( - 0 " 
„То П\ j dt1dt2...dtnT[H101)nlO2)...H1On)l 
Tekintettel az itt előforduló időrendezett szorzatokra (5,9) így írható: 
, < Ф 0 | Т ф ( х ) ф + ( х ' ) Б ( . < ~ , - о о ) | ф 0 > G(x\ x j — — i 
( - 0 " 
< Ф 0 | 2 N = 0 NL 
< Ф 0 | 5 ( о о , - = о ) | ф 0 ) ( 5 , 1 1 ) 
dtl...dt„Т[ф0, ОФЧг', n H A t ô - B M W o ) 
« = 0 N ! dtí...dtnT[Hí(fl)...H1(0]\ Фо> 
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(5,11) adja az egy-részecske Green-függvénynek a kölcsönhatás csatolási állandója 
szerinti hatványsorát. A következő' fejezetben olyan szabályokat ismertetünk, melyek 
megkönnyítik a perturbációs sor egyes tagjainak kiértékelését.1 
6. A Wick-tétel és a Feynman-diagrammok 
А |Ф 0) állapot itt azt a szerepet játssza, mint a perturbálatlan vákuum a tér-
elméletben és az N részecskéből álló rendszer tetszőleges konfigurációját úgy írjuk 
le, hogy megmondjuk, hogyan különbözik |<P0)-tól. Kölcsönhatás nélkül az alap-
állapotban a részecskék az adott impulzusú állapotokat a Fermi impulzussal jel-
lemzett szintig töltik be (1. (2,10)). Különbséget kell tennünk |Ф0)-Ьап elfoglalt 
és nem elfoglalt szintek között. Az olyan állapot megjelölésére az l betűt használ-
juk, amelynek impulzusa kisebb, mint a kF Fermi impulzus és m betűvel jelöljük 
a Fermi impulzusnál nagyobb impulzusú állapotokat. Átírjuk az a+ (k) emissziós 
és az a(k) abszorpciós operátorokat: 
a(I) = Z>+(-l); a+(0 = M - l ) ; (6,1) 
a ( m ) = o ( m ) ; a + ( т ) = я+ ( m ) ; m>kF. 
b+(l) egy lyuk keltő operátora, a + ( m ) egy részecskéé. A (4,3) felcserélési relációk 
ezekkel kifejezve: 
{ML), О О Н M L - О , ( 6 , 2 ) 
{ű(m), a+ (m)j =0
Лг
(т - m') 
és minden egyéb kombinációban { . . . } = 0. Tehát a (6,1) transzformáció kanonikus. 
| Ф 0 ) az az állapot, amelyik sem részecskét, sem lyukat nem tartalmaz: 
М1)|Ф0> = а ( т ) | Ф 0 > = 0. (6 ,3 ) 
Hasonlóan célszerű а ф(г) téroperátor következő felbontása: 
ф(т) = £+(т) + ч(т), (6 ,4) 
ahol 
I 
ti(r) = Sl-ll2 2 a(m)eimr. 
M 
Tehát 
£ | Ф о > = » / | Ф о > = 0 . ( 6 , 5 ) 
Vezessük be a normál szorzat fogalmát a <í; + ,t/ + és t] operátorokra. Ilyen 
operátorok normál szorzatát megkapjuk, ha az eredeti szorzatukat olyan módon 
átrendezzük, hogy az emissziós operátorok álljanak balra az abszorpciós operá-
toroktól és az átrendezéskor valamennyi operátort antikommutálónak tételezzük 
1
 5 . , 6 . , 7. és 8. f e j e z e t e k a n y a g á v a l k a p c s o l a t b a n 1. Thouless [ 6 ] , Pines [ 8 ] , Bed és Squires [ 9 ] 
m u n k á i t , m e l y e k b e n a t o v á b b i i r o d a l m i u t a l á s o k is m e g t a l á l h a t ó k . 
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fel. Pl.: 
NU (x)p 4 (x'X + (x") p ( x ' " ) ] = г,+(x') £ + (x") £ (x) r, (x ' " ) , 
(x) ф + (x ')] = ( £ + ( х ) - И (*))(£ (* ' ) + //+ (x')) = 
= Г (x) {(x') + r,(x)Ç (x') + ^+(x)ri + (x')-t]+(x') r\ (x). 
Az operátorok itt Schrödinger vagy kölcsönhatási képben értendők. Behelyettesítve 
£ és rj (6,4) alatti kifejezését ezzel természetesen hasonlóképpen definiáltuk a normál 
szorzatot az a, b és a + , b+ operátorokra. 
Két operátor T szorzatának vákuum várható értékét párosításnak nevezzük 
és a következőképpen jelöljük: 
АВ = (Ф0\ТАВ\Ф0). 
A Wick-tétel a következőt állítja: 
T ( A B C . ..FG) = N ( A ВС. ..FG) + 
+ N ( A B C . ..FG) + N(AjBC. ..FG) + . . . + 
+ N ( A B C D . ..FG)+ ... + N(A~BC. . . F G ) + . . . + 
+ ...+ 
r—.r—, r—, I H~l r—, 
+ N ( A B C D . . . F G ) + N ( A B C D . . . F G ) + . . . . 
Az időrendezett szorzat egyenlő az operátorok normál szorzata, plusz az operá-
torok normál szorzata egy párosítással, melyet valamennyi lehetséges módon meg-
választunk, plusz az operátorok normál szorzatának összege két párosítással stb. 
A párosítás egy normál szorzaton belül puszta szám, de negatív előjellel kell venni, 
ha páratlan számú permutáció szükséges ahhoz, hogy a párosított operátorokat 
kivigyük a normál szorzatból. Pl. 
n ( a b c d ) = 1 b c d , 
I I l i r ^ ^ 
N ( A B C D ) = — AC BD. 
A tétel bizonyítására nézve az irodalomra utalunk [6]. 
Alkalmazzuk a Wick-tételt az S operátor (5,10) alatti perturbációs sorának 
egyes T szorzataira. Mint szokásos, a párosítások különböző lehetőségeit Feyn-
man-diagrammokkal, gráfokkal szemléltethetjük. Célszerű a Goldstone-típusú dia-
grammokat [10] használni, ahol a közvetlen és a kicserélődési kölcsönhatás szepa-
rálódik. Tekintsük a perturbációs sor л-ed rendű tagját és a Wick-tétel által adott 
párosításokat tartalmazó normál szorzatokhoz rendeljünk diagrammokat az alábbi 
konvenciók elfogadásával: 
a) Az összetartozó három tér és időkoordinátához egy pontot rendelünk. 
b) Az idő a diagrammban jobbról balra haladva növekszik. 
c) Egy normálszorzat minden egyes ф(т. t)-je [ф + (т, í)-je] számára jobbról 
vagy balról az r, t pont felé irányított (attól elmutató) folytonos vonalat rajzo-
lunk, melyet külső vonalnak nevezünk. 
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d) Mindenegyes ф(х2)ф+(х1) = (Ф0\ Тф(х2)ф+(х1)\Ф0) párosítás számára 
rajzolunk egy r,, rt-től r2, í2-ig tartó és ilyen irányítású folytonos vonalat, melyet 
belső vonalnak nevezünk. (Az egyéb lehetséges párosítások zérust adnak.) 
e) Az n darab (1/2 i)v(r — r') kölcsönhatás számára r és r'-t összekötő szagga-
tott vonalat rajzolunk. A nem retardált kölcsönhatások esetén az ilyen vonalak 
függőlegesek. 
Hogy megkapjuk a diagrammhoz tartozó «-ed rendű 5 operátor járulékot 
a c), d) és e) pontok alatt felsorolt elemek szorzatát kell vennünk, kiegészítve 
az í/n! tényezővel és a megfelelő előjellel, melyet a párosítások tagjainak az előírt. 
a) 
b) 
Г 
0) 
d) 
Г 
y Ct) (х
г
) : 
e) X, . /
г 
f ) *г • X, 
' К 
1. ábra. A F e y n m a n - g r á f o k e leme i . K ü l s ő v o n a l a k : a) r é s z e c s k e a b s z o r p c i ó , 
b) l y u k ke l t és , c) r észecske k e l t é s , d ) l y u k a b s z o r p c i ó ; B e l s ő v o n a l a k : 
e ) részecske v o n a l , / ) l y u k v o n a l ; V e r t e x e k : g ) r é s z e c s k e s z ó r á s , h) l y u k 
s z ó r á s , i ) p á r k e l t é s , j ) p á r a b s z o r p c i ó 
sorrendben való egymás mellé rendezéséhez szükséges permutációk száma határoz 
meg. Végül integrálnunk kell valamennyi hely és időkoordináta szerint. Az előjel 
a diagrammból közvetlenül is leolvasható: a folytonos fermion vonalakból álló 
minden egyes zárt hurok egy — 1 tényezőt ad. 
Minden kölcsönhatás két vertexet tartalmaz két folytonos és egy szaggatott 
vonallal. A H l kölcsönhatási operátor szerkezetéből következik, hogy az egyik 
folytonos vonal belép a vertexbe, a másik pedig elhagyja. A balra mutató folytonos 
vonalak részecskékként interpretálhatók, míg a jobbra mutatók lyukakként. A ver-
texek sorrendje lényegtelen és egy diagramm jelenti mindazokat is, melyeket a ver-
9) b) i) 
У 
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texek sorrendjének megváltoztatásával kaphatunk. így ugyanaz a belső vonal az 
ilyen torzításokban hol részecske, hol lyuk vonal szerepét játssza. 
Végül foglalkozzunk az egyes párosítások kiszámításával: 
G 0 ( x , x ) = -1(Ф0\Тф(х)ф+(х')\Ф0) = ->Ф(х)ФЧх'), (6, 6) 
ahol a G0 perturbálatlan Green-függvény a valódi Green függvény megfelelője a 
kölcsönhatás mentes esetben és H1=0 — t véve felhasználhatjuk a 4. fejezet ered-
ményeit. Figyelembe véve, hogy 
Я 0 а + ( т ) | Ф 0 > = ( ^ o + r j f l + H l O o ) , 
Я0А+(1)1Ф0> = (W0 — T,)b+ (1) |Ф0), 
(6,3) és (4,6) alapján G 0 (x ; x ' ) Fourier-transzformáltja: 
G0(k, t) = 
к>кр к<кр 
ig-rTkt 0 Í > 0 
0 ie~iTk' Í < 0 
es 
(2л)3 
es 
ahol 
és 
G 0 ( x ; x ' ) = í i _ 1 У G0(k, *)«*('-'•) = 
К 
в ( t - t ' ) J Як — / ) J d k j e'Wr-r-
k> kp к < kp 
Hasonlóan a 4. fejezet eredményeinek alapján 
G0(k, e) = (e — Tk)~1 
G0(k, k0) = (k0-Tk + iők)-1, 
Sk =» 0, ha к kF, 
<5t<0, ha k < k p 
)-RK((-T')] 
G 0 ( x ; x') = j X y i J ^ k jdfc0G0(fc, k0)eil [ k ( r - r ' ) - * 0 ( f - O J 
(6, 7) 
(6, 8) 
(6,9) 
(6,10) 
7. egy-részecske Green-függvény előállítása összekapcsolt gráfokkal 
Az előző fejezet eredményeinek alapján foglalkozzunk először az egy-részecske 
Green-függvény (5,11) alatti perturbációs sorának nevezőjével: 
< Ф 0 | 5 К - ~ ) | Ф 0 > . 
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A normál szorzatok vákuum várható értéke zérus, így a Wick-tétel szerinti kifeje-
zésbó'l csak azok a tagok maradnak meg, melyekben valamennyi operátor páro-
sítva lett. Más szóval a fenti kifejezés kiszámításához összegeznünk kell valamennyi, 
külső vonallal nem rendelkező Feynman-diagramm járulékát. 
(5,11) számlálója tartalmazza az 5 operátoron kívül а ф+ és а ф operátort. 
A Wick-tétel alkalmazásakor fellépnek olyan tagok, amelyekben ezen operátorok 
egymással vagy az 5 operátor valamelyik tagjával vannak párosítva. Ezen párosí-
tásoknak megfelelő vonalak különböznek a Feynman-gráf belső vonalaitól, hiszen 
azok vertextől-vertexig tartanak, míg ezeknek az első esetben egyik végpontjuk sem 
csatlakozik vertexhez, a második esetben pedig az egyik. A következőkben ezen 
vonalakat külső vonalaknak fogjuk nevezni és miután a számlálóban is vákuum 
várható érték áll, az előző fejezet értelmében vett külső vonalak nem fognak sze-
repelni. 
A számláló diagrammok általában tartalmaznak egy olyan részt, amelyik kap-
csolódik a külső vonalakhoz és egy vagy több szeparált részt. Az ilyen széteső része-
ket tartalmazó számláló diagrammok összegét kiejti a nevező. Tekintsünk ugyanis 
egy n drb kölcsönhatást tartalmazó számláló diagrammot. Jelölje «(a) azon köl-
csönhatások számát, melyek csatlakoznak — esetleg közvetve — a külső vonalak-
hoz. Ha a többi rész nem volna jelen az előző fejezet szabályai az integranduszra 
mondjuk f-t adnának. Az integranduszt a maradék részre jelölje Jjh úgy tekintve, 
mint egy n(ß) rendű nevező diagrammot. Elég, ha explicite csak azokat a diagram-
mokat nézzük, melyekben a külső vonalhoz csatlakozó kölcsönhatások éppen 
az 1 ,2 , . . . , «(a) indexű koordináták (r, —rí, r2 — r 2 , . . . ) függvényei és a többi lehe-
tőségről számot adhatunk, ha az л!/л(а)! n(ß)\ tényezővel szorzunk. Akkor az 
általános számláló járulék a következő alakú: 
n\ 1 Г 
л (а)! n(ß)\ n l j ' 
dridrídti...f dtidT'idti...Iß = 
dridr{dti...drnMdTÍ,wdtnWIx(r, t; r', t'\ n , r i , t i , ...)• 
• I dTidridti...drn(ß)dr^ß)dt„wIß(ri, rí , h ;.. .). 
Összegezve az összes lehetséges (oc,ß) diagrammra, a teljes számláló 
У I f 
Û л (а)! n(ß)\ . 
A második tényező éppen a nevező, az (5,11) hányados tehát mindazon számláló 
diagrammok összege, melyek részei kapcsolódnak a külső vonalakhoz. Szimboli-
kusan: 
G(x; x') = 
(7,1) 
Л = 0 П ! 
dtv..dtnT[ ф (г, 1)ф+(т', T ) 7 7 I 0 I ) , •••,HÍ ( /„)] I Ф 0 ) С 
4 Fizikai Folyóirat XI/3 
2 2 6 SZÉPFALUS Y P . 
Azonos járulékot adó különböző' diagrammokat kaphatunk egy и-ed rendű-
ből, ha permutáljuk az n darab kölcsönhatást, továbbá, ha felcseréljük egy vagy 
több kölcsönhatásnál az ellenkező oldalak szerepét. Egy ilyen osztálynak mindig 
csak az egyik tagját vizsgáljuk explicite és a többiről úgy adunk számot, hogy el-
hagyjuk az l/и! tényezőt, az л-ed rendű járulék számításánál és a 1/2 tényezőket 
a kölcsönhatások mellől. 
A számítást gyakran célszerű impulzus-energia reprezentációban végezni. Az 
egy-részecske Green-függvény 
Fourier transzformáltját a 4. fejezetben vizsgáltuk részletesen és pl. (4,20) szerint 
alkalmazható a rendszer teljes energiájának számítására. 
Ebben G(x;x')-1 (7,1) adja, melyet Feynman-diagrammokkal értékelünk ki. 
(6,6) szerint a párosításokból eredő iG0(x; x') perturbálatlan Green-függvényekre 
helyettesítsük be (6,10)-t és a kölcsönhatásoknak a következő Fourier-kifejtését : 
A behelyettesítés után (7,2)-ben először a tér és idő koordináták szerinti integrálást 
végezzük el. így iG (k, k0) számítására az impulzus-energia reprezentációbeli Feyn-
man diagrammokból a következő szabályokat kapjuk: 
a) Minden irányított folytonos vonalhoz hozzárendelünk egy impulzust és 
egy energiát; к impulzusú, k0 energiájú folytonos vonalhoz egy /G0(k, k0) tényezőt. 
b) Minden szaggatott vonallal reprezentált kölcsönhatás ad egy [ —í/(2^)4]r(q) 
tényezőt. 
c) Minden vertexnél megmarad az impulzus és az energia, azzal a megállapo-
dással, hogy a vertex felé mutató vonalakhoz tartozókat pozitív, a vertextől elmu-
tató vonalakhoz tartozókat pedig negatív előjellel kell venni. 
d) A diagramm minden egyes szabad impulzus és energia változója szerint in-
tegrálni kell. 
e) — l-es tényező minden egyes zárt hurok számára. 
f ) Ugyanazon //j-ben levő operátorok párosításából eredő „nem terjedő" 
vonalakkal kapcsolatban a következőt kell szem előtt tartani: Ilyen párosítás egy 
iG0(r, t= — 0) = t'Go(r, 0)1 függvényre vezet, melynek Fourier-transzformáltjánál, 
iG0 (к , e)-nál az integrálást e szerint nem — <»-tó'l -=°-ig kell végezni, hanem a negye-
dik fejezetben már látott módon egy olyan С görbe mentén, mely a valós tengely 
menti integrált kiegészíti a felső félsíkban fekvő végtelen sugarú félkörön vett integ-
rállal. Ezt kiszámítva egy к impulzusú ilyen vonalra — 2nnk tényező adódik, ahol 
A részecskék spinjét az eddigi tárgyalásunkban nem vettük figyelembe. A ré-
szecskéknek spint is megengedve, mindenhol be kell vezetni egy 2 tényezőt, ahol 
spin összegezés szükséges. 
G ( k , k0) = J d(x-x')G(x; х')е-<Ш'-'>-*о«-0] (7, 2) 
u(x) = v(t)S(t) = - U dqdq0v(q)ei(4T~eo,). (7, 3) 
j l , ha 
" * - | 0 , ha k>kF. 
1
 A z e g y e n l ő s é g k ö v e t k e z i k az e g y i d ő s o p e r á t o r o k T s z o r z a t á n a k k o r á b b i d e f i n í c i ó j á b ó l . 
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8. A saját-energia operátor és a Dyson egyenlet 
Jelentse egy vastagon húzott folytonos vonal a valódi egy-részecske Green-
függvényt. Nyilvánvalóan mindig elvégezhető' a következő felbontás: 
iS iB„ iE0 V_y ,G 
egyenletben 
G(k, k0) = G0(k, k0) + G0(k, k0)M(k, Á0)G(k, k0). (8,1) 
Az ábrában a karikajel Feynman diagrammok egy csoportját jelenti. Iterálva az 
egyenletet 
iG >G„ iG„ iG0 IG0 
Innen látható, hogy egy járulékot akkor nem veszünk többszörösen figyelembe, 
ha —iM olyan diagrammokat jelent, melyek egy folytonos vonal kettévágásával 
nem esnek szét. Az itt szereplő ilyen diagrammokat irreducibilis vagy kompakt 
saját-energia diagrammoknak nevezzük. 
(8,l)-be helyettesítsük be G0 (6,9) alakját. Átrendezéssel: 
G(k, k0) = k0-Tk-M(k, k0) + iők' (8,2) 
amelynek (6,9)-cel való egybevetése mutatja, hogy M(k, k0) leírja a kölcsönhatás 
okozta módosulást a részecske terjedésében. M jelentését jól szemlélteti továbbá, 
ha a teljes energiát (4,20) és (8,2) felhasználásával a következőképpen írjuk [4]: 
Eo 
Q (2 лУ 
dk de M(K, E) G(k, e). (8, 3) 
Itt a második tag adja a kölcsön-
hatási energiát. (Az 1/2 tényező ab-
ból származik, hogy a részecskék 
páronként hatnak kölcsön.) 
Számítsuk ki példaként az ener-
giát a kölcsönhatásban első rendig. 
Az egy-részecske Green-függvény 
megfelelő Feynman-diagrammjait a 
2. ábra mutatja. Az ábrában feltün-
tettük az M diagrammokat is, me-
lyeknél a hullámos vonalak csak 
arra szolgálnak, hogy hordozzák a 
bemenő és kimenő energiát és im-
pulzust. 
a) 
b) 
c) 
к, K0 к, K0 
О 
и к 
К, К0 
к, к0 
к+ч 
кI К0 
2. ábra. A z e g y - r é s z e c s k e G r e e n - f ü g g v é n y és a 
s a j á t e n e r g i a zé rus és e l s ő r e n d ű F e y n m a n - g r á f j a i . 
a) s z a b a d t e r j edés , b) a h á t t é r á l t a l v a l ó e l ő r e 
s z ó r á s , с ) a h á t t é r á l t a l v a l ó k i c s e r é l ő d é s i s z ó r á s 
4 
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a) Szabad terjedés: 
G — G0; M = 0. 
b) A háttér által való eló're szórás: 
iG = —(i)2G0(k, k0)G0(k, k0) 
i 
( 2 л ) 3
V ( 0 ) ) 2 I R / K ' ( - « * • ) . 
ARI 
G = Gé(fc,Aro)»(0)e, 
M = r(O)0. 
cj A háttér által való kicserélődési szórás: 
/G = ( 0 2 Cg ( £ , L 0 ) J dq v ( q ) ) ( - nk+q), 
G = — Gq (k, k0) (2л)3 J 
9<KF 
dq V (q — k), 
M = — (2л)3 RFQI'(Q-K). 
q<kF 
M-t (8,2) és (8,3)-ba helyettesítve a Hartree —Fock-közelítést kapjuk: 
EqF 
Q (2л)4 dk de TK + d 1 
ahol a Hartree—Fock egy-részecske potenciál 
1 
Vk = v(0)g — (2л)3 dq v (q — k) 
q < k f 
es G"F(k, k0) = 
1 
ko-Tk-Vk + iôk ' 
, (8,4) 
(8, 5) 
(8, 6) 
Tanulságos ebben a közelítésben megvizsgálni a részecskék eloszlását a külön-
böző impulzusú állapotokban. (4,19) szerint: 
1, ha k-=zkF 
0, ha k>kF, 
CFoltfkW = ~ I deG»F(k, e) = 
tehát ugyanaz, mint a kölcsönhatás mentes rendszernél. Magasabb közelítésben 
G már nem valós és megváltozik az eloszlás is. Kimutatható azonban, hogy ha a 
perturbáció számítás alkalmazható, vagyis az ún. normál rendszereknél, az elosz-
lásnak a Fermi-impulzus helyén szakadása van (Migdal [11]). 
А о és к F k ö z ö t t i ö s s z e f ü g g é s ( 2 , l l ) - t ő l a s p i n m i a t t e g y ke t tes t é n y e z ő b e n k ü l ö n b ö z i k . 
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9. Kvázi-részecskék 
A G0 perturbálatlan egy-részecske Green-függvény (6,9) alatti alakját össze-
vetve az egy-részecske Green-függvény általánosan érvényes (4,16) spektrál elő-
állításával kitűnik, hogy a perturbálatlan g 0 spektrál függvény egyszerű Dirac ö: 
go * ' ) = <5 (*Ó - Tk + / 4 
ahol most p természetesen a kölcsönhatás nélküli rendszer kémiai potenciálja és 
egyenlő £fcF-fel. A triviális eredmények oka, hogy az а + ( т ) | Ф 0 ) és a b+(l)|Ф0) álla-
potok a H0 operátor sajátállapotai. 
Kölcsönhatás jelenlétében a spektrál függvény meglehetősen bonyolult lehet 
és viselkedését (4,14) szerint a (*FB |a+(k)|vF0) mátrixelemek határozzák meg. 
Az a + ( k ) | 4 ' 0 ) állapot nem sajátállapota az N+ 1 részecskéből álló rendszer Hamil-
ton operátorának, hanem egy energia tartományra kiterjedő ilyen állapotok szuper-
pozíciójából áll. Következésképp az állapot véges élettartamú és terjedése csillapí-
tott. A G ( r )(k, t)(t>0) — mint (4,6) után láttuk — éppen megadja az a+(k)j*P0> 
állapot valószínűségi amplitúdóját a t időpillanatban. Galitskij és Migdal [4] vizs-
gálták ennek viselkedését nagy pozitív időknél. A spektrál függvénnyel (4,15) szerint 
állítható elő. 
Tegyük fel, hogy g ( r ) (k , /c 0 ) alsó félsíkra való analitikus folytatásának szin-
gularitása, mely legközelebb van a valós tengelyhez, egyszerű pólus e = &k — p — iTk-
nál. Eltolva az integrálás vonalát a 3. ábra szerint az alsó félsíkra: 
G(r)(k. t) = - /e-'""' deg<rHk. e)e 
с 
Ha / » 0 , a valós tengellyel párhuzamos szakaszon vett integrál elhanyagol-
ható, így 
G ( r ) (k, t) = -icke-igk,e~rkt - i e | deg(r\k, é)e~ia. (9, 1) 
C" 
A második tag £ = 0 közelében az imaginárius tengely menti integrálból ered és 
a részletes vizsgálat mutatja, hogy, ha 
t elég nagy, elhanyagolható. Természe-
tesen t-t nem szabad olyan nagyra 
választani, hogy már a pólusból szár-
mazó első tag is elhanyagolhajóvá 
váljék. A két feltétel együttesen csak 
akkor elégíthető ki, ha a T t csillapo-
dás viszonylag kicsi. A kölcsönhatás 
mentes rendszernél (6,7) szerint csilla-
podás nélküli terjedést kapunk és 3• á b r " A z i n t e g r á l á s ú t j a a r e t a r d á l t G r e e n -
Sk = Tk, ha k>kF. (9,l)-ben csak az f ü g g v é n y s z á m í t á s á n á l 
első tagot meghagyva : 
© 
\ s J) Á"/" - 1 Гк 
G(r)(k, fi) = - i ^ j d t e - ' ^ * - ' - 1 ™ = 
' • T + T T Â V < 9 ' 2 > 
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A kölcsönhatást kikapcsolva ennek át kell mennie a (6,9) perturbálatlan Green-
függvénybe. Ez csak akkor lehetséges, ha k>kF. Tehát, amennyiben érvényesnek 
fogadjuk el a perturbáció számítást, azok a feltevések, amelyeknek alapján G(r)(k, e) 
fenti közelítő kifejezését kaptuk, csak a k > k F esetben teljesülhetnek. 
Ugyancsak a perturbáció számítás alapján lehet következtetni a Tfc csillapodás 
nagyságára. Az előző fejezet végén tárgyaltuk a Hartree—Fock közelítést, mely 
a kölcsönhatásban elsőrendű korrekciókat vesz figyelembe. (8,6) mutatja, hogy 
ebben a közelítésben F t = 0 és S'k = Tk+ Vk. Tehát, ha a kölcsönhatás nem erős, 
a csillapodás, mint másodrendű effektus, kicsi. 
Mindezen feltételek teljesülése mellett jogos és gyümölcsöző a kvázi-részecske 
fogalom bevezetése azt mondva, hogy az (m)j H^ Q) állapot 'egy S'm energiájú és 
Г,„ csillapodású kvázi-részecskét ír le. Ugyanilyen módon definiálhatjuk továbbá 
a b+ (1)| 4*0) állapotokkal a kvázi-lyukakat is. 
(9,2) és a (4,14) definíció felhasználásával: 
mely élesen kicsúcsosodik k0 = Sk — p közelében, ha Tt. kicsi. Amennyiben érvényes 
a kvázi-részecske kép, a valódi spektrál függvénynek (9,3) formájúnak kell lennie 
k0 = Sk — p közelében. 
A kvázi-részecske energiáját és élettartamát g ( r )(k, k0)-nak az e komplex sík 
alsó jobb oldali negyedébe való analitikus folytatásában a valós tengelyhez legköze-
lebb eső pólus adja. Ugyancsak a kvázi-részecske energiáját és élettartamát kap-
juk, ha G (r )(k, k0)-t a valós tengely k 0 > p szakaszáról analitikusan folytatjuk az 
alsó félsíkra és megkeressük a valós tengelyhez legközelebb eső pólust. 
G(k, e) (8,2) kifejezését vizsgálva látjuk, hogy azon a helyen kapunk pólust, 
ahol 
E = 
(9,4) 
ek = Tk + M(k, ek), 
ahol M(k, e) most M(k, k0) analitikus folytatása a valós tengely k0 szakaszáról 
az alsó félsíkra. 
A rendszer viselkedésére nézve döntő ezen egyenlet megoldása а к — kF határ-
esetben és normál rendszerről beszélünk, ha a határesetben a megoldás valós, és 
ekF = p. 
Ebből egyúttal következik, hogy a k0=p helyen G(k f , k0)-nak pólusa van. G(k, k0) 
(4,1 6) spektrál előállítása szerint ez csak akkor lehetséges, ha 
G(K F , 0) + 0 , 
vagyis (4,14)-ből 
(en)min 0, ha k ^ k F . 
Ez azt j elenti, hogy a gerjesztési spektrum nem tartalmaz energia-hézagot, ami fizikai-
lag ind okolja a normál rendszer elnevezést. 
Hu genholtz és Van Hove tói származik az a tétel, mely szerint, ha a perturbáció 
számítás alkalmazható, a rendszer normál [12,5]. Hugenholtz megmutatta, hogy 
Г
к
 a Fermi-felület közelében arányos lesz (k — A>)2-tel [13]. 
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Végül vizsgáljuk meg a kvázi-részek (lyukak) és a rendszer gerjesztési energiái 
közötti kapcsolatot. (9,1) és (4,7) egybevetéséből látszik, hogy a kvázi-részecske 
a stacionárius állapotok egy szűk energiasávú hullámcsomagja; az eddigi feltevé-
seink szerint az energia sáv kicsi a gerjesztési energiához képest. A gerjesztési ener-
giát megkapjuk, ha a kvázi részecske energiájából <?m-ből levonjuk a p kémiai poten-
ciált. Az utóbbi egyúttal a minimális kvázi-részecske energia és a maximális kvázi-
lyuk energia. A rendszernek ezenkívül léteznek olyan gerjesztett állapotai, melyek-
ben egy kvázi-részecske és egy kvázi-lyuk egyidejűleg van jelen és a gerjesztési energia: 
Sm-ßl {m>kF, Ыкг). 
Továbbá ennek természetes általánosításaként lesznek olyan gerjesztett állapotok, 
melyek a kvázi-részecskék (lyukak) egy sokaságával írhatók le. A kép addig tart-
ható fenn, amíg a kvázi-részecskék (lyukak) függetleneknek tekinthetó'k, a köztük 
levő kölcsönhatás kicsi. 
Előfordulnak azonban a rendszerben olyan gerjesztések is, amelyeknek ener-
giái nem írhatók le mint kvázi-részecskék (lyukak) energiáinak összege. Ilyen ún. 
kollektív gerjesztések a kölcsönhatás nélküli esetben nem létezhetnek és az energia 
spektrumuk a két-részecske Green-függvényből található meg. Anélkül, hogy ennek 
részleteibe bocsátkoznánk, példaként megemlítjük az elektron-gáz plazma-rezgé-
seit és a Fermi-folyadék zérus hangját. 
A gerjesztési energiák tanulmányozásánál megmutatkozik a Green-függvényes 
módszer nagy előnye: nem szükséges nagy pontossággal ismerni az alapállapot 
energiáját és levonni a gerjesztett állapot energiájából ahhoz, hogy megkapjuk a ger-
jesztési energiát. 
10. Fermion rendszerek taszító magos kölcsönhatással 
He3 atomokból álló ún. Fermi-folyadék elméleti vizsgálatát megnehezíti az 
a tény, hogy a He3 atomok közötti kölcsönhatás 2,5 Â-nél kisebb viszonylagos 
távolságnál olyan erősen taszító, hogy jól közelíthető egy végtelen nagy taszító 
maggal. Hasonló a helyzet a maganyagnál, a nukleonok közötti kölcsönhatás 
~ 0 , 4 - 1 0 _ 1 3 c m távolságon belül ugyancsak taszító maggal közelíthető. 
Ezen kölcsönhatásoknál a perturbáció számítás valamennyi rendű tagja külön-
külön divergál és értelmes eredményt csak úgy kapunk, ha a Feynman-diagrammok 
szelektált csoportját valamennyi rendig összegezzük. Ilyen eljárást először Brueckner 
alkalmazott.1 A Green-függvényes módszert használva a kis sűrűségű határesetre 
Galitskij [15, 8] végzett számítást, melyet röviden vázolunk. 
Galitskij megmutatta, hogy a kis sűrűségű határeset tárgyalásához a részecske-
párok közötti többszörös szóródást szükséges figyelembe venni. A lényeges tagok 
a legalacsonyabb rendben azok, amelyekben egy részecske-pár tagjai ismételten 
szóródnak egymáson, anélkül, hogy gerjesztenék vagy a folyamatba belekevernék 
a háttér részecskéket. Definiáljunk egy effektív kölcsönhatást a következő létra 
1
 A B r u e c k n e r - m ó d s z e r r é s z l e t e s t á r g y a l á s a és az i r o d a l m i u t a l á s o k m e g t a l á l h a t ó k : Brueck-
ner [14 ] . 
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gráfok összegezésével: 
-к'+г -к'Ч. ~кЧ -k+q -ki q 
-ko+to 
T 
-ko1-10 -ко* jo 
-koMo ~k'o+io 
+ 
JLk к°, к' 
k' к' 
к 1Г 
-k'+q -k+q 
-VVO 
+ 
ÁtJL-Т—J -krq 
-k'o*t0 ; 
I t 
-ко
 +to 
к'о_ J 
-
~~ к' ~ ~ к 
/(к, k ' ; q, q0) = r ( k - k ' ) + 
Integrálás után: 
/(k: 
dk"dk'fiik" -k) 1 (2л)4J " " - k ' b + q 0 - £ | „ - k " | + /<5|„-k-' 
/(к, k" ; q, q0) 
, k ' ; q, q0) = r ( k - k ' ) - ^ 5 
k">kF 
|k " + q| > kp 
(2 л)3 
d k „ r ( k " - k ) / ( k , k" , q, q0) +  
q0 — Tk" — T\k"+Q\-iô 
„ r(k" — k)/(k, k"; q,q0) 
(10,1) 
dk 
k" <kp 
|k " + q| <kp 
A / mátrix véges abban az esetben is, ha a kölcsönhatás taszító magos. Galitskij 
a fenti egyenlet megoldásánál úgy járt el, hogy a t mátrixot a szabad két-részecske 
szórás t mátrixával fejezte ki. A legalacsonyabb rendben 
t = 4na, 
ahol a az s hullámú szabad-részecske szórási hossz. 
Az M saját-energia /-ben legalacsonyabb rendig, töltés nélküli, spinnel rendel-
kező részecskéknél: 
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M(k, Á0) = j q, ?o)í 'Go(-k + q, - Á 0 + ?o) + 
+ J < M ? o ' ( k , q - k ; q, 0 o ) t G o ( - k + q , -k0+q0). 
А ? = 4ла közelítésben 
M = 2nga, 
ahol Q = kp/3n2 a részecske sűrűség.1 
A kvázi-részecske energia a (9,4) összefüggés alapján számítható. A fenti köze-
lítésben 
K 2 
<$k = У + 27100, 
Г * = О . 
Magasabb közelítéseket is figyelembe véve, a Fermi-szint közelében 
Tk = -k2Fa2(k-kF)2, k>kF. 
л 
Eredményünk összhangban van az eló'zó' fejezetben mondottakkal, mely szerint 
a kvázi-részecske energia imaginárius része к — kF határesetben eltűnik. Konkréten 
az imaginárius rész kF közelében (k — fcf)2-tel arányos és kimutatható, hogy ez a per-
turbáció számítás bármely rendű közelítéséig igaz. 
Látjuk, hogy a sorbafejtési paraméter a kis sűrűségű fermion gázra kFa. Eljá-
rásunk akkor jogos, ha 
kFa<sx 1, 
mely feltétel nem teljesül sem a He3 folyadékra, sem a maganyagra. 
A kvázi-részecskék energiájának ismeretében a teljes energia számítására hasz-
nálhatjuk a Hugenholtz—Van Hove tételt: 
Elemi számolással kapjuk, hogy 
Az így kapott eredmény megegyezik az egyéb módszerekkel kapottakkal. (Huang 
é s Yang, de Dominicis és Martin [16], Abrikoszov é s Khalatnikov [17]). 
Brueckner és munkatársainak módszere alkalmasnak bizonyult arra, hogy 
a tényleges Fermi-folyadékra és a maganyagra is nyerjenek eredményeket. Fel-
összegezték a magasabb rendű diagrammok egy szelektált sorozatát, hogy figye-
' ( 2 , l l ) - t ő l a s p i n m i a t t e g y k e t t e s t é n y e z ő b e n k ü l ö n b ö z i k . 
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lembe vegyék a két ütköző részecskére a háttér részecskék átlagos potenciálját. 
A módszer eredményeivel és hiányosságaival a következő fejezetben még részletesen 
foglalkozunk. 
A normál fermion rendszerekre Landau bevezette a fenomenologikus Fermi-
folyadék elméletet [18]. Kiindulásként feltételezi a Fermi —Dirac statisztikának eleget 
tevő kvázi-részecskék létezését és azután megmutatja, hogyan fejezhetők ki a rend-
szer különböző tulajdonságai viszonylag kis számú paraméterrel, melyek a tapasz-
talatból határozandók meg. Ez az elmélet a perturbációs közelítés kiegészítője 
és valószínűleg a leghasználhatóbb olyan rendszereknél, amelyeknél a perturbáció 
számítás szisztematikus alkalmazását nem várhatjuk. 
11. A „self-consistent field" 
Brueckner a perturbáció számítás olyan formáját használta, amelynél kinetikus 
energiaként a szabad Fermi-gáz kinetikus energiája szerepel [14]. A Green-függ-
vényes formalizmus és e közötti kapcsolatot (2,9)-ből kiindulva találhatjuk meg: 
(Klein é s Prange [2]) 
9 
AE = E0-W0 = | ^ < Ч , О ( . ? ' ) | Я 1 ( Л | Ч ' 0 ( Л ) . ( 1 1 , 1 ) 
О 
A kölcsönhatási energia várható értékét a g valódi csatolási állandónál (8,3) máso-
dik tagja adja, és ha M(g') és G(g')-vel jelöljük a g' csatolási állandóval számított 
mennyiségeket, nyilvánvalóan 
< T 0 ( g ' ) ^ 1 ( g ' ) | T o ( g ' ) > = - ' ' " 2 ^ 4 frfkJ deM(k, e; g')G(k, e; g') = 
С 
dxdx' M (x\ X'-, g')G(x'; x; g') = (11,2) 
í4í dxdx'M(x; x'; g ' )G(x'; x; g'), 
ahol bevezettük a (7,2) mintára vett Fourier-transzformáltakat. Az utolsó átalakí-
tásnál a szimmetria kedvéért a t idő szerint is integráltunk és hogy ezt kompenzál-
juk, osztottunk egy „nagy" т időintervallummal. 
(11,2) járulékait külső vonal nélküli összeláncolt Feyman-diagrammok alkot-
ják és ezek rendjét explicite jelölve: 
ahol 
dxdx' M (x; x'; g')G(x'; x; g') = 2 g'"&H\ (11,3) 
n = l 
C<"> = \dxldTÍ...dxndríC^(x1, ..., x„; r í , . . . , r í ) 
és a j elölés úgy értendő, hogy a kölcsönhatások az azonos indexű vesszőtlen és vesz-
szős hely koordináták különbségének függvényei. 
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Ezáltal ( l l , l ) -ben az и-ed rendű tagra nyerjük, hogy 
— , (11,4) 
Z T и 
Osszuk ( l l ,3)-ban az idő szerinti integrálások által definiált teljes « dimenziós 
tartományt n résztartományra oly módon, hogy rendre tu..., t„ idő legyen a leg-
későbbi. Vagyis osszuk az idők sorozatait n osztályba, amelyekben и — 1 idősor-
rend tetszőleges és egy legkésőbbi a kitüntetett. Ha a kitüntetett idő szerinti integ-
rálást hagyjuk utoljára, a transzlációs invariancia miatt, egy ettől független meny-
nyiséget kell integrálnunk és ez az integrálás kiejti (ll,4)-ben а т faktort. Rögzít-
hetjük is ezt az utolsó időpontot és vehetjük az időskála kezdetének. A diagrammok 
elemzéséből kiderül, hogy mind az n osztály (l l ,4)-hez azonos járulékot szolgáltat. 
Következésképpen választhatjuk a tx osztály járulékát és elhagyhatjuk az 1/« ténye-
zőt. ( l l , l ) -hez az и-ed rendű járulékot tehát úgy kapjuk, hogy megrajzoljuk mind-
azon gráfokat, melyek M(x; x') G(x' ; x)-hez járulnának hozzá, de a topológiailag 
ekvivalens torzításokat most azokra korlátozzuk, melyekben minden más koordi-
náta időrendben megelőzi x-et (melyet azonosítunk xx-gyel és tx = 0 - t veszünk). Az 
idő szerinti integrálások tehát — <*>-től O-ig terjednek. Ezen megszorításoknak meg-
felelően definiáljuk a áHt(x;x') és q{x ; x) mennyiségeket. Végül következik, hogy 
a perturbációs energia: 
A E = - \ i dr dr' J dt'S\l (r, 0 ; x') <2 (x' ; r, 0). ( 1 1 , 5 ) 
A definícióból leolvashatóan : 
(Ф0\Тф^(х)ф^(х')\Ф0)  q ( x , x ) - - i
 <фо|Хро> , (11,6) 
ahol a H index a Heisenberg-képet jelenti. 
Továbbá 
О 
q(x; x ' ) = G0(x; x')+ \ dt"dt"'dr"dr"'G0(x-, x")8H(x"; x " ' ) ( | ( x ' " ; x ) . (11, 7 ) 
Az előző fejezet t mátrixával analógiában vezessük be a SC mátrixot (Prange 
és Klein [19], Bell és Squires [9]). A létra gráfok felösszegzésénél azonban most vegyük 
figyelembe az egyes ütköző részecskéknek a háttérrel való kölcsönhatását : két ütkö-
zés között a részecskék terjedését nem G0, hanem q írja le. A q vonalakat a gráf-
ban vastag vonallal rajzolva, a következő gráfokat összegezzük: 
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Egyenletben 
3C(xi, xí ; x2, xi) = u(x2— x[)ô(xi-x2)ô(x[ — x'2)+ (11,8) 
0 
+ iu(x 1-XÍ) ) dt3dt'i \dT3dr'bq(xi,Xz)q(xux'3)Si(x3,x'3-,x2,X2). 
Az ám diagrammok Sf-ban első rendben: 
, К 
О 
*2 
'К 
X T X 2 
Tehát 
es 
SU 1 (xi ; x2) = I dt [dt 2 \dr[ dxí Щ (xí ; x2){-3t(xi, х[; x2, x2) + 
+ 5C(xi, x[ ; x'2,x2)) 
dxldx2dx[dx'2q(x2; R B 0 ) ^ ( X I ; x2) • 
(11,9) 
1 A £i = - dt2dt[dt2 
(11,10) 
•{-5C(ri, 0, x[; x2, x2) + Щ г ь 0, x[; xí, x2)}. 
(3 és Ж meghatározása bonyolult self-consistent eljárást kíván, ám^-t felvéve 
i|-t (Il,7)-tel számolhatjuk1 és 3£-t t|-bó'l (1 l,8)-cal. i|-t és í^C-t (1 l,9)-be helyettesítve 
általában olyan oUl^t kapunk, mely különbözik a kiinduláskor feltételezettől és 
az eljárást ezzel újrakezdjük. Az eljárást mindaddig kell folytatni, amíg — bizonyos 
hibahatáron belül — a feltételezett és a (ll,9)-ből kapott сЖ, megegyezik. 
Ezen módszer gyakorlatilag nem használható további közelítések nélkül. 
(4,6)-hoz hasonló módon bevezetjük a retardált és avanzsált (2 függvényt: 
ф'Чх;х')= 0(t-t')§(x;x'), 
qc)(x;x')=0(t'-t)§(x;x'). 
Ж-t helyettesítjük egy olyan E-val, melyet meghatározó egyenlet (l l ,8)-tól abban 
különbözik, hogy a közbenső állapotoknál a éj! -k helyett (^(r)-ket írunk. Szimbo-
likusan 
К = v + ivq^q^K. 
(ll,8)-cal egybevetve látható, hogy 
ЗС = K+iKq^q^3í, 
tehát első rendig SC-ban, K=3Í. 
H o g y ( l l , 7 ) - b e á l l l . - e t í r u n k , az t u l a j d o n k é p p e n ú j a b b k ö z e l í t é s . 
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A kis sűrűségű határesetben, amikor (íj-t G0-val helyettesítjük, К olyan létrák 
felösszegezésének felel meg, amelyeknél a közbenső állapotok mind részecske álla-
potok, hiszen (6,8) szerint csak k > k F impulzusú komponenseket tartalmaz. 
Ez az előző fejezetben felírt t mátrixnál azt jelentené, hogy (10,l)-ben elhagyjuk 
a jobb oldal második tagját, ami csak igen kis sűrűségeknél megengedhető. Megol-
datlan kérdés, hogy elhagyva a kis sűrűségű határesetet 3C-nak A-val való helyet-
tesítése mennyire jogos. 
К a Brueckner-féle reakció mátrix. A rövid hatótávolságú korreláció Brueck-
ner-féle elmélete a többszörös szórás elméletéből indult ki, majd a Rayleigh—Schrö-
dinger perturbáció számításra támaszkodott [14]. Az alapállapot energiájának ösz-
szeláncolt gráfokkal való kifejezését először — térelméleti módszerrel — Goldstone 
[10] bizonyította be teljes általánosságban. Goldstone eljárásában szereplő időren-
dezett gráfok használata a többtestproblémában igen elterjedt. A Green-függvényes 
technikával való összehasonlítás kedvéért a függelékben ismertetjük Goldstone mód-
szerét. 
A maganyagra a lepontosabb számítást Brueckner és Gammel végezték [20]. 
Az eddigieken kívül további közelítést jelentett pl. az energiahéjon kívüli terjedés 
kezelése. Az egy-részecske kötési energiájára nyert eredményük jól egyezik 
az atommagok tömegképlete térfogati tagja által megadott értékkel. Az összeha-
sonlításkor azonban nem szabad figyelmen kívül hagyni két tényt. A különböző 
tömegformulákban szereplő adatok között a térfogati energiában néhány MeV 
eltérés van. Másrészt a Brueckner—Gammel-féle számítás érzékeny a nukleonok 
közötti kölcsönhatás olyan részleteire, melyeket a szórási kísérletek nem határoz-
nak meg jól [21]. Pontosabban tehát úgy kell feltennünk a kérdést, hogy az elmé-
letnek ezen formája képes-e arra, hogy egy rögzített két-részecske kölcsönhatásból 
megbizhatóan értékelje ki a következményeket. A válasznál a problémák két cso-
portba sorolhatók. Az első, hogy az alkalmazott közelítések a tényleges fizikai rend-
szernél megengedhetők-e, melyet a korrekciós tagok kielégítő megbecslése dönt el. 
Az ezzel kapcsolatos problémákról az előzőekben részben volt szó, a részletekre 
vonatkozólag az irodalomra utalunk (1. pl. [9]). A másik, a perturbációs módszer 
lényegét érintő problémát a következő fejezetben tárgyaljuk. 
12. A szuprafolyékony állapot 
Az előző meggondolásainknál figyelmen kívül hagytuk azt a problémát, hogy 
a fellépő sorok konvergensek-e, ill. a kapott integrál egyenleteknek van-e nem-szin-
guláris megoldásuk. Ténylegesen a létra gráfok felösszegezésével nyert К mátrix-
ban például bármilyen gyenge vonzó kölcsönhatás esetén pólusok jelennek meg, me-
lyek ellentétes impulzusú részecskék Cooper-típusú kötött állapotainak felelnek meg 
a Fermi-felület közelében. A Cooper-típusú állapot energia-hézagot vezet be a rend-
szer gerjesztési spektrumába, vagyis a rendszer szuprafolyékonnyá válik. Kérdés, 
hogyan változik a helyzet, ha a kölcsönhatás nem tisztán vonzó, hanem — mint 
a Fermi-folyadéknál és a maganyagnál — kis távolságoknál erősen taszító. A szupra-
folyékony állapot létezése ilyenkor a kölcsönhatási potenciál konkrét alakjától 
függ (a taszító és vonzó rész hatótávolsága stb.) és a részletes vizsgálat szerint mind 
a Fermi-folyadéknál, mind a maganyagnál fellép. A Brueckner és Gammel által 
kapott véges eredmények a számításnál alkalmazott közelítéseknek tulajdoníthatók 
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(az energiahéjon kívüli terjedés kezelése, a hálózat durvasága a numerikus számí-
tásnál). A szuprafolyékony állapotra vezető korreláció viszont a rendszer kötési 
energiáját csak elhanyagolhatóan kis mértékben befolyásolja. így a kapott ered-
ményeket reálisaknak tekinthetjük, ha egy általánosabb elmélet ebben a közelí-
tésben lényegében csak annyi módosításra vezet, hogy a pólusokat kiküszöböli. 
A szupravezetés Bardeen, Cooper, Schrieffer elmélete [22], a Bogoljubov [23] 
vagy Valatin-féle [24] módszer a Fermi-folyadékra és a maganyagra nem alkal-
mazható minden további nélkül a taszító magos kölcsönhatás miatt. Ezen eljárások 
ugyanis a rövid hatótávolságú korrelációk szempontjából nem mennek túl a Hart-
ree—Fock közelítésen. Ezért a maganyag szuprafolyékony állapotának számításá-
nál felvettek egy olyan modell Hamilton-operátort, amelyben a potenciált vagy 
annak diagonális matrix elemeit helyettesítették a normál állapotra számított Brueck-
ner-féle К matrixxal1. Az eljárás nem konzekvens, hiszen a fentiek szerint az 
utóbbi éppen a szuprafolyékony állapot miatt válik használhatatlanná. A prob-
léma megoldásának egyik útja a perturbációs módszer elhagyása a rövid hatótá-
volságú korrelációnál is, a másik pedig a rövid és hosszú hatótávolságú korrelá-
ciók megfelelő együttes kezelése. 
Függelék 
A) A Goldstone-módszer. 
A Brueckner-féle „linked-cluster" kifejtés igazolására Goldstone alkalmazta 
először a Feynman-féle megfogalmazásban az időtől függő perturbáció számítást 
([10], 1. még [6], [9]). 
A 2. fejezet jelöléseit alkalmazva 
Яо!Фо)=Жо|Фо>, 
tf|T0>=£0|T0>, 
д p _ p
 w _ < Ф о 1 Я - Я 0 | У 0 ) _ ( Ф 0 | Я 1 1 1 У 0 ) 
° (ФоГ+о) ~ <Фо1^о> • 
A perturbációs energia (5,7) és (5,10) felhasználásával: 
о 
<Фо1 2 ~ г - I dtv..dtnT[Hí(0)Hl(fí)...Hí(tn)\\(I>o) 
ae = 
<Ф01 2 
0 
dtl...dtnT[H1(t1)...Hl(tn)] |Ф0> 
A számláló és a nevező Wick-tétel segítségével való kiértékelése egyaránt külső 
vonalakat nem tartalmazó Feynman-diagrammokhoz vezet. A széteső részeket tar-
talmazó számláló diagrammokat kiejti a nevező, ami ugyanúgy látható be, mint 
1
 A s z u p r a f o l y é k o n y á l l a p o t t á r g y a l á s a n e m c é l j a a j e l e n ö s s z e f o g l a l ó n a k ; a r é s z l e t e k r e és 
a z i r o d a l o m j e g y z é k r e n é z v e a [6 ] és [ 9 ] m u n k á k r a u t a l u n k . 
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a 7. fejezetben az egy-részecske Green-függvénynél. Tehát 
о 
AE = <Ф0| i t ^ l \dt1...dtnT[H1(0)H1(t1)...H1(O]\<I>0)c. (A, 1> 
n=o n\ j 
Könnyen belátható, hogy az itt, ill. a ( l l ,5)-ben szereplő diagrammok azonosak. 
Térjünk át impulzus reprezentációra. A Feynman-diagrammok adta járulé-
kokba helyettesítsük G0 (x ; л:')-ге a (6,8) szerinti szummát. A térkoordináták szerint 
kiintegrálhatunk és fennmaradnak а к szerinti összegezések. Most minden irányí-
tott vonalhoz az iG0(k, t)-1 rendeljük és a szaggatott kölcsönhatási vonalakhoz 
-г'-vel, ill. 1/2-del (a / = 0-nál rajzolt vonalra) szorzott következő mátrixelemet: 
<kík2 |u |k ,k 2> = I drdt'ut-(r)ut-(r')v(r-rjukl(r)uk2(r') = 
, " (A, 2) 
= - r ( k í - k i ) ó K r ( k í + k ^ - k i - k 2 ) , 
ahol uk—íl~'ö exp(/'kr) az f i térfogatra normált síkhullám és u(q)-t a (7,3) össze-
függés definiálja. 
Egy л-ed rendű összeláncolt diagrammban az impulzusmegmaradás kielégítése 
után n + 1 számú impulzusra való összegezés marad. Az összegezésről к szerinti 
integrálásra áttérve kapunk egyQ"+1 tényezőt. Az n számú kölcsönhatás ad Q -"-t, 
tehát a perturbációs energiához minden egyes összeláncolt gráf a térfogattal ará-
nyos járulékot szolgáltat. Az f i ->• °° határesetben fizikailag az egységnyi térfogatra 
vagy az egy részecskére vonatkoztatott véges energia érdekes. 
G0(k, t) (6,7) alakját behelyettesítve az idő szerinti integrálások elvégezhetők. 
(6,7)-ből látható, hogy egy n +1 kölcsönhatást tartalmazó diagramm n ! számú 
különböző járulékot ad, a tl...t„ idők lehetséges sorrendjeinek megfelelően. Cél-
szerű ezekhez a részekhez külön-külön diagrammokat rendelni. Ezért bevezetjük 
az idő-rendezett diagrammokat, melyekben — szemben a Feynman-diagrammok-
kal — a kölcsönhatások sorrendje rögzített. 
Feynman diagramm a következő hat idő-rendezett diagrammra bontható: 
i=i Iе-5; < = > 
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Az utolsó kettő az impulzusmegmaradás miatt zérus. (6,7)-ből világos, hogy egy 
balra irányított vonal részecske vonal (m =~kF), míg egy jobbra irányított lyuk vonal 
Vezessük be új változókként a következőket: tu t2 — tk, t3 —12 stb. melyek 
csak az exp[ — i(tr—tr_1)Dr] formában fordulnak elő, ahol Dr egyenlő az idő-ren-
dezett diagrammot tr és tr_k között függőlegesen metsző vonal által keresztezett 
lyuk vonalak kinetikus energiájának összege, kivonva belőle a részecske vonalak 
kinetikus energiájának összegét: 
/)
г
 = 1Г,-17-,„. 
Tehát minden egyes intervallum az időintegrálhoz a következő tényezővel 
járul hozzá: 
о 
j dte~iDt = 
Összefoglalva, egy idő-rendezett diagram AA-hez való járulékát a következő-
képpen számíthatjuk: 
1. Minden vertex egy <к:к2 |t>|k3k4) tényezőt ad, ahol kt ill. k2 a vertex 
alsó, ill. felső végpontját elhagyó vonalak impulzusa. 
2. Minden egyes vertexek közötti intervallumból kapunk egy D~l tényezőt. 
3. — 1 szorzó van: minden zárt hurokra és minden lyuk vonalra. 
4. 1/2 tényező. 
5. Végül ezen tényezők szorzatát összegezni kell, az impulzusmegmaradás 
teljesítése után, valamennyi független részecske és lyuk impulzusra, az előbbieknél 
kF-nél nagyobb, az utóbbiaknál Áf-nél kisebb értékekre. 
A továbbiakban szerepelni fog ilyen diagrammok egy-egy csoportjának vég-
telen rendig való felösszegezése. Ezek járuléka vizsgálatának szempontjából cél-
szerű a kiinduláskor bevezetni a V egy-részecske potenciált, melyet később úgy rög-
zítünk, hogy a legmegfelelőbben szolgáltassa a rendszer független-részecske modell-
jét. Legyen most 
Ho = Z(Tk+Vk)affV)a(k) = У екаЧк)а(к), 
к к 
hl = \ 2<kik2Mk3k4)a+(köaMk2)«(k4)«(k3)-2 Kt«+(k)a(k), z
 kik2 к  
k3k„ 
h = 
|Ф0) az új /70-nak változatlanul sajátállapota. A perturbációban fellépő új 
elemet a diagrammokban szaggatott függőleges vonallal reprezentáljuk, az egyik 
végénél egy belépő és egy kilépő fermion vonallal: 
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A szabályainkat ki kell egészíteni: vertexrészt adhat most — Vk is; az elsőrendű 
V diagrammban 
Ô 
n e m lép fel a 4. szabály 1/2 tényezője. Az impulzus megmaradás miatt ez az egyetlen 
n e m zérus járu lékot adó olyan diagramm, amelyik í = 0-nál V vertexet tartalmaz. 
B) A Hatree — Fock közelítés: 
V-t legegyszerűbben úgy választhatjuk, hogy számításba vegye a passzív, ger-
jesztetlen részecskékkel való kölcsönhatást: 
Vk = 2 № l V|kl) — (kl | » |lk)]. ( B , l ) 
így a 
g rá f részek kiejtik egymást. 
Pl. 
kiejti a következőket (ha I-re összegezünk): 
A definíció biztosítja a V kölcsönhatás és a passzív gerjesztetlen részecskékkel 
való kölcsönhatások teljes eltűnését valamennyi diagrammból, kivéve az első ren-
dűeket. 
О 
a> í b) 
0 
5 Fiz ikai Fo lyó i ra t X I / 3 
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Az első rendű diagrammok járuléka: 
a) j z < H > | H ' > , 
2 1,1 
b) — 1 - 2 < и ' М П > , ' 
1
 1,1' 
c) - 2 vt. 
v (в, 1) definícióját figyelembe véve: 
Z 1 
Továbbá most (A, 3) szerint 
Щ = 2 ( t , + v,), 
tehát 
e0 = w0 + ae = 2 ? ) + H 
mely, tekintettel (A, 2)-re, azonos (8,4)-gyel. 
C) A Brueckner közelítés: 
Ha a kölcsönhatás rendelkezik taszí tó törzzsel, nyilvánvalóan lehetetlen K-t 
a Hartree—Fock módszer szerint választani, minthogy a taszító törzs v má t r ix ele-
meihez nagy járulékot ad . Vezessük be a ÁT effektív kölcsönhatást létra g rá fok fel-
összegezésével : 
к, к, к, к, 
~ u r 
kj к 
к, ки к2 к. 
+ ••• = 
к, к. к, т. 
к, к к. т2 к 
Egyenletben: 
ahol 
<к 1к 2 |А|к 3к 4) = <к1к2Мк3к4> + 2 
mi m2 
_<k
 tk2 |u |m j m 2 ) ( m i m 2 i £ i k 3 k 4 )  
eki+ekA-emi-emi-ôe 
ek=Tk + Vk 
és az összegezés csak részecske vonalakra ter jed ki ( m u tn2 > k F ) . Ha a létra gráf egy 
nagyobb gráf részeként fordul elő, <5e a közbenső állapot teljes gerjesztési energiája 
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a kölcsönhatás kezdeténél, öe zérus akkor lehet, ha a gráf többi része nem ad járu-
lékot és k3 , k 4 lyuk vonal. A kölcsönhatások sorozata csak akkor alkot létrát, ha 
nincs más kölcsönhatás a gráf egyéb részeiben a sorozat első és utolsó tagja között . 
Csak a létrákat nem tartalmazó gráfokat tartsuk meg és — hogy valamennyi 
eredeti gráfot számításba vegyünk — helyettesítsük ezekben a v mátrix elemeket 
K(ôe) mátrix elemekkel. Például 
V úgy definiálható, hogy kiejtse а К kölcsönhatásokat a passzív gerjesztetlen 
állapotokkal, azaz úgy, mint a Hatree—Fock módszernél, csak (В, l)-ben u-t K-
val helyettesítve. A kiejtés azonban most nem lehet teljes, mert К függ óe-től és 
a legjobb, ami t tehetünk, hogy ôe számára valamilyen átlagértéket választunk. 
A Har t ree —Fock energiakifejezést ÁT-ban első rendig a következővel helyet-
tesíthetjük: 
eo = 2 t i + \ 2 [<U'|Á(0) |U'> —<H'jAT(0) |1'1>]. 
i i,i 
V,-t fF 0 -ban kiejti a 
X 
I 1 
Q 
gráf által a d o t t tag, bármi is V definíciója. E0 második tagja csak akkor egyenlő 
l/2 2 ^ r l e l , ha V,-t K(0)-ból származtatjuk, 
i 
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A LABORATÓRIUMBÓL 
Sr40 FORRÁS KÉSZÍTÉSI ELJÁRÁS VÉGABLAKOS 
GM-CSÖVES KÉSZÜLÉK FELOLDÁSI IDEJÉNEK 
MEGHATÁROZÁSÁHOZ AZ „ARÁNYOS FORRÁSOK" 
MÓDSZERÉNEK ALKALMAZÁSÁNÁL* 
Ú J H E L Y I C S A B A 
M T A A t o m m a g K u t a t ó I n t é z e t e , D e b r e c e n 
K i d o l g o z t u n k e g y f o r r á s k é s z í t é s i e l j á r á s t , a m e l y n e k s e g í t s é g é v e l o l y a n a z o n o s 
g e o m e t r i á j ú S r C O j - b ó l á l l ó p r e p a r á t u m o k a t l e h e t k é s z í t e n i , a m e l y e k a k t i v i t á s - a r á n y a 
0 1 % , - n á l p o n t o s a b b a n i s m e r t . A g e o m e t r i a i a z o n o s s á g o t — k ö z e l a z o n o s a k t i v i -
t á s ú f o r r á s o k e s e t é b e n — a k t i v i t á s m é r é s s e l e l l e n ő r i z t ü k és r e á l i s e l t é r é s t a t ö m e g -
m é r é s b ő l s z á m í t o t t a k t i v i t á s a r á n y t ó l n e m t u d t u n k k i m u t a t n i . A f e l o l d á s i i d ő 
m e g h a t á r o z á s i b i z o n y t a l a n s á g g á n a k j e l l e m z é s é r e m é r é s i e r e d m é n y e k e t k ö z ö l t ü n k . 
A feloldási időnek az „arányos források" módszerével [1] végzett meghatá-
rozásánál az elkészített források aktivitásarányát legpontosabban tömegméréssel 
nyerhetjük. (Az elkészített forrásoknak pontosan azonos geometriájúaknak kell 
lenni.) Egy megfelelően gyorsan bomló forrás alkalmazása esetén [1] egy forrásra van 
szükség, viszont pontosan kell ismerni a felezési időt, amelynek meghatározási 
pontossága jóval kisebb, mint a tömegmérésé. Ugyanez a megállapítás vonatkozik 
a [2] alatt idézett szerzők eljárására, akik egy forrást alkalmaznak és az aktivitást 
szűrővel, ill. szűrő nélkül mérik. Ebből az aktivitás csökkenésből számolják ki a fel-
oldási időt, miután az abszorpciós arányt olyan alacsony aktivitások alkalmazá-
sánál meghatározták, ahol a feloldási idő elhanyagolható. Az utóbbi két módszer-
nek tehát nagy előnye, hogy egy forrás szükséges, de hátránya, hogy a feloldási 
idő meghatározásához szükséges valódi aktivitásarány megállapításához radioaktív 
mérésre támaszkodik. Az először említett módszer hátránya, hogy munkaigényes 
a források elkészítése és az azonos geometria biztosítása, de előnye, hogy nagyon 
pontos valódi aktivitásarányokat kapunk a tömegméréssel. Ennél az eljárásnál fő 
hibaforrás lehet a források geometria-különbözősége. Ezért kidolgoztunk egy olyan 
forráskészítési eljárást, amellyel gyakorlatilag azonos geometriájú forrásokat tudunk 
készíteni. 
Forráskészítési eljárás 
A Sr9 0 törzsoldat 0,1 N volt HCl-ra és 1 g-ja kb. 0,01 gC Sr90-et tartalmazott, 
0,1 mg SrCOj-nak megfelelő SrCl2 hordozóval. Az aktív oldatból mérlegeléssel 
pontosan kimértünk 1—2, 10, 20 és 40 g körüli mennyiségeket főzőpoharakba, 
amelyek pontosan azonos mennyiségű SrCl2 oldatokat (kb. 0,8 g SrCOj-nak meg-
felelő SrCl2-ot) tartalmaztak. Ezután a főzőpoharakban levő oldatokat a Sr9 0 törzs-
* É r k e z e t t 1 9 6 2 . X I . 8 . 
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oldat összetételével megegyező összetételű, de inaktív oldattal azonos térfogatra 
kiegészítettük. Semlegesítés után (kb. 12 N NH 4 OH-dal ) 5 ml kb. 2 N ( N H 4 ) 2 C 0 3 
oldattal (amely kb. 2 N NH 4 OH-ra) a lecsapást 60—80 C°-on elvégeztük. A csapadé-
kokat 1—2 óra állás után M N Düren Nr. 640dd 
szűrőpapíron szűrtük és kb. 4 x 5 ml kb. 
0,1 N NH 4 OH-da l mostuk. A csapadékokat a 
szűrőpapír elszenesedése után kb. 20 percig 
gyengén izzítottuk. Az így nyert pontosan 
egyenlő tömegű és teljesen azonos körülmények 
között előállított preparátumokat az 1. ábrán 
vázolt forrástartóba vittük, ahol egyenletes 
rétegvastagságban polírozott végű plexiüveg-
rúddal lepréseltük. Ezután lecsavartuk a for-
rástartó felső részét és az aktív S r C 0 3 port azo-
nos vastagságú celluloid (12,35 ± 0 , 0 6 mg/cm2) 
korongokkal befedtük és a korongokat a tartó felső részének visszacsavarásával 
lerögzítettük. 
Ennél a forráskészítési eljárásnál használt rétegvastagság (207,6 mg SrC0 3 / cm 2 ) 
további növelése még inkább biztosítaná, hogy az aktivitásmérésben a rétegvastag-
ság egyenletességében fennálló bizonytalanság hatása teljesen elhanyagolható legyen. 
A Sr 9 0 törzsoldat fajlagos aktivitásának (kb. 0,01 pC/g) csökkentése pedig az akti-
vitásarány pontosságát növeli a nagyobb kezdeti oldatmennyiségek kimérése követ-
keztében. 
A források geometriai azonosságának vizsgálata 
22 
m % z b 
m1 25 
« 
— i  
te 
liil.J 
J 1 ч 
01 26.6 ÇH—L 
^Sárgaréz ! 
1. ábra. Fo r rás ta r tó 
A 2. ábrán látható geometriai elrendezésben mértünk [3]. A forrásnak a vég-
ablakhoz történő közelítésekor fellépő impulzusszám százalékos növekedését az 1. 
táblázatban* tüntettük fel. ( A szűrő nélkül mért (AX — A0)/A0 érték növekedése 
1. T Á B L Á Z A T 
A 2 . á b r á n a k m e g f e l e l ő g e o m e t r i a i 
e l r e n d e z é s b e n a f o r r á s n a k a G M - c s ő 
v é g a b l a k á h o z t ö r t é n ő k ö z e l í t é s e k o r 
m é r t a k t i v i t á s n ö v e k e d é s ( A . v — A 0 / A 0 ) 
a t á v o l s á g f ü g g v é n y é b e n (x a f o r r á s 
a l á h e l y e z e t t k o r o n g v a s t a g s á g a 
m m - b e n ) 
Szűrő 
x 
(mm) 
A x
~
A
° 100% 
Ao 
n 
8 6 
0 , 0 0 0 , 0 0 
0 , 2 0 0 , 9 + 0 , 5 3 6 
m g A 1 
1 ,00 6 , 9 + 1,1 5 
c m 2 
2 , 1 5 1 5 , 4 + 0 , 6 5 
-
0 , 2 0 1,5 + 0 , 3 18 
2. T Á B L Á Z A T 
K é t f o r r á s g e o m e t r i a i a z o n o s s á g á n a k v i z s g á l a t a 
a t ö m e g m é r é s b ő l s z á m í t o t t a k t i v i t á s a r á n y G M - c s ö v e s 
e l l e n ő r z é s é n e k s e g í t s é g é v e l 
A k t i v i t á s a r á n y 
tömegmérésbő l a k t i v i t á s m é r é s b ő l 
s z ű r ő 
8 6 m g A l / c m 2 
-
1 ,2504 
= 0 , 9 2 0 7 
1 , 3 5 8 1 0 , 9 1 9 4 + 0 , 9 1 8 3 + 
0 , 0 0 2 2 ( я = 7 2 ) 0 , 0 0 2 4 (л = 4 4 ) 
* A m é r é s e k s z ó r á s á t m i n d e n e s e t b e n [ H A i / n i n - l ) ] ^ 2 a l a p j á n s z á m o l t u k . 
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a szűrővel mérthez képest reális, mert a GM-csőbe csak a (kb. 2,8 mm vastag) S r C 0 3 
felső rétegéből jutnak be a Sr 9 0 0,54 MeV-es beta-részecskéi. A 86 mg Al/cm2 szűrő 
0,62±0,01-szeresére csökkenti a szűrő nélkül mért aktivitást és a GM-cső ablak-
vastagságával együtt ma jdnem teljesen kiszűri a Sr90 beta-sugárzását. Az 1. táblá-
zat adataiból kitűnik, hogyha a források fenékvastagságának különbözősége 0,01 mm 
körül van, akkor ez már a források összehasonlításában elhanyagolható hibát okoz. 
[''•'wivtw* 
Üveggyöngy 
G M- cso végablak (0.1mm а!) 
Szú ró tartó— 
Forrastartószán 
2. ábra. A f o r r á s és a v é g a b l a k o s G M - c s ő g e o m e t r i a i e l r e n d e z é s e 
3. T Á B L Á Z A T 
A S r 9 0 ( + Y 9 0 ) f o r r á s o k f e l h a s z n á l á s á v a l m é r t f e l o l d á s i i d ő k 
Források Aktivitások átlaga Valódi* Mért Aktivitás 
veszteség 
%-ban 
Feloldási idő 
jelzése (imp. p. m. ) 
aktivitásarány 
(gsec) 
5; 6 42678 
10,603 
9,653 
±0 ,025 8,96 
139 
1 ; 2 4421 (/i = 30) ± 4 
III 68369 
17,824 
15,08 
± 0 , 1 2 15,4 
143 
1 ; 2 4543 (и = 6) ± 6 
III 68369 
29,327 
25,03 
± 0 , 1 5 14,7 
133 
I; II 2735 ( и = 6 ) ± 5 
* A h i b a k i s e b b , m i n t 0 , 1 % . 
2 4 8 ÚJHELYI CS. : Sr«o FORRÁS KÉSZÍTÉSI ELJÁRÁS 
A 2. táblázatban tüntettük fel két forrás aktivitásarány vizsgálatának nagyszámú 
mérésből kapo t t eredményeit. (A mérési idő 2—3 perc volt 5—8-103 impulzus 
leszámolása mellett.) Az egyezés a tömegmérésből számított értékkel nagyon jónak 
mondható. 
Mérési eredmények 
Egy 64-es scaling egységre kapcsolt végablakos (28 mg Al/cm2) GM-csővel 
(belső méret: 25 m m X 5 0 mm, szálhosszúság: 35 mm) 1140 V munkaponton (mun-
kaellenállás: 5 Mfi) végzett feloldási idő meghatározások eredményeit a 3. táblázat 
tartalmazza. A táblázatban közölt feloldási időket n 0 = n / ( l — n x ) összefüggés alap-
ján [4] közelítéses eljárással számoltuk ki. 
K Ö S Z Ö N E T N Y I L V Á N Í T Á S 
K ö s z ö n e t e m e t f e j e z e m k i d r . Szalay S á n d o r i n t é z e t i i g a z g a t ó n a k , a k i a f e n t i m u n k a e l v é g -
zésé t l e h e t ő v é t e t t e , Újhelyi C s a b á n é n a k a k í s é r l e t i m u n k á b a n és a s z á m í t á s o k b a n n y ú j t o t t s e g í t -
ségéé r t , t o v á b b á Molnár E r z s é b e t n e k a G M - c s ő k é s z í t é s é é r t . 
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A KLASSZIKUS IRODALOMBÓL 
MEGJEGYZÉSEK A SZUPRAVEZETÉS ELMÉLETÉRŐL 
J. G . V A L A T I N * 
B a r d e e n , C o o p e r és S c h r i e f T e r ú j e l m é l e t é n e k n é h á n y a l a p g o n d o l a t á t f e j e z t ü k 
k i á t t e k i n t h e t ő b b m ó d o n . Ú j k o l l e k t í v f e r m i o n v á l t o z ó k a t v e z e t t ü n k b e , a m e l y e k 
e l e k t r o n o k k e l t ő és e l t ü n t e t ő o p e r á t o r a i n a k l i n e á r i s k o m b i n á c i ó i é s e l e m i g e r j e s z -
t é s e k e t í r n a k l e . A g e r j e s z t e t t á l l a p o t o k e z á l t a l e g y s z e r ű e n o s z t á l y o z h a t ó k és a s z á -
m í t á s o k j e l e n t ő s e n l e e g y s z e r ű s ö d n e k . A g e r j e s z t é s i s p e k t r u m s z e r k e z e t é t v i z s g á l -
t u k o l y m ó d o n , h o g y a k ö l c s ö n h a t á s i p o t e n c i á l m á t r i x e l e m é t n e m t e k i n t e t t ü k a z o n -
n a l á l l a n d ó n a k , és ú j ö s s z e f ü g g é s e k e t és e g y e n l e t e k e t v e z e t t ü n k le . A h ő m é r s é k l e t -
f ü g g ő p r o b l é m á t e g y s t a t i s z t i k u s o p e r á t o r s e g í t s é g é v e l í r t u k le és m e g á l l a p í t o t t u k , 
m i l y e n v i s z o n y b a n á l l ez a z u t ó b b i a n a g y k a n o n i k u s s o k a s á g o p e r á t o r á v a l . Ú j e g y -
s z e r ű ö s s z e f ü g é s e k e t k a p t u n k a k o r r e l á c i ó s f ü g g v é n y r e v o n a t k o z ó a n . 
I. Bevezetés 
Bardeen, Cooper és Schrieffer egy nemrég megjelent dolgozatukban [1] új köze-
lítést dolgoztak ki a szupravezetés elméletére vonatkozóan. Modellükben az elekt-
ronok közt egyszerű vonzó kéttest-kölcsönhatást tételeznek fel, amely a fonon-téren 
át végbemenő kölcsönhatások és a leárnyékolt Coulomb-kölcsönhatások együttes 
hatását fejezi ki. A modell jó kvalitatív egyezést ad a szupravezetők termodinamikai 
és elektromágneses tulajdonságaira vonatkozóan. 
Ennek a dolgozatnak az a célja, hogy az új elmélet fogalmi hátterét leegyszerű-
sítsük és világosabban lássuk az elméletben található elgondolások lényegét. Javított 
matematikai módszereket vezettünk be, amelyek egyszerű fizikai fogalmakkal van-
nak kapcsolatban és ily módon néhány új egyszerű összefüggést vezettünk le. 
A következőkben nem foglalkozunk azzal az igen fontos problémával, hogy 
a fonon-kölcsönhatásból miképpen lehet megkapni a kéttest erőket. A kiindulási 
pont az lesz, hogy egy olyan Hamilton operátort tekintünk, amelyik kéttest erőket 
tartalmaz. Meg fogjuk mutatni, hogy a Bardeen, Cooper és Schrieffer által bevezetett 
próba-alapállapotvektor, amely azt fejezi ki, hogy az ellentétes spinű részecskék 
között hosszúhatótávolságú korreláció van, természetes módon összefüggésben 
van új kollektív fermion változókkal, amelyek a gerjesztett állapotok egyszerű le-
írását teszik lehetővé. A számítások jelentősen leegyszerűsödnek az új változók 
bevezetésével és remélhető, hogy segítségükkel az elmélet tovább fejleszthető lesz. 
Következő lépésként a gerjesztési spektrum szerkezetét fogjuk vizsgálni oly 
módon, hogy a Hamilton-operátort az új változók segítségével fejezzük ki. N e m 
foglalkozunk itt azzal, hogy milyen hibát jelent a Hamilton-operátor nemdiagonális 
részének az elhanyagolása. A kapott új kifejezések szintén egyszerűbbé teszik a prob-
léma matematikai megfogalmazását. Különböző összefüggéseket állapítunk meg, 
még mielőtt a kölcsönhatás mátrixelemét egy átlagértékkel tennénk egyenlővé. 
* N u o v o C i m e n t o , 7 , 8 4 3 ( 1 9 5 8 ) . 
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Ez sokkal j obban kiemeli az elméletnek azokat a vonásait, melyek függetlenek a mát-
rixelem állandó voltának a feltételezésétől. Sokkal általánosabb kölcsönhatások 
vizsgálatára ál talános egyenleteket vezetünk le. 
A hőmérsékletfüggő jelenség leírására Bardeen, Cooper és Schrieffer egy variá-
ciós feladatot állított fel, melyben két független függvényt kell variálni. Az egyik 
az elemi gerjesztéseket írja le, a másik ezeknek a gerjesztéseknek a statisztikusán 
független eloszlását. A problémát egy statisztikus operátor segítségével ír juk le és 
megmutatjuk, hogy az operátor úgy tekinthető, mint a nagy sokaság statisztikus 
operátorának egy próba közelítése. 
Végül egyszerű kifejezéseket fogunk kapni a korrelációs függvényekre, ame-
lyek az elmélet összefüggéseit áttekinthetőbbé teszik. 
Az elmélet 
Hamilton operá tora a 
Bloch energia és egy 
2. Kollektív fermion változók 
H=T+V ( l a ) 
T = E0 + 2 ckakaa^, ( lő) 
k,a 
e 0 = - 2 z £ k ( l e ) k<kF 
V = - — vkk'ak,aaq-k,a'aq-k\a'at\a (laf) Z k.k'.ii 
nem lokális kéttest kölcsönhatási energia összege. Egy к impulzusét Bloch elektron 
в
к
 energiája a Fermi nívótól van számítva. А о index a t ill. | spin irányokat jelöli. 
A x indexet а к momentum és a a spin együttes jelölésére használjuk. Ebben az 
esetben — x az ellentétes impulzusú és ellentétes spinű állapotot jelöli. A keltő ope-
rá torokat a„-val jelöljük, az e l tüntető operátorokat aj-gal. (Ez összhangban van 
Dirac jelölésével [2] és ezeknek az operátoroknak a geometriai interpolációjával [3], 
a csillag nélküli mennyiségek egységvektorokat reprezentálnak, míg a csillag a duá-
lis alapvektorok jelölésére van fenntartva.) Célszerű lesz egy olyan állapotvektort, 
aho l a xí,x2...,xj, egyrészecske állapotokban vannak elektronok, a y r . .aX J -ve 1 
jelölni, és egységgel helyettesíteni a | 0 ) állapotot, amelyben nincs jelen részecske. 
Bardeen, Cooper és Schrieffer próba-alapállapotvektora kommutáló tényezők 
szorzataként í rha tó a következő alakban: 
ahol 
gkt = g-kt = gx = -gkí = -g-ki. (2 b) 
Ez meghatározatlan részecskeszámnak felel meg, azonban a részecskeszámeloszlás 
valószínűségének éles maximuma van gy tényleges értékeire. Egy ilyen állapotvek-
tor választása azért célszerű, mert kihasználjuk annak az előnyét, hogy az ( la , b, d) 
Hamil ton operátor minden részecskeszám mellett érvényes és a probléma kvantum-
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elméleti egyenletei függetlenek az N = Z o « d t részecske-számoperátor sajátértékétől. 
X 
A (2я) állapot projekciós operátora úgy tekinthető, mint a nagy sokaság statisz-
tikus operátorának egy próbaközelítése a T = 0 hőmérsékletű határesetben. 
Az alapállapotvektorokat és az operátorokat egy vonással elválasztva, ami 
célszerűnek látszik, a következő egyenletek ál lanak fenn 
a*\axax. = ay/, я * | 1 = 0 vagy ax\l = ax. 
Ezeket figyelembe véve a következő egyszerű összefüggéseket kapjuk 
1(1 +gyßy.a-x) = g*a_x, (2c) 
a-M\(l+gxaxa-J = (2d) 
Ennek megfelelően igen ésszerű bevezetni а következő új változókat: 
~ ( l + l f x | 2 ) , / 2 ' ( 1 + l ^ x l 2 ) ' ( ; 
mivel (2я, c, t/)-ből azonnal látható, hogy 
£|Фх=о (3 b) 
minden х-та. ax, af antikommutációs összefüggéseiből (Зя) segítségével azt kapjuk, 
hogy 
= = o, (3c) 
А (Зя) egyenletek egy kanonikus transzformációt jelentenek és a 
szorzatok az állapotvektorok teljes ortonormált rendszerét ad ják . 
A 
£ | ' s x — У . „ / 4 Л 
= ( 4 û ) 
г: к I ^ ffx^x^—х ^х & — x S у. (АИ\ 
ç
"
ç
-"\l + \gK\2yi> - (1 + \gx\*yi> i ; 
összefüggésekből látható, hogy a 
£
Х
Ф0 és £ Х £- Х Ф 0 
állapotok a Bardeen, Cooper és Schriejfer féle gerjesztett ál lapotok „egyrészecske" 
vagy „valódi p á r " gerjesztések esetén. Ugyanolyan állapotban fordulnak elő itt 
és a £xi---fxj®o szorzatok rendszere a gerjesztett állapotú rendszer természetes leírá-
sát adja. Amint az (4«)-ból látható, noha а <%Ф0 állapot egy explicit ax részecske 
keltő operátor tényezőt tartalmaz, ugyanakkor Ф0-Ьо1 hiányzik egy „virtuális p á r " 
faktor (1 + \gx\2)"'/2 (1 +gyayax). A Çx alkalmazása а Ф0-га valamennyi részecske 
kollektív gerjesztésének felel meg; Çx egy elemi gerjesztést vagy egy „kvázi-részecskét" 
kelt, melynek fermion tulajdonságai vannak.* 
* H a s o n l ó f o n o n - v á l t o z ó k a t v e z e t e t t be B o s e - r e n d s z e r r e Bogoljubov [ 4 ] 1947 -ben . M i k ö z -
b e n ezt a c i k k e t í r t a m , Bogoljubov e g y ú j c i k k é n e k a p r e p r i n t j e é r k e z e t t m e g , a m e l y b e n l é n y e g i l e g 
az i t t e n i h e z h a s o n l ó f e r m i o n v á l t o z ó k a t veze te t t b e k ö l c s ö n h a t ó e l e k t r o n r e n d s z e r v i z s g á l a t á r a . 
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(Зя) alapján írhatjuk, hogy 
"X ~ / 1 j I „ 1 2 Л 1 / , ' W 
" ( l + l ^ l 2 ) 1 ' 2 ' (1 + lgJ 2 ) ' ' 2 ' 
és minden operátor, amely ay, aí-gal fejezhető ki, áttranszformálható egy, a £ x , <jjî 
kollektív változóktól függő kifejezésre. Oly módon rendezve az együtthatókat, hogy 
minden tagban a keltő operátorok a eltüntető operátoroktól balra álljanak, 
a kifejezésben az állandó tag az operátor várható értékét jelenti аФ 0 alapállapotban. 
A y. állapotban levő 
n* = axa* (6a) 
részecskeszámra a következő kifejezés adódik : 
n
"
=
 ж ж '
 (6/,) 
Az alapállapot várható értéke 
hx = hx (6c) 
megkapható, ha Ç*LXÇ-X szerint rendezzük a tagokat és 
Ы
2  
1 + 1 gx к = ,
 lgri2|2 (6d) 
adódik. 
(2A)-ből megállapíthatjuk, hogy 
hkt = hí = A-jfct = A-ici = hk. (6é) 
Valós gk-ra ez azt jelenti, hogy 
№ = 7 Г П ? Ж . = 1 0 + Ы 2 ) 1 ' 2 ' v 4 7 (1 + Ы 2 Ж 
j ^ ^ - p - . (6/) 
Innen megállapíthatjuk az összefüggéseket a Bardeen Cooper és Schrieffer eredmé-
nyeivel. 
(6b) kifejezése tar talmaz egy Çx!;-x és egy f t t a g o t , amelyeknek zérus 
a várható értékük egy {„,... állapotban. A maradék tagok a következő alak-
ban írhatók 
(nx)о = (1 - K ) Nx + A„(l - A L J , (6g) 
ahol 
Ny=LC ( 6 / 0 
а л állapotban az elemi gerjesztések számát jelenti. 
Hasonló módon (5) behelyettesítése az axa-x és atxapárkeltő és párel tüntető 
operátorok diagonális részére a következőt adja. 
(axa.x)0 = X*0-Nx-N_x\ (la) 
(at.у at )o = Ж - Ny - N.y), (1b) 
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ahol 
А B = egyrészecske ope rá to r (5) segítségével olyan a lak ra hoz-
X, X.' 
ható, amelyből а £,-<!>0 állapotok köz t i mátrixelemek, melyek Bardeen, Cooper 
és Schrieffer cikkének egy fejezetében tabellázva vannak , azonnal leolvashatók. 
3. A gerjesztési spektrum szerkezete 
Az ( l a , b,c,d) Hamil ton-operá tor (5) segítségével ké t részre vá lasz tha tó 
H=H0 + HX, (8a) 
ahol Hx vá rha tó értéke zérus lesz Ф 0 ál lapotok esetén, melyek H0 sajátálla-
potai . A H0 diagonális operátor a köve tkező alakban í rha tó : 
h0 = e0 + 2 «*(0о + i 2 Mo 2 vttíoо - (8b) 
к,(т ^ k'a' ka 
-4- 2 + 4 2 Ekk'(akaa_ki_a)0(atk..aak.a)0, 
4 kk'tr 2. kk'a 
ahol (nx)о és (a„a_„)0, ( û -* ' , a'-j* (6g) és (7a, b)-ben vannak megadva. H0 alakja 
eszerint a következő lesz 
Ho=W0 + 2 £ Д + 2 Vm.NxN„ (8c) 
tt кфх' 
ahol JV0, az alapállapot várható ér téke a következő lesz: 
w0 = e0 + 2 2 bkhk+2 2 К 2 УккК - 2 VkwhK + (W 
k k' k kk' 
+ 2 vkk-xixk- = e0 + 2 o a + v a - л/л) kk' k 
és a ex Фо állapotok gerjesztési energiá ja (ekx =ekl =ek) 
Ék = vfe(l - 2 hk) + ( / A + xt Ид- (8e> 
A v t, pk mennyiségek (8d, e) szerint a következő m ó d o n vannak def iniá lva: 
v * = e k - 2 V k k \ ; W 
k' 
vkk- = 4 ( Vkk' + Vk'k) -(Vkk+ Ук'Л (8g) 
ük = - 2 vkk'xk' m 
к' 
(8d) , (6d ) és (7c)-ből meghatározhat juk W0-1, mint gl, gk függvényét és gl szerint 
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minimalizálva, a = 0 egyenletből kapjuk, hogy 
ogk 
Ok g I +2vkgk — pk = 0. (9a) 
Közvetlenül a d W 0 l d g k = 0 egyenletre utalva feltettük, hogy az ál lapotok sűrűsége 
szimmetrikus a Fermi-nívó körü l és sk ahhoz viszonyítva van megadva. Máskép-
pen egy vk Lagrange-együtthatót kellene (9a)-hoz hozzáadni, ami a konstans átla-
gos részecskeszám kiegészítő feltételének felel meg. 
A (9a) másodrendű algebrai egyenlet megoldása a következő: 
gk = Air(-Vk + (vl + \Pk\2)4 (9b) 
P-k 
vagy bevezetve az 
Ek=+(vi+\pk\2yh (9c) 
jelölést 
gk = -^(Ek-vk). (97) 
Pk 
(96)-ben a + előjelű négyzetgyököt választottuk azért, hogy a JV0 energia minimális 
legyen. (9c, 7), (67) és (7c)-ből kapjuk, hogy 
ifti 2 = сю«) i// kl 
1 + (106) 
А
*
 =
 т ( 1 _ 1 П ' (10c) 
Xk = j j f , (107) 
hk és xk ezen értékeivel JV0 (87) kifejezése a következő lesz: 
és (8e)-ből kap juk , hogy 
* = = (10/) 
azaz, (96) megadja egy elemi gerjesztés energiáját.* 
* F o r m a i l a g a z i t t l eveze te t t k i f e j e z é s e k h e z n a g y o n h a s o n l ó a k k a p h a t ó a k Bose r é s z e k ese-
t é n , a z o n b a n a fizikai t a r t a l m u k e g é s z e n m á s lesz. Bogoljubov 1947-es m ó d s z e r é t [4 ] m i n t k i s s ű r ű -
s é g ű ha tá rese te t t a r t a l m a z z á k e z e k a k i f e j e z é s e k . E n n e k a p r o b l é m á n a k a v i z s g á l a t a f o l y a m a t b a n 
v a n D. Butlern! együ t t . 
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A vk, pk mennyiségek a (8/, g, h), (10c, d) és (9c) egyenletekből meghatározható 
nem lineáris egyenletből kaphatók meg 
v
* = ~
£k +
 l Ifi (vl + Ы2)''* ' ( H ű ) 
h = va; O1^) 
Z k' 
^ - l l ' ^ ' W + W 2 ) 1 " • ( l l c ) 
Egy Vkk'=vkvk. faktorizálható potenciál esetén ezek az egyenletek integrálá-
sokra és algebrai egyenletekre vezethetők vissza, 
1 - I V С*' _ „ - _ J „ 
Я
 - (vj?' + l/vl2)1'2 ' 
típusú mennyiségek bevezetésével. 
А Ф 0 próba-állapotvektor nem egzakt volta miatt fellépő közelítések olyanok, 
hogy j o b b közelítések kaphatóak, ha bevezetjük a Fermi nívó körül meghatározott 
\ek\Sha> energia tartományon kívül levő elektronállapotok betöltöttségének (vagy 
ürességének) a feltételezését. Ez fizikai meggondolások alapján tehető, ha hm egy 
jellegzetes fononenergia. A próba-állapotvektort ennek megfelelően úgy választjuk, 
hogy hk = 0 ha sk >Йю és hk = 1 ha ek < — hm. A W0 minimalizálásából kapot t egyen-
letek változatlanok maradnak, noha az összegezés csak egy korlátos energia tar-
tományra terjed ki. Ebben a tar tományban Vkk--t Vkk. = — V átlagértékkel helyet-
tesítve és / / 0 -ban a kifejezéseknek egy részét, melyek csak az N összrészecskeszám-
tól függenek, átlagértékükkel helyettesítve, azt kapjuk, hogy v k ^e k , és / r t =cons t . = 
= £o. A (9c), (10c), (10c/) összefüggések akkor a Bardeen, Cooper és Schrieffer által 
megadott kifejezésekre redukálódnak és az e0 energiahézag meghatározására szol-
gáló egyenlet explicite megoldható. 
A vk és pk meghatározására szolgáló egyenletek egyszerűbb linearizált alakra 
hozhatóak. Megkaphatjuk ezeket, ha (8d) kifejezését, mely kvadratikus hk-ban és 
Хи-ban, minimalizáljuk a hk, yk független változók szerint, figyelembe véve a 
Ы
2
 +hi =hk vagy [2 / J 2 + (1 - 2 h k ) 2 — 1 mellékfeltételeket. 
4. Statisztikus operátor és a nagysokaság 
Az állapotok leegyszerűsített osztályozásával a Bardeen, Cooper és Schrieffer 
által vizsgált állapotok halmaza egy 
i/o = Co1 i Z H ( 1 2 a ) 
j= 0 xi< ... <xj 
a l akú statisztikus operátornak felel meg, ahol PXi...Xj а <%...<%.Ф0 állapotok 
projekciós operátora és C0 a 
c 0 = s p i 2 + ^ (12í>) 
j= 0 y.\ < ... <xj x 
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összeg spurja, úgyhogy [SpU0 = 1. A x állapotban az elemi gerjesztések száma átla-
gosan 
(Nx)=SPNxU0 = T ^ - = f x , (12c) i -t~wx 
és feltettük, hogy 
fkt =/*i =f~kt =f-ki =fk- (12 d) 
A statisztikus operátor ezen alakja magában foglalja azt, hogy az elemi gerjesztések 
statisztikusán függetlenek, mivel x^x esetén 
(NxNx2)=(Nx)(Nx)=fxfx.. 
Uq a gx és fx független függvények segítségével határozható meg, ahol mind-
két függvény hó'mérséklet függó'. (6g)-ből és (7ó)-ből az átlagértékekre 
(nx) = (• 1 - hx)fx + hx{ 1 - f x ) = hP, (13a) 
(a*xa*) = Xx( l - 2 f x ) = XP (13b) 
adódik . А ( Я ) = ( Я 0 ) = átlagos energia érték (8ó)-ből határozható meg 
WP =£„ + 2 2 SktiP + 2 2 hP 2 Vkkh(,P -
k k
'
 k
 (13c) 
v i/ i w l f f l < v т/ „*cn j t ) 
— 2 Vkk-hk hk- + 2 Fkk'Xk Xk- . 
kk' kk' 
ami ugyanolyan alakú mint (8d), ha hk, Xk-t h[T\ XkT)-val helyettesítjük. A (13a, b) 
mennyiségekkel kapcsolatban a 
\XP\2 = tiJXi -tiP)-fx( i -/„) (Ш) 
összefüggés említhető meg. 
Egy független fermionokból álló rendszer szokásos entrópia-kifejezése 
TSq = -2ß 2 {fk l o g L + (1 - f k ) log (1 - Л ) } , (14a) 
к 
ebből a szabadenergia kifejezése közelítőleg 
W P - TSq (146) 
és ezt a gk és fk függvények szerint minimalizálhatjuk egymástól függetlenül. 
Az fk szerint való minimalizálás adott gk esetén a 
Á =
 exp [ß Х Г ) ] + 1 ' ( 1 5 ö ) 
= exp [ - ß E p ] (15b) 
fermion eloszlásra vezet, ahol 
ÉP = =
 VP(l-2hk) + p.P*Xk+xtbP, (15 c) 
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és (8/, h)-\al analóg módon 
v l2 = £ k - 2 Vn h[T\ (15/> 
к• 
pO = - 2 Vkk-ÁT>. ( 15e ) 
к' 
(15ó)-vel a (12a) statisztikus operátor eszerint a következő' alakra hozható 
tf0=exp[/3A0]exp[-/?#„], (16a) 
exp [ — ßA0] = Sp exp [ — ßH0], (16b) 
ahol 
H0 = W(T) + Z~ElT)NK (16c) 
К 
és ё
к
т? = ё
к
ti=ekt), és w{ 71 a következő' módon van definiálva 
W<iP= WiT) + 2ÉlT)fx, (16/) 
y. 
úgy, hogy a H0 additív Hamilton-operátornak ugyanaz az átlagértéke, í/0-ban, 
mint Я 0 -пак vagy Я-пак . 
T = 0 határesetben, vagyis ha (15ó)-ből w t = 0 és a (12a) statisztikus 
operátor а Ф 0 állapot (2a)-ban megadott P 0 projekciós operátorába megy át . A (12a) 
állapotok keverékének a vizsgálata tehát ezt a speciális esetet magában foglalja. 
A (12a) operátor úgy tekinthető', mint a nagysokaság statisztikus operátorára 
vonatkozó elmélet próba-közelítése: 
U = exp [/íA] exp [ — /1 (Я — pN)], (17a> 
exp[—ßA] = Sp exp[ — ß(H—pN)]. (\lb> 
Peierlsnek egy elmélete [5], amely, ahogy azt Schultz megmutatta, kiterjeszthető' 
úgy, hogy magába foglalja a nagysokaság esetét, azt mutatja, hogy a H0 és az 
N0 — y(nj)0 diagonális operátorok segítségével az 
exp [ - ßA0] = Sp exp [-ß{H0 - pN0)] (17c) 
egyenlet által definiált A0 nagypotenciál a A nagypotenciál felsó' határa 
exp [— ßA] ^ exp [— ß Л0] . (17/> 
A p kémiai potenciál hatása (17a)-ban az, hogy ek helyett a Hamil ton operá-
torban s k - p - 1 kell írni, amint az látható a T ^ és p N = У р п х kifejezésekből. 
У X 
Olyan elektronállapot sűrűséget, amely páros függvénye e t-nak a Fermi-nívó körül, 
valamint konstans átlagos elektronszámot feltételezve, azt kapjuk, hogy p a Fermi 
energiával egyezik meg. Ha £„-t tehát a Fermi-nívótól számítjuk, ez azt jelenti, hogy 
p = 0. Ebben az esetben a nagypotenciál a szabadenergiára redukálódik. Ha bármi 
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másnak választjuk az energia skála zérus értékét, a p kémiai potenciál szerepe lénye-
ges lesz. 
A (17c) által definiált Л 0 nagypotenciál még mindig különbözik a (16ó) által 
megadot t kifejezéstől, ami (15a) és (14a) segítségével (14ó)-vel lesz egyenlő. Schultz 
bizonyítása szerint azonban meg lehet mutatni, h o g y A 0 felső ha tá raA 0 -nak és ebből 
kifolyólag A-nak is 
A 0 ^ A . (17e) 
Mivel az entrópia (14a) által megadott kifejezése nem függ explicite g*-tól, 
a (14ó) szabad energia gk szerinti minimalizálása állandó fk mellett minimu-
m á n a k felel meg. Ez (9a)-val analóg egyenletre vezet és a 
( (.t) \ 
1
" e t ) ' ( 1 8 e ) 
(Г) 
* * = -récn ( 1 8 й ) 
összefüggésekre, ahol 
2 EÍT> 
EÍT> = У У 2 + \рУ\ 2У'\ (18 c) 
(18a, b) felhasználásával (15c)-ből kapjuk, hogy 
ÉlT) = EÍT\ (18 d) 
(18a, b, c) és a (15/ , e) egyenletekből (11a, c)-hez analóg egyenletek vezethetők le. 
Ál landó Vkk'-re \ek\^h(o-\a\ ezek az egyenletek még mindig faktorizálható t ípusúak, 
és egzaktul megoldhatóak. A hőmérsékletfüggő energiahézag | / 4 r ) | ~ £ 0 , a m ' zé-
russá válik a Tc kritikus hőmérsékleten. A hőmérséklet függvényében meghatáro-
zot t szabadenergiából megkapjuk a Bardeen—Cooper és Schrieffer által megadot t 
fajhő-görbét , ami korrektül megmagyarázza a kísérleti tények egy nagy részét. 
Nagy részecskeszámú rendszerek esetén az U0 statisztikus operátor egy olyan 
valószínűségi eloszlásnak felel meg, melynek éles maximuma van az N részecske-
szám esetén. Ez belátható, ha összehasonlítjuk U0-ban az (N)z és (N2) átlag-
értékeket. Egyszerű számítások azt adják, hogy 
( N 2 ) - ( N ) 2 = 2 h(2) Z f Á 1 - / * ) • (19a ) 
« « 
Miután 0 ё / £ ° ( 1 — /г*Г ))ё 1/4 és O^ÁCl — Л ) = 1/4, és mindkét kifejezés zérussá 
válik egy \e.k\s.h(o energia ta r tományon kívül, (19a)-ból kapjuk, hogy 
< A 2 > - < A > 2 < 2 1/2^2А(0)Йси, (19ó)  
к 
ahol N(0) a Fe rmi nívó közelében az állapotsűrűség. Mivel 2A(0)Aw~ 10~3 ( N ) , 
az a következő becslésre vezet: 
(N)2 ( N ) ' U J 
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5. Hosszú hatótávolságú korrelációk 
Az előző kifejezések egy részét egyszerűen lehet fizikailag interpretálni, ha 
figyelembe vesszük a részecskék korrelációs függvényét, ami a legfontosabb mennyi-
ség a kollektív viselkedés szempontjából. A kétrészecske korrelációkat a 
e „ . ( x , л О Ж ( Ж М Ж Ж ) Ж ) (20a) 
operátor v á r h a t ó értéke a d j a meg. На а ф„(х), ф
а
(х') kvantált téroperátorokat 
kifejezzük а ф
к
(х)=С1~1/2 exp[ — ikx] síkhullámállapotok keltő és eltüntető operá-
toraival a következő a lakban 
T*(x)=2 Фк(х)а
ка
, 4 V C * ( 2 0 b ) 
к к' 
Qaafx,xj v á r h a t ó értéke а Ф 0 a lapál lapotban megkapható a (6c, a) és (la, b, c) 
összefüggések segítségével. Párhuzamos és ellentétes spinű részecskék korrelációs 
függvénye 
QP = e t t + e u . 3a = e u + e i u (20c) 
amire egyszerű számításokból adódik, hogy 
QP(r) = ! el~2h*(r)h(r), (21 à) 
ва (г) = 2 Q2o + 2x4r)x(r), (21 b) 
ahol r = x — x', Q0—NjQ az átlagos sűrűség, h(r) a (6c, d, e) által meghatározott 
hk betöltöttség eloszlás Fourier-transzformáltja, és x(r) a (7c) által meghatározot t 
X(k) mennyiség Fourier-transzformáltja. Ez ú j megvilágításba helyezi a hk, /к meny-
nyiségek szerepét az egyenletekben. Például W0 (8d) kifejezésében az utolsó két 
kölcsönhatási tag a párhuzamos és ellentétes spinű korrelációk járulékának felel 
meg. 
T hőmérséklet esetén QP és QA átlagértéke а(12я), (16я) ál lapotok keverékében 
analóg m ó d o n 
<QP(f)) = ~ в2о - 2h™* (r)hW(r), (22a) 
(Qaú)) = \ Ql + 2 x ( r ) * ( r ) f ( r ) , (22b) 
ahol h(r>(r) és x(T)(r) а (13я), ( 1 ЗА), által definiált mennyiségek Fourier-transzfor-
máltjai. 
Hosszú hatótávolságú korrelációk h a t n a k ellentétes spinű részecskék között 
és a xk függvénnyel adhatók ezek meg. Vm.= állandó esetén | e j < hoj-t figyelembe 
véve Bardeen, Cooper és Schrieffer kiszámolták ezeket. Ugyanebben a modellben 
(22b) a hosszűhatótávolságú korrelációk hőmérséklet függését adja meg, a kifeje-
zés ampl i túdója zérushoz ta r t az energiahézag négyzetével arányosan a kritikus 
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hőmérsékletre. Az £ 0 ~Pk T > kis értékekre, azaz a kri t ikus hőmérséklet közelében 
explicite végrehajtot t in tegrálások azt m u t a t j á k , hogy a korre lációs függvény alakja 
gyakorlatilag ugyanaz mint T = 0 esetén, egy 1 0 - 4 c m nagyságú korrelációs hosszal. 
* 
Ez a dolgozat a Birminghami Egyetem Matematikai Fizikai Intézete munka-
társaival fo lyta tot t megbeszélése után jö t t létre, és a m u n k a t á r s a k közül igen sokat 
köszönet illet meg. Különösen dr. J. R. Schrieffernek és d r . T. D. Schul tznak sze-
retném köszönetemet kifejezni a rendkívül érdekes megbeszélésekért és tanácsokér t . 
Köszönet illeti meg D. Butiért segítőkész közreműködéséér t . 
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A H2 MOLEKULA lsns'S ÁLLAPOTAINAK 
MOLEKULAPÁLYA-MÓDSZERES SZÁMÍTÁ SAI* 
B E R E N C Z F E R E N C 
J ó z s e f A t t i l a T u d o m á n y e g y e t e m E l m é l e t i F i z i k a i I n t é z e t e , S z e g e d 
A H 2 m o l e k u l a l s n s ' S á l l a p o t á n a k k ö t é s i e n e r g i á j á t h a t á r o z t u k m e g m o l e k u l a -
p á l y a - m ó d s z e r e s s z á m í t á s o k k a l , v a l a m i n t m e g a d t u n k I s és 2s e l e k t r o n o k k ö z ö t t i 
m o l e k u l a i n t e g r á l o k a t . 
Bevezetés 
Ismeretes, hogy egy molekula elektronkonfigurációjának hullámfüggvényét két 
különböző' és egymást kiegészítő, közelítő módszerrel számíthat juk ki. Az első 
módszer a különál ló a tomokból és az a tomok elektronpályáiból indul ki és utólago-
san, perturbációként veszi figyelembe, hogy molekulaképződéskor az a tomok elekt-
ronfelhői á trendeződnek. Ez az ún. VB-(Valence — Bond) módszer [1]. Ez a módszer 
nyilvánvalóan a k k o r ad jó eredményt , ha nagy az a tomok távolsága, mert ebben az 
esetben az e lektronburok átrendeződése valóban per turbációnak tekinthető. Minthogy 
a molekulákban az atomok távolsága általában nagyon kicsiny, ez a módszer nem 
a d h a t kielégítő eredményt. A másik módszer a már kész molekula a tommagja inak 
elrendeződéséből indul ki és azt vizsgálja, hogyan viselkedik egy-egy elektron a 
pozitív magok és a többi elektron által keltett ún. self-consistent-térben. Ez az ún. 
M O - (Molecular—Orbital) módszer , amelynek Hund [2], Mulliken [3], Hückel [4] és 
Lennard—Jones [5] kezdeményezése vetette meg az alapját. Ez a módszer erősen 
kö tö t t molekulák tulajdonságainak meghatározására alkalmas. Az a feltevés ugyanis, 
hogy minden elektron a pozitív magok és a többi elektron által keltett térben mozog, 
anná l kevésbé megfelelő, minél nagyobb az a tomok távolsága. A H 2 molekula alap-
ál lapotára vonatkozólag igen sok szerző végzett molekulapályás számításokat, sőt 
Coulson [6] meg is állapította, hogy a legjobb molekulapályás kötési energia 3,63 eV 
lehet csak. Ez a tény adta jóval később Frost és Braunsteinnak [7] a C M O - (Correlated 
Molecular Orbi ta l ) módszer bevezetésére a gondola to t . A továbbiakban célunk a 
molekulapálya-módszeres számításokat kiterjeszteni a H 2 molekula l sns 'S állapotaira 
л & 2 esetben, ma jd ugyanezen számításokat elvégezni a korrelációs molekulapálya-
módszerrel is. A számításokkal nagymértékben gyarapodik azoknak a molekula-
integráloknak gyűjteménye, amelyekben Is és ns elektronok fordulnak elő. 
A számítási eljárás 
Hund, Midiiken, Hückel és Lennard—Jones nyomán ismeretes, ha a molekulát 
felépítő egyes elektronok molekulapályáit ф1, ф2, -, i/fi,-nel jelöljük, akkor a 
molekula sajátfüggvényét a szabad részecskékből álló rendszerek sajátfüggvényeinek 
mintá jára a következőképpen a lkot juk meg: 
ф = Фг-Фг-Фп- (1) 
* É r k e z e t t 1 9 6 3 . j a n . 10. 
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Az egyes elektronok molekulapályáit pedig az LCAO- (Linear Combina t ion of 
Atomic Orbitals) módszer [8] alapján fe l í rhat juk az egyes elektronok a tomi pályáinak 
lineáris kombinációjaként . 
Az ns állapotok hidrogénsajátfüggvényeit a következő összefüggés szolgáltatja: 
ahol 
ns(r) = —^7= e x p ( — ) R„(r), 
n'+tt \ n 
n K >
 112! \ n ) 213! \ n ) 
(2) 
(3) 
Az alapál lapotban levő l-es elektron és a gerjesztett á l lapotban levő 2-es elektron 
molekulapályáinak az LCAO-módszerrel felírt alakja (2) és (3) a lapján tehát a 
következő: 
1 
l s ( r a i ) + 1 s(rbi) = — [ exp( - rai) + exp ( - rbl)], 
\n 
2 
2 ri>2 
(4) 
(5) 
(1) szerint (4) és (5) figyelembevételével a H 2 molekula 1 s2s2 S állapotát leíró molekula-
pályát az alábbi formulával adhatjuk m e g : 
1 
2 ) 2 n 
[exp ( - / • „ , ) + e x p ( - / - „ , ) ] 
+ 
Az elektronenergiát az 
exp 'b 2 
exp -
1 ~ Y r b 2 
i - 4 - ж + 
ei = 
h\jj2dz 
/фут 
összefüggésből ha tározhat juk meg, ahol 
H=Ha + Hb 
1 1 1 1 
+ + ~б 
rbl r r12 R es 
'a, 
1 1 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
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A (6) molekulapályás sajátfüggvénnyel a H 2 molekula ls2s* S á l lapotára vonatkozólag 
1,52 eV-ot k a p t u n k eredményül a kötési energiára 1,32 Â magtávolságnál. 
Ezen a helyen is köszönetet mondok Győry Eszternek a numerikus számításoknál 
nyúj to t t segítségéért. 
Az elektronenergia kiszámításánál több olyan kétcentrumos integrált kellett 
meghatározni , amelyek ez ideig nem szerepeltek az i rodalomban. Meg kívánjuk 
jegyezni, hogy Sugiura [9] számított ki elsőnek kétcentrumos integrálokat l s elektro-
n o k r a vonatkozólag, majd Rosennél [10] találkozunk olyan integrálokkal, amelyek 
2s és 2p e lektronokat tar ta lmaznak. Delbrücknél [11] már 2s2, Bartlett- és Furrynál 
[12] pedig 2s2 és 2s, 2p elektronok is szerepelnek a molekulaintegrálokban. Bartlett 
[13] megadott továbbá 2p2 e lektronok közötti integrálokat is. 2s 2 - , 2s, 2p- és 2p 2 
elektronok között i kölcsönhatási integrálokkal ta lá lkozunk Bleich és Mayernél [14], 
Sklarnál [15], illetve Sklar és Lyddanenél [16], valamint Wheatley és Linnettnél [17]. 
Parr és Crawford [18] pedig, valamint Hirschfelder és Linnett [19] 2 p elektronok 
közöt t i integrálokkal foglalkozott . Frost és Braunstein [7], Berencz [20] és Pauncz 
[21] kiszámítottak számos integrált l s e lektronokra vonatkozólag, Kopineck [22] 
pedig 2s és 2p e lektronokra vonatkozólag. Végül meg kell még emlí tenünk Kotani, 
Amemiya és Simose [23] munkásságát , akik számos segédintegrált tabelláztak, 
amelyekkel könnyen számolhatunk kétcentrumos integrálokat. 
A H 2 molekula l s 2 s ' S ál lapota elektronenergiájának számításánál l s és 2s 
elektronok között i integrálok szerepelnek. Jelöljük ezeket a következő m ó d o n : 
Az integrálok kiszámításánál úgy j á r tunk el, hogy az integranduszban a derékszögű 
koordiná tákró l á t té rünk elliptikus koordinátákra , valamint felhasználtuk —- -nek 
Г12 
Neumann-féle sorát . Integráljainkat Kotani, Amemiya és Simone ál tal tabellázott 
következő segédmennyiségekkel fejeztük ki: 
Függelék 
/ ( a , ß, y, ő, s, t, n, v) = 
= n ' / 2 Jj"exp ( — arai - ß r b j ) exp ( - yrai -őrb2)rsai r'hí r"2 rl2 — dxxdx2. 
(10) 
+ i 
(11) 
-1 
+ i V 
Gl(/,ß)= J PUvi)êvP,vli(l-Vi)2dVi 
Hj(i, <x;k,ß)=ff ë^ë^p\pk2Q:(p+)Pf p_)(p\ - l)2(pl - 1 )2dpi dpi. 
1 1 
î» 
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A kiszámított új integrálok a következők: 
1(2, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = y [tfg(2, fi; 2, i fi)Gg(0, Gfi)g(0, \ fi) + C x -
- Яg (2, fi ; 0, i fi) Gg (0, fi) Gg (2, } fi) - C 2 -
- # o ( 0 , fi; 2, ^ f i ) G g ( 2 , fi)Gg(0,1 fi) - C 3 + 
+ Но (0, fi ; 0, i fi) Go (2, fi) Go (2, i fi) + C4]. 
D6 
7(2, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0) = — [Яо (2, fi ; 3, i fi) Gg (0, fi) Gg (0, } fi) 4- C 5 + 
+ Я о ( 2 , fi; 2, | f i ) G g ( 0 , fi)Gg(l, } fi) + C 6 -
-Ho(2, fi; l , i f i ) G g ( 0 , fi)Gg(2,|fi)-C7-
- H°o (2, fi ; 0, i fi) Gg (0, fi) Gg (3, } fi) - C 8 -
- Я g (0, fi ; 3, i fi) Gg (2, fi) Gg (0, i fi) - C 9 -
~ я £ ( 0 , fi; 2, i fi)Gg(2, fi)Gg(l,i fi) - C , 0 + 
+ Я ? ( 0 , fi; 1, ± R)GŐ(2, fi) G g (2, 2 fi) + С и + 
+ Я g ( 0 , fi; 0 , 1 fi)Gg(2, fi)Gg(3, } fi) + С12]. 
7(2, 0, 1, 0, 0, 0, 2, 0) = ~ [Но(2, fi; 4,} fi)Gg(0, fi)Gg(0, i fi) + C i 3 + 
+ 2 Я g (2, fi ; 3, i fi) Gg (0, fi) Gg (1, * fi) + 2 C i 4 -
- 2Яо (2, fi ; 1, i fi) Gg (0, fi) Gg (3, * fi) - 2Ci 5 -
- t f g ( 2 , f i ; ( U f i ) G g ( 0 , fi)Gg(4,+fi)-C16-
- Я 2 ( 0 , fi; 4 , 1 fi)Gg(2, fi)Gg(0,1 fi) - C17 -
- 2 Я ? ( 0 , fi;3,lfi)Gg(2, fi)Gg(l, i f i ) - 2 C i 8 + 
+ 2 Я g (0, fi ; l , i f i ) G g ( 2 , fi)Gg(3,ifi) + 2 C i 9 + 
+ я £ ( 0 , fi; 0, i fi)Gg(2, fi)Gg(4, i fi) + С20]. 
7(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = ~ {[ЗЯо(2, fi; 2, ír)-hs(0, fi; 2, 1 fi)]Gg(0, | f i ) -
- [3 Яо (2, fi ; 0, i fi) - Но (0, fi ; 0, i fi)] Gg (2, } fi) -
- 2 Я 2 ( 0 , fi;2,ifi)Gg(0,ifi)-
- 2 Я ? ( 0 , fi;0,i^)Gg(2,ifi)}. 
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1(1, 1, 1, 0 , 0 , 0 , 1,0) = — {[3//S(2, 7?; 3, \ R)— Ho(0, R', 3, j 7 ? ) ] G > , i R) + 
+ [3H°o (2, R ; 2, i R) - H°0 (0, R ; 2, ± 7?)] (1, i 7?) -
- [Зя£ (2, Я ; 1, i Л) - Яо (0, R ; 1, ± 7?)] Go (2, i R) -
- [ЗЯо (2, R ; 0, i 7?) - H°0 (0, R ; 0, } R)] Go (3, + R) -
- 2H2 (0, R ; 3, i R) G°2 (0, | R) - 2H°2 (0, R ; 2, } R) G° ( 1, i R) + 
+ 2H°(0,R;1,Í R)G°2(2, i R) + 2Я2°(0, R; 0, j R)G°2(3, } R)}. 
7(1, 1, 1, 0, 0, 0, 2, 0) = ^ {[ЗЯ2(2, R ; 4, i R) - Но (0, R; 4, * 7?)] Go (0, * Л) + 
+ 2[ЗЯо(2, R ; 3 , } R ) - H Ü ( 0 , R: 3, } R)]GS(1, } R ) -
- 2 [ 3 H S ( 2 , R; 1, } R ) - H Ü (0, R; 1, j R)]G2(3, } R ) -
— [ЗЯо(2, Л; 0 , 1 £ ) - Я ? ( 0 , Л; 0, i Л)]Go(4, i Л ) -
- 2 Я 2 ( 0 , Л; 4, i 7?)G°(0, i R)-4H°2(0, R; 3, j R)G°2(U Í Ю + 
+ 4 Я 2 ( 0 , 7?; 1,17?)G°(3, ;[Я) + 2Я2о(0, R; 0, j 7?)G2(4, i R)}. 
1 (2, 0, A , -L, 0, 0, 0, 0 ) = ^ {[ЗЯо (2, R ; 2, i R) - Ho (2, R ; 0, i R)] G°0 (0, R) -
- [ЗЯо (0, R ,2,\R) — Ho (0, R ; 0, i 7?)] Go (2, Я) -
- 2 Я ° ( 2 , Я; 0, | £ ) G 2 ( 0 , 7?) + 2Я2°(0, Я; 0, i R)G°(2, Я)}. 
1(2, 0 , y , T , 0 , 0, 1,о) = - ^ - { 5 [ З Я о ( 2 , R-, 3,iR)-Ho(2,R; 1, i Я ) ] С > , Я ) -
- 5 [ З Я о ( 0 , Л; 3, i /?) — Я0(0 , R-, 1, i R)]Go(2, Я) + 
+ 3[5Я?(2, Я ; 2 , 1 Я ) - З Я ? ( 2 , R', 0 ,±Я) ]С?(0 , Я) — 
— 3[5Я?(0, Я ; 2 , ^ Я ) - З Я ? ( 0 , R; 0, j R)]Gi(2, R) — 
- 10Я 2 (2 , R; l , i £ ) G 2 ( 0 , Я ) + 1 0 Я 2 ( 0 , R; l , i / î ) G 2 ( 2 , Я ) -
6H°3(2, R; 0, i 7?)G°(0, 7?) + 6 Я 3 ( 0 , 7?; 0, j R)G°3(2, R)}. 
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7 ( 2 ' ° ' T ' T ' 0 , 1 ) = " ^ { 5 [ З Я ° ( 2 ' r>3>tw-h°o(-2>r'' r ) -
- 5 [ З Я о ( 0 , R;3,iR)-H°o(0, R; l , i « ) ] G o ( 2 , Я ) -
— 3 [ 5 # ? ( 2 , R-2,±R)-3H1(2, Я ; 0, i Я)] G? (О, Я) + 
+ 3[5Я°(О, Я ; 2 , 1 Я ) - З Я ? ( 0 , Л; О, i Я)]С?(2, Я ) -
— 1 0 Я г ( 2 , R; l,iR)G°2(0, Я ) + 10 / / ° (0 , R- \,XR)G°2(2, R) + 
+ 6H°3(2, R; О, I Я ) G 3 ( 0 , R)-6H°3(0, Я ; 0, i / ? )G 3 (2 , Я)}. 
7 ( 2 ' ° ' T ' T ' 0 ' Ь = 
= {[105//о (2, Я; 4, i Я ) - 7 0 Я ° ( 2 , Я; 2, i Л) + 
+ 2 1 Я 8 ( 2 , R-,0,iR)]G°o(0, R)-
— [105Яо(0, Я; 4, 7 Я) — 70Яо(0, Я ; 2 , | Я ) + 
+ 21Я о (О, Я; 0 , i Я)] Go ( 2 Я ) -
— [НОЯг(2, Я; 2, i Я) - 60Я^(2, Я; 0, \ Я)]с2(0, Я) + 
+ [ 140Я 2 (О, Я ; 2, \ Я) - 6 0 Я
 2 (О, Я ; 0, i Я)] G° (2, Я) + 
+ 24Я°(2 , Я ; 0, 7 Я)С 4 (0 , Я ) -
— 24Я 4 (0 , Я ; 0, 7 Я)Я 4 (2 , Я)}. 
/ ( 1 ' ! ' Т ' Т ' 0 ' ° ) = 
= ^ [45 Я 2 (2, Я ; 2 , i Я ) - 15Н°0 (2, Я ; 0 , | Я ) -
- 15Яо(0, Я; 2, | Я ) + 5Яо(0, Я; 0, i Я) + 
+ 4Яг (0 , Я ; 0, \ Я)]. 
7 ( 1 ' 1 ' Т ' Т ' 0 ' 0 > 1 ' ° ) = 
я
6 
= — [45Я{{(2, Я; 3, i Я)— 15Яо(2, Я ; 1, Я) — 
— 15Я°(0, Я; 3, i Я) + 5/ /о(0, Я; + 
+ 4 Я ° ( 0 , Я; 
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l [ l , l , y , y , 0 , 0, l , l ) = 
=
 2 ^ Ö [ 3 1 5 / / ° ( 2 ' 4 ' i * ) - 2 1 0 " ő ( 2 , R; 2, +  
+ 63Я°(2 , Я ; 0 , 1 £ ) - 1 0 5 Я о ( 0 , R;4,$R) + 
+ 70Яо(0, Я ; 2 , 1 Л ) - 2 1 Я о ( 0 , + 
+ 56Я2 (0, Я ; 2, i Л) - 2 4 Я ° (0, £ ; 0, i R)]. 
C j = З Я ? С ? С ? + S f f f â G Ï + 7H°3G°3G°3 + 9 H°4G°4G°4 
a z illető' so rban levó' a rgumentumokkal . 
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TERRESZTRIKUS-TÍPUSÚ BOLYGÓMODELL n SZÁMÜ 
SZEIZMIKUS TÖRÉSFELÜLET LÉTEZÉSE ESETÉN* 
H É D E R V Á R I P É T E R 
„ G A M M A " , G e o f i z i k a , B u d a p e s t 
E g y k o r á b b i d o l g o z a t b a n [ I ] r é s z l e t e s e n e l e m e z t ü k a z o l y a n t e r r e s z t r i k u s - t í p u s ú 
b o l y g ó k b e l s ő s z e r k e z e t é t , a m e l y e k n e k h o m o g é n k é r g ü k v a n , s a k é r e g a l s ó h a t á r -
f e l ü l e t é t d e f i n i á l ó M o h o r o v i c i c - f é l e e l s ő r e n d ű s z e i z m i k u s t ö r é s f e l ü l e t t ő l e l t e k i n t v e 
m á s e l s ő - v a g y m á s o d r e n d ű , i l l e t v e ö v s z e r ű d i s z k o n t i n u i t á s s a l n e m r e n d e l k e z n e k . 
A k ö p e n y k ü l s ő h a t á r á t ó l a c e n t r u m i g t e r j e d ő i n t e r v a l l u m s ű r ű s é g f ü g g v é n y e e z é r t 
f o l y t o n o s . 
A j e l e n é r t e k e z é s b e n k o r á b b i e r e d m é n y e i n k e t a r r a a z e s e t r e á l t a l á n o s í t j u k , a m i -
k o r a v i z s g á l a n d ó t e r r e s z t r i k u s - t í p u s ú é g i t e s t e k b e l s e j é b e n n s z á m ú e l s ő r e n d ű s z e i z -
m i k u s t ö r é s f e l ü l e t v a n , a h o l n t e t s z ő l e g e s egész s z á m o t j e l e n t . T e k i n t e t t e l a r r a , h o g y 
a m á s o d r e n d ű s z e i z m i k u s t ö r é s f e l ü l e t e k j e l e n l é t e a s ű r ű s é g v á l t o z á s m e n e t é t c s a k 
j e l e n t é k t e l e n m é r t é k b e n m ó d o s í t j a , g y a k o r l a t i p é l d á k e s e t é b e n a m á s o d r e n d ű t ö r é s -
f e l ü l e t e k l é t ezésé t figyelmen k í v ü l h a g y h a t j u k . 
A z e l v i t á r g y a l á s u t á n m e g v i z s g á l j u k a V e n u s b e l s ő s z e r k e z e t é t , figyelembe 
v é v e a b o l y g ó f e l é p í t é s é r e v o n a t k o z ó a n m á r k o r á b b a n k a p o t t e r e d m é n y e i n k e t [ 2 ] . 
A V e n u s c e n t r á l i s s ű r ű s é g e az a d o t t n y o m á s m e l l e t t 11 ,58 g e r n - 3 , a m e l y h e z h a s o n l ó 
é r t é k e t az 1947 -es B u l l e n - f é l e „ e x t r é m " m o d e l l s z e r i n t F ö l d ü n k b e l s e j é b e n 4 4 7 0 k m 
m é l y s é g b e n t a l á l u n k . A k ö z ö l t s ű r ű s é g é r t é k , v a l a m i n t a c e n t r á l i s n y o m á s i s m e r e -
t é b e n m e g á l l a p í t h a t j u k , h o g y a L e h m a n n - f é l e ö v s z e r ű d i s z k o n t i n u i t á s és a z ú g y n e -
v e z e t t m a g b e l s ő n e k m e g f e l e l ő u l t r a n a g y n y o m á s ú m ó d o s u l a t k é t s é g k í v ü l h i á n y z i k . 
E z t e l j e s e g y b e h a n g z á s b a n á l l a V e n u s m á g n e s s é g é r e v o n a t k o z ó j e l e n l e g i i s m e r e t e k k e l . 
A m a j d n e m t ö k é l e t e s e n h o m o g é n m a g á t l a g s ű r ű s é g é r e 1 1 , 5 7 g c m - 3 , a k ö p e n y 
k ö z e p e s s ű r ű s é g é r e p e d i g 4 , 5 9 g c m - 3 a d ó d o t t . 3 0 k m á t l a g v a s t a g s á g ú , g r á n i t s z e r ű 
( 2 , 7 0 g c m - 3 s ű r ű s é g ű ) h o m o g é n k é r g e t t é t e l e z ü n k f e l . A k ö p e n y , i l l e t v e a m a g s ű r ű -
s é g f ü g g v é n y e : 
= 6 , 5 2 5 - 3 , 2 2 5 ( p - Z / j 2 é s 0 2 = 1 1 , 5 8 0 - 0 , 0 1 6 ^ ) ' a h ° ' 
r i a k ö p e n y s u g a r a , r 2 a m a g s u g á r , f i a z r 2 s u g a r ú f e l ü l e t t ő l , f 2 p e d i g a c e n t r u m t ó l 
m é r t t á v o l s á g . 
M ó d n y í l i k a V e n u s m i n d ez i d e i g i s m e r e t l e n t e h e t e t l e n s é g i n y o m a t é k á n a k ( / ) 
é s r e l a t í v t e h e t e t l e n s é g i n y o m a t é k á n a k ( 0 ) m e g h a t á r o z á s á r a is . A z e r e d m é n y e k 
s z e r i n t 
/ = 7 0 6 0 3 , 3 2 9 - 1 0 4 0 g e r n 2 és 0 = 0 , 3 7 0 . 
A m a g r a v o n a t k o z ó é r t é k e k p e d i g : 
/ 2 = 1 5 5 4 , 4 0 6 - 1 0 4 0 g c m 2 és ö 2 = 0 , 3 9 9 8 5 . * * 
Bevezetés 
A terresztrikus-típusú égitestek belső sűrűség- és nyomáseloszlásáról irott 
tanulmányban [1] megemlítettük, hogy ha a centrális sűrűséget a-val és a köpeny 
külső határánál uralkodó sűrűséget c-vel jelöljük, továbbá 
а —с = b, 
* É r k e z e t t 1963 . f e b r . 11 . 
* * V i z s g á l a t u n k n á l Bullen 1 9 4 7 . é v i , m i n i m á l i s c e n t r á l i s s ű r ű s é g ű F ö l d - m o d e l l j é t v e t t ü k 
figyelembe. M á s F ö l d - m o d e l l e k a l k a l m a z á s á v a l , e l s ő s o r b a n а Я t é n y e z ő m e g v á l t o z á s a r é v é n , 
a j e l e n l e g i t ő l e l t é r ő V e n u s - m o d e l l e k i s k i é p í t h e t ő k . E z a k é r d é s k é s ő b b i v i z s g á l a t o k t á r g y á t 
k é p e z i . 
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akkor ezen konstansok numerikus értékének plauzibilis megválasztásával kiszámít-
ható a tetszőleges (r — Q mélységben uralkodó P nyomás, ahol r a köpeny sugara 
és £ a centrumtól mért változó távolság, amelyre fennáll, hogy 
( S r . 
Hangsúlyoztuk továbbá, hogy ha az égitest belsejében a nyomás elegendően nagy egy 
első- vagy másodrendű szeizmikus törésfelület kialakításához (eltekintve a már az 
eddigiekben is figyelembe vett Mohorovicic-féle törésfelülettől, amely a kéreg alsó 
határfelületével azonosítható), akkor az említett diszkontinuitási felszín és a centrum 
közötti szakaszra vonatkozóan 
a' A- a és b' X b. 
Itt a és b' a szóban forgó törésfelület és a centrum közötti anyagállományra jellemző 
paraméterek. Ha csak egy másodrendű szeizmikus törésfelületről van szó, akkor az 
a és a', illetve a b és b' közötti eltérés nem jelentős. Amennyiben azonban elsőrendű 
szeizmikus törésfelülettel állunk szemben, az eltérés igen számottevő lehet. 
Ez az utóbb említett körülmény szükségessé teszi, hogy a korábbi számítási 
eljárást általánosítsuk és olyan esetekre is kiterjesszük, amikor a vizsgálat tárgyát 
képező égitestek belsejében a nyomás tetszés szerinti n számú elsőrendű szeizmikus 
törésfelület kialakulását teszi lehetővé (a szilikátos anyagokra gyakorlódó igen nagy 
nyomás bizonyos kritikus értékeknél fázismeneteket hoz létre; ezek többek között 
sűrűségváltozásokban, mégpedig hirtelen sűrűségnövekedésben mutatkoznak meg. 
A sűrűség megváltozása befolyásolja a földrengéshullámok sebességét). 
Az értekezés első részében lényegében a korábbiakban már alkalmazott mód-
szerhez hasonlóan járunk el. A második részben, gyakorlati példaként, a Venus 
belső szerkezetét elemezzük és sok tekintetben kiegészítjük az ezzel kapcsolatban 
korábban kapott eredményeket [2]. 
A számítások alkalmával alapfeltevésként alkalmazzuk azt a tételt, amely szerint 
a terresztrikus-tipusú bolygók első közelítésben gömb alakúnak tekinthetők és ennek 
megfelelően belső sűrűség- és nyomáseloszlásuk is quazi-gömbszimmetrikus. 
Átlagsűrűség és nyomás 
Vezessük be a következő jelöléseket: (1. ábra) 
R : a bolygó sugara, 
rx : a köpeny sugara, 
rx, r2, ...,/•;,..., rn: a különböző elsőrendű szeizmikus törésfelületek távolsága 
a centrumtól; rx > r 2 > . . . > r t > r ; + 1 > r „ - ! > r „ > 
>»•.+1» 
С: cent rum; erre vonatkozóan r„
 + 1 = 0 , 
r = R — rx: kéregvastagság, 
az ri + x sugarú felülettől számított, a sugár mentén mért 
változó távolság, 
Qk : a (homogénnek tekintett) kéreg sűrűsége, 
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q\.ql< • • • > qn-
{X, Y): 
Z(X. Y): 
Q = ~e(0, R): 
a gömbhéjak átlagsűrűsége, 
X, Y intervallum, 
valamely X, Y intervallumra vonatkozó Z mennyiség, 
az égitestnek a 0-tól az Я-ig terjedő' szakaszára vonatkozó 
átlagsűrűsége. 
1. ábra. E g y n s z á m ú s z e i z m i k u s t ö r é s f e l ü l e t t e l r e n d e l k e z ő 
t e r r e s z t r i k u s - t í p u s ú b o l y g ó m o d e l l j e . 
A későbbiekben még néhány újabb mennyiség bevezetésére is sor kerül majd . 
A vizsgálandó égitest átlagos sűrűségét a tömeg és térfogat hányadosaként 
írhatjuk fel: 
вк 
J\ ' 1 ' « - I r n 
f 4 < o dC + в , / Ы1 dÇ+ ... +Qi-i f 4 n d i d t + . . . + g n f 4л (п dÇ 
в = • 
« ' 1 • I — к • n 
j4nC2odC+ j 4 n C Í d C + . . . + f 4nCl-i <% + ... + J4teÇ„2 dt 
r1 r2 ri 0 
r„ R Г|_ 1 
Qn J C» dC + Qk J'tidÇ+Z Qi-i f Cf-1 dC 
0 rj '= 2 r,  
R 
/ p * 
[1] 
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Az integrálást elvégezve 
_ г
2
 / Я 3 r ? \ " _ í r U r ] 
jv 
3 
[2] 
Szorozzuk meg a törtet — -mai : 
о = -
0
п
Гл +ßt(£3-ri)+ .Z ßi-iCn-i — r f ) 
i = 2 
R 3 [3] 
[3] tehát megadja a vizsgálat tárgyát képező, n számú szeizmikus törésfelülettel ren-
delkező R sugarú bolygó közepes sűrűségét. Ennek ismerete előfeltétele a n n a k , hogy 
a bolygó cent rumában ura lkodó nyomás alsó korlátját meghatározhassuk. A centrá-
lis nyomás minimális értéke ugyanis: 
[4] 
ahol 
G = 66,7-10"9 c m 3 g-1 sec"2 , 
a Newton-féle gravitációs együttható és С a centrumtól számítot t változó távolság. 
Tekintsünk egy olyan gömbfelszínt, amely a középpont tó l tetszés szerinti r,-
távolságban van ( r n + 1 < r ( S r 1 ) és számítsuk ki az e felület mentén érvényesülő 
nyomást. Feltételezzük, hogy az említett rt távolságban egy szeizmikus törésfelület 
húzódik. 
. . .. и 2 
ßi-1 f Ci-1 dç+ ... + ß i J çldç + вк SCor/Ç 
ri n n  
r i - i Г1 r 
J C?-i < « + . . . + J Ç2idÇ+ ftidÇ 
f b - i d Ç . [51 
Az integrálást elvégezve és y - m a l szorozva: 
2 л Г Q i - i O " 3 i — d ) 
Pin) = y Gn(R2 - r 2 ) ^ 
+ ...+ei(r3-r3) + Qk(R3-r 
R3 — Г; 
Korábbi dolgozatunkban kimutat tuk, hogy bármely /-re 
Qi=at—0,6 biy 
4 [6] 
[7] 
ahol a,- az égitest középpont já tól r, távolságban levő szeizmikus törésfelület külső 
oldalánál ura lkodó sűrűség, 
bi = a, — c, [8] 
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•és Ci az /•;_! távolságban h ú z ó d ó diszkontinuitási felszín belsó' oldalánál ura lkodó 
sűrűség, (r , </"!_!) . 
[7] és [8] felhasználásával tehát [6] így is felírható: 
P(n) = 
= j Gn (R2 - r j + j2
 [9] 
Tehetetlenségi nyomaték 
Az r„ sugarú gömb tehetetlenségi nyomatéka valamely, a középponton á tmenő 
tengelyre, ha a gömb átlagsűrűsége g„: 
r „ 
2 f AKQnfl df
 rn 
1(0, /•„) = — Qntidq = —Q„n,. [10] 
гпвг, О
 1 5 
Hasonlóképpen, valamely r{ — ri+1 gömbhéjra , (r i + 1 < r ; ) : 
8 ri 8 
/ < r l + l , n) = - y f ßi Ci d'Ç = у ~ Qi (h - П + 1 ). [11] 
пч 1 
A kéregre: 
R 
I ( n , R) = ^ - fgkCodC = ~ 3 k ( R 5 - r î ) . [12] 
r 1 
Tehát az egész égitestre: 
Z(0,R) = I(r1,R) + I(r2,rl) + . . . + I ( r i + 1 , r i ) + . . . + I ( 0 , r n ) . [13] 
Mivel r „ + 1 = 0 , azért [13] így is írható: 
I(0,R) = I ( r i , R ) + % I(ri+1,ri). [14] 
í=I 
Relatív tehetetlenségi nyomaték 
A bolygók belső szerkezetének vizsgálatánál jelentős szerep ju t a relatív tehetet-
lenségi nyomatéknak . H o m o g é n gömb esetében 
в
= ш
2
= ° > ш > 
ahol / a g ö m b tehetetlenségi nyomatéka valamely átmérőre vonatkozóan, M a gömb 
tömege és R a sugara. Mennél közelebb áll egy terresztrikus-típusú bolygó relatív 
tehetetlenségi nyomatéka a 0,400-as értékhez, annál jobban megközelíti a teljesen 
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homogén g ö m b felépítését. A nem-terresztrikus, azaz Jupiter-t ípusú óriásbolygók 
relatív tehetetlenségi nyomatékának ismeretében a külsó' rétegekben kis sűrűségű, 
a centrum felé közeledve azonban igen erősen növekedő sűrűségű anyagok jelenlétére 
következtethetünk. Az alábbi táblázat adata i tájékoztató jellegűeknek t ek in tendők : 
I . T Á B L Á Z A T . 
Ter resz t r ikus - t ipusú égi tes tek Jup i t e r - t í pusú ó r i á sbo lygók R a m s e y szer int 
M e r k u r ? J u p i t e r 0 , 2 6 0 0 , 2 5 0 
V e n u s •> S a t u r n u s 0 , 2 1 0 0 , 2 2 0 
F ö l d 0 ,3335 U r a n u s 0 , 2 2 0 ? 0 , 2 4 0 
M a r s 0 , 3 8 9 N e p t u n 0 , 3 0 0 0 , 2 7 0 
P l u t o 7 
H o l d 0 ,397 
A relatív tehetetlenségi nyomaték közelítőleges, gyakorlat i meghatározására a 
Darwin —Radau-féle fo rmula használatos. Eszerint 
0 = 1 , 5 1 - 0 , 4 1 + 2 , 5 
4л2/?3 \ 
G2Mt 
Itt R a bolygó sugara, M a tömege, t a rotáció per iódusa és 
а - в 
£ = -
[15] 
[16] 
azaz a lapul tság (A: egyenlítői sugár; B. poláris sugár). [15]-ből a t, illetve az e: 
4 л 2 / ? 3 [17] 
es 
£ = 
G2Mt -
1 -
0 
1,5 
0 ,4 
- 1 
[18] 
2,5 
A 0 relatív tehetetlenségi nyomatékot felírhatjuk a z o n b a n a [14] összefüggés 
felhasználásával is: 
0 = / (0 . r ) 
4 
,-UQR5 
/<r„ R)+ 2 /<г,+ иП) 
i= í 
1,3л/? |^nr3 + е*(/?3 - ri) + 2 Qi-1 (a- 1 - r f ) 
[19] 
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[19]-ben, ahol g helyébe a [3] kifejezésnek megfelelő értéket írtunk, nem szerepelnek 
a bolygó rotációjával kapcsolatos б és / mennyiségek. Ha tehát a belső szerkezetre 
vonatkozóan valamilyen feltevést teszünk és ennek alapján [19] alkalmazásával 
meghatározzuk a relatív tehetetlenségi nyomatékot , akkor e ismeretében a t-re, vagy 
t ismeretében az e-ra vonatkozóan kapha tunk adatokat . A bolygó belső szerkezete 
és a rotációjával kapcsolatos paraméterek közötti összefüggés tekintetében tehát a 
[15]-től a [19]-ig te r jedő képletek bizonyos felvilágításokkal szolgálnak. Ezekből 
kitűnik, hogy a belső szerkezet alakulása és a rotációval kapcsolatos tényezők koránt-
sem függetlenek egymástól. Mindamellett, lévén, hogy a terresztrikus-típusú bolygók 
lapultsága viszonylag igen kicsiny és így alakjuk alig tér el a szabályos gömbétől , 
a lapul tság figyelembevételével a belső szerkezetre vonatkozóan levezethető össze-
függések csak jelentéktelenül módosulnának. 
Gyakorlati alkalmazások 
Az eddigiek fo lyamán csak elvi meggondolásokra törekedtünk. Nincs azonban 
akadálya a levezetett egyszerű összefüggések gyakorlati alkalmazásának sem. 
Ebből a szempontból elsősorban a Venus és a Mars jöhetnek számításba. 
A Venus tanulmányozása azért bír különös érdekességgel, mert a [19] kifejezés segítsé-
gével meghatározhatjuk a bolygó relatív tehetetlenségi nyomatékát. Ez a mennyiség, 
amint az I. táblázatból látható, nem ismeretes még és — mivel a Venusnak nincs 
holdja, amelynek pályaperturbációiból a bolygó lapultságára visszakövetkeztethetnénk 
— a feladat még megoldatlan. Sajnos, a Venus rotációs idejére vonatkozó ada tok 
el lentmondóak : a régebbi felfogás szerint 224 nap, a Szovjet Tudományos Akadémia 
közlése szerint 10 nap. Krause szerint 22h 17'.* A bizonytalan adatok következtében 
a [15] kifejezés nem alkalmazható a probléma megoldására. Ezért a Venus belső 
szerkezetének vizsgálatából kell ki indulnunk és a feladatot a [19] összefüggés segít-
ségével kell elvégeznünk. 
I I . T Á B L Á Z A T 
Szerző Módsze r 
A N a p és a M e r k u r 
t ömegének viszonya 
L a g r a n g e ( 1 7 8 2 ) A b o l y g ó k s ű r ű s é g e és a N a p t ó l m é r t t á v o l s á g a 
k ö z ö t t i k a p c s o l a t r a v o n a t k o z ó f e l t e v é s b ő l 2 0 2 5 8 1 0 
E n c k e ( 1 8 4 1 ) A z E n c k e - ü s t ö k ö s r e g y a k o r o l t p e r t u r b á c i ó k b ó l 4 8 6 5 7 5 1 
E n c k e ( 1 8 5 1 ) A f e n t e b b i m ó d s z e r r e l , k ö z é p é r t é k b e n 4 8 7 8 172 
V o n Ä s t e n ( 1 8 7 7 ) A f e n t e b b i m ó d s z e r r e l 7 6 3 6 4 4 0 
B a c k l u n d ( 1 8 8 6 ) A f e n t e b b i m ó d s z e r r e l 2 6 6 8 7 0 0 
R o t h m a n ( 1 8 4 2 A V e n u s p e r i h é l i u m - m o z g á s á b ó l 3 182 843 
L e V e r r i e r ( 1 8 6 1 ) A V e n u s r a g y a k o r o l t p e r t u r b á c i ó k b ó l 5 3 1 0 0 0 0 
L e V e r r i e r ( 1 8 6 1 ) A M a r s r a v o n a t k o z ó t á b l á z a t á b a n 4 3 1 6 5 4 7 
T i s s e r a n d ( 1 8 8 1 ) A L e V e r r i e r - f é l e a d a t o k ú j r a s z á m o l á s á v a l , a leg-
v a l ó s z í n ű b b é r t é k : 7 100 0 0 0 
N e w c o m b ( 1 8 8 2 ) A z összes r e n d e l k e z é s r e á l l ó a d a t o k a l a p j á n 7 5 0 0 0 0 0 
A j e l e n l e g e l f o g a d o t t é r t é k 
[5 ] 6 0 0 0 0 0 0 
* A M a r i n e r - I I a m e r i k a i V e n u s - r a k é t a e s o r o k Í r á s á n a k i d e j é i g k ö z z é t e t t , e l ő z e t e s m é r é s i 
e r e d m é n y e i s z e r i n t „ a r o t á c i ó i g e n l a s s ú . " 
2 7 6 HÉDERVÁRI P . 
I I I . T Á B L Á Z A T 
Szerző M ó d s z e r 
A N a p és a M a r s 
tömegének v iszonya 
L a g r a n g e ( 1 7 8 2 ) A b o l y g ó k sű rűsége és a N a p t ó l m é r t t á v o l s á g a 
k ö z ö t t i k a p c s o l a t r a v o n a t k o z ó f e l t e v é s b ő l 1 8 4 6 0 8 2 
D e l a m b r e ( 1 8 0 2 ) A F ö l d r e g y a k o r o l t p e r t u r b á c i ó k b ó l 2 5 4 6 3 2 0 
B u r c k h a r d t ( 1 8 1 3 ) A f e n t e b b i m ó d s z e r r e l 2 6 8 0 3 3 7 
A i r y ( 1827 ) N a p é s z l e l é s e k b ő l 3 7 3 4 6 0 2 
H a n s e n és O l u f s e n ( 1 8 5 3 ) A N a p r a v o n a t k o z ó t á b l á z a t a i k b ó l 3 2 0 0 9 0 0 
L e V e r r i e r ( 1 8 5 8 ) A N a p r a v o n a t k o z ó t á b l á z a t a i b ó l 2 9 9 4 7 9 0 
P o w a l k y ( 1 8 7 6 ) N a p é s z l e l é s e k b ő l 2 8 7 6 0 0 0 
L e V e r r i e r ( 1 8 7 6 ) A J u p i t e r r e v o n a t k o z ó t á b l á z a t a i b ó l 2 812 5 2 6 
H a l l ( 1878 ) A b o l y g ó h o l d a k e l o n g á c i ó j á v a l k a p c s o l a t o s m e g -
f i g y e l é s e i b ő l , k ö z é p é r t é k b e n : 3 0 9 3 5 0 0 
A j e l e n l e g e l f o g a d o t t é r t é k 3 0 9 3 5 0 0 
I V . T Á B L Á Z A T 
M ó d s z e r 
A N a p és a V e n u s 
Szerző tömegének v i s zonya 
L a g r a n g e ( 1 7 7 9 ) A F ö l d p e r i h é l i u m - m o z g á s á b ó l 315 5 1 7 
A F ö l d r e g y a k o r o l t p e r i o d i k u s p e r t u r b á c i ó i b ó l 341 4 1 3 
L a p l a c e ( 1 8 0 2 ) A z e k l i p t i k a f e r d e s é g é n e k s z e k u l á r i s v á l t o z á s á b ó l 383 137 
D e l a m b r e ( 1 8 0 2 ) A F ö l d r e g y a k o r o l t p e r t u r b á c i ó k b ó l 3 5 6 6 3 2 
W u r r n (1803 ) N a p é s z l e l é s e k b ő l 3 2 6 8 4 9 
B u r c h a r d t ( 1 8 1 3 ) A F ö l d r e g y a k o r o l t p e r t u r b á c i ó k b ó l 401 8 3 9 
L i n d e n a u ( 1 8 1 3 ) A M e r k u r c s o m ó p o n t j a i n a k és p e r i h é l i u m á n a k 
s z e k u l á r i s m o z g á s á b ó l 3 4 9 4 4 0 
A i r y ( 1827 ) N a p é s z l e l é s e k b ő l 401 2 1 1 
R o t h m a n ( 1 8 4 2 ) A M e r k u r c s o m ó p o n t j a i n a k s z e k u l á r i s m o z g á s á b ó l 3 6 2 0 1 7 
L e V e r r i e r ( 1 8 4 3 ) A M e r k u r p á l y a e l e m e i r e v o n a t k o z ó s z á m í t á s a i -
n a k k o r r i g á l á s á v a l 3 9 0 0 0 0 
H a n s e n és O l u f s e n ( 1 8 5 3 ) A N a p r a v o n a t k o z ó t á b l á z a t a i k b ó l 408 1 3 4 
L e V e r r i e r ( 1 8 5 8 ) A N a p r a v o n a t k o z ó t á b l á z a t a i b ó l 4 0 0 2 4 6 
L e V e r r i e r ( 1 8 6 1 ) A M a r s r a v o n a t k o z ó t á b l á z a t a i b ó l 4 1 2 1 5 0 
H i l l ( 1872 ) A V e n u s c s o m ó p o n t j a i n a k m o z g á s á b ó l 4 2 7 2 4 0 
P o w a l k y ( 1 8 7 6 ) N a p é s z l e l é s e k b ő l 396 9 8 0 
T i s s e r a n d ( 1 8 8 1 ) A z e k l i p t i k a f e r d e s é g é n e k v á l t o z á s a i b ó l 4 2 5 5 0 0 
N e w c o m b ( 1 8 8 2 ) A z ö s s z e s r e n d e l k e z é s r e á l l ó a d a t o k a l a p j á n 4 0 5 0 0 0 
A j e l e n l e g e l f o g a d o t t é r t é k 408 0 0 0 
V . T Á B L Á Z A T 
A N a p és a F ö l d 
Szerző M ó d s z e r tömegének v i szonya 
P l a n a ( 1 8 3 2 ) H o l d é s z l e l é s e k b ő l 5 3 2 3 5 9 
H a n s e n (1863 ) H o l d é s z l e l é s e k b ő l 3 1 9 4 5 5 
L e V e r r i e r ( 1 8 7 2 ) A F ö l d n e k a t ö b b i b o l y g ó r a g y a k o r o l t v o n z ó -
h a t á s á b ó l 3 2 4 4 9 0 
T i s s e r a n d ( 1 8 8 1 ) L e V e r r i e r k é p l e t é n e k e l e m z é s é v e l 325 7 0 0 
A j e l e n l e g e l f o g a d o t t é r t é k 3 2 9 4 0 0 
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A számításoknál jelentős szerepet játszik az égitest tömege és átlagsűrűsége. 
Az idevonatkozó adatokban is meglehetősen nagy a bizonytalanság, különösképpen 
a Venus esetében. A tömegre illetve a sűrűségre vonatkozó adatok az idők folyamán 
az alábbiak szerint változtak [3, 4] : 
V I . T Á B L Á Z A T 
Szerző 
A Föld és a H o l d 
Sze rző 
A F ö l d és a Ho ld 
tömegének viszonya t ö m e g é n e k viszonya 
N e w t o n ( 1 6 8 7 ) 39 ,8 B e r n o u l l i ( 1 7 3 8 ) 7 0 , 0 
L a p l a c e ( 1 8 1 8 ) 69 ,3 L a p l a c e ( 1 8 2 4 ) 7 4 , 9 
L u b b o c k ( 1 8 3 1 ) 6 6 , 7 H a u g h t o n ( 1 8 5 4 ) 6 3 , 0 , - 9 5 , 0 
L u b b o c k ( 1 8 6 0 ) 66 ,3 ? H a u g h t o n ( 1 8 6 2 ) 6 5 , 4 - 8 5 , 0 
H a u g h t o n ( 1 8 6 6 ) 6 4 , 6 H a u g h t o n ( 1 8 6 6 ) ( t í z á r -
a p á l y é s z l e l é s b ő l s z á m í t o t t 
k ö z é p é r t é k ) : 6 0 , 4 
F i n l a y s o n ( 1 8 6 7 ) 8 7 , 9 F e r r e l ( 1 8 7 0 ) 7 8 , 6 
F e r r e l ( 1 8 7 1 ) 75 ,1 F e r r e l ( 1 8 7 4 ) 7 8 , 0 
8 1 , 7 
73 ,3 
8 0 , 1 
7 6 , 6 
7 8 , 6 
F e r r e l ( 1 8 8 2 ) 7 7 , 2 F e r r e l ( 1 8 7 8 ) 83 ,3 
68 ,1 
8 8 , 0 F e r r e l ( 1 8 8 3 ) 7 7 , 1 
A j e l e n l e g e l f o g a d o t t é r t é k 8 1 , 2 7 1 
V I I . T Á B L Á Z A T 
Szerző 
A bo lygók át lagos sű rűsége , g c m - 3 egységben 
M e r k u r V e n u s M a r s 
T o d d ( 1 9 0 0 ) 6 , 6 0 4 , 1 3 
N e w c o m b ( 1 9 0 8 ) — 5 , 2 0 4 , 1 2 
S c h e i n e r ( 1 9 1 5 ) 4 , 4 0 5 , 2 2 4 , 4 5 
R a a be ( 1 9 2 6 ) — — 3 , 8 4 
T r u m p l e r ( 1 9 2 6 ) — — 4 , 2 1 
J e f f r e y s ( 1 9 3 7 ) 4 , 3 0 ± 0 , 9 5 5 ,03 + 0 , 1 2 3 , 9 5 8 + 0 ,031 
W h i p p l e ( 1 9 4 1 ) 3 , 8 0 4 , 8 6 3 , 9 6 
R ü s s e l , D u g a n és S t e w a r t ( 1 9 4 5 ) 4 , 1 0 4 , 9 0 3 , 8 5 
R a b e ( 1 9 5 0 ) 5 , 3 0 + 0 , 5 0 4 , 9 9 + 0 , 1 5 3 , 9 3 ± 0 , 0 4 
S m a r t ( 1 9 5 1 ) 3 ,73 5 ,21 3 , 9 4 
U r e y ( 1 9 5 2 ) 5 , 0 0 4 , 8 8 4 , 2 0 
D o l l f u s ( 1 9 5 2 ) • — — 4 , 1 2 
M ü l l e r ( 1 9 5 5 ) 6 , 1 0 — — 
U r e y ( 1 9 5 7 ) 5 ,46 ( 4 , 5 8 ) 5 , 0 6 4 , 2 4 ( 4 , 1 7 ) 
D e M a r c u s ( 1 9 5 9 ) — 5 , 0 6 — 
W i l d t ( 1 9 6 1 ) 5 , 4 6 5 , 0 6 4 , 1 2 
A j e l e n l e g e l f o g a d o t t é r t é k e k [5 ] 5 ,13 4 , 9 7 3 , 9 4 
A fentiekben szereplő, tudománytörténeti szempontból igen érdekes adatok 
magyar publikációkban mind ez ideig még nem jelentek meg. 
A Venus belső szerkezetére vonatkozó korábbi vizsgálat alkalmával [2] a 
ß = 4 , 9 7 g c m - 3 értéket fogadtuk el, £ = 6,2-108cm sugárnagyság mellett. Kimutat-
2 F iz ikai F o l y ó i r a t X I / 4 
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tuk, hogy ezeknek megfelelően a Venus centrumában uralkodó nyomás ( jó közelí-
téssel) : 
Pc = 279,04-1010 din c m - 2 . [20] 
A Venus esetében, ahol n = 2, az átlagos sűrűséget a következő képlet fejezi ki* : 
- _ i?2r2+g) i ( f i 3 - / - l ) + g l ( n ~ r j ) p j j 
2. ábra. A V e n u s b e l s ő s z e r k e z e t e 
* A z e g y i k e l s ő r e n d ű s z e i z m i k u s t ö r é s f e l ü l e t e t a k é r e g a l s ó h a t á r f e l ü l e t e m e n t é n t a l á l j u k , 
a m á s i k a t a f é m e s m a g h a t á r a k é p v i s e l i . A L e h m a n n - f é l e ö v s z e r ű d i s z k o n t i n u i t á s — a m i n t a k é s ő b b i -
e k b ő l is l á t n i f o g j u k — a V e n u s n á l h i á n y z i k . 
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A megfelelő numerikus értékek: 
/"i = 6,17-108 cm (feltevés: t = R-rx = 3,0-106 cm), 
gk = 2,!Q g c m - 3 (feltevés: a kéreg gránitszerű kőzetekből áll). A [21] kifejezés 
akkor szolgáltatja a helyesként elfogadott 0=4,97-es értéket, ha a magsugár, 
r2 = 2,404-108 cm [22] 
továbbá a köpeny átlagsűrűsége: 
g1 =4 ,59 g c m - 3 [23] 
és a mag átlagsűrűsége: 
g2 =11 ,57 g c m - 3 . [24] 
A [22]-ben, [23]-ban és [24]-ben említett értékeket azonban csakis abban az 
esetben kapha t juk meg, ha a [2] dolgozatban már említett X tényezőt 2,52-nek 
választjuk: 
Я - Ь . [251 
A Földre vonatkozó Я paraméter numerikus értéke 2,20 (az 1947. évi Bullen-
féle „extrém" földmodellnek megfelelően). 
Az r2, a gx és a g2 mennyiségeket a következőképpen határozhatjuk meg: 
A [2] értekezésben kimutattuk, hogy 
0,6 nGégl-P* i 
ahol Pk a kritikus nyomás, 
[26] 
Pk = 137-1010 din c m - 2 , [27] 
Pc a Venus centrumában uralkodó nyomás, amelyet [20]-ban már közöltünk, G a 
gravitációs együttható és g0 az úgynevezett R0 sugarú hipotetikus bolygó átlag-
sűrűsége; 
0o = 5,553 g c m - 3 . [28] 
A kritikus nyomás: 
[29] 
ahol p egy korrekciós tényező (1. alább). 
A fémes mag határát éppen az jellemzi, hogy ott a nyomás egyenlő a kritikus 
értékkel. [29]-ből viszont kiszámítható az (r2, R) intervallum о átlagsűrűsége: 
1,3 ВО. ( 1-4 
[30] 
2* 
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Az itt is szereplő p korrekciós tényező é r t éke : 
p = 1,4769. [31] 
Az (r2, R) intervallumra vonatkozó ä nem más, m i n t a köpeny és a kéreg 
együttes átlagsűrűsége. Ez a mennyiség az alábbiak szerint is felírható: 
- ( ^ - r f l g k + Ç r j - ^ g !
 m l 
ahonnan 
C i - t f ^ í • L33J 
Behelyettesítve a megfelelő numerikus ér tékeket , а Я = 2,52 értéket a lka lmazva: 
r2 =2 ,404-10 8 cm, [34] 
<7 = 4,568 g c m - 3 , [35] 
ë i =4 ,59 g c m - 3 [36] 
C S 
= 11,5668=11,57 g c m - 3 , [37] 
megfelelően a [22], [23] és [24]-ben közöl teknek. 
Számításokat végeztünk arra vonatkozóan, hogy mennyiben módosu lnának 
a különböző, szereplő tényezők numerikus értékei abban az esetben, ha а Я mennyi-
séget vál toztatnánk. Eredményeinket а V I I I . táblázatban foglaljuk össze. 
V I I I . T Á B L Á Z A T 
r2 X ~<J e i C?2 5 
2 , 0 0 3 , 0 2 9 - 1 0 8 4 , 8 2 4 , 8 2 < ( 5 i < 4 , 8 6 9 , 6 4 < É > 2 - = 9 , 6 8 5 , 3 5 < £ ? - = 5 ,39 
2 , 2 0 2 , 7 5 0 - 1 0 « 4 , 7 0 4 , 7 0 - = < 4 , 7 4 1 0 , 3 6 - = ( U - = 1 0 , 4 0 5 , 1 8 - = ë < 5 , 2 2 
2 ,48 2 , 4 4 2 - 1 0 8 4 ,58 4 , 6 1 1 1 , 4 3 4 , 9 9 
2 ,50 2 , 4 2 3 - 1 0 8 4 , 5 7 5 4 , 6 0 1 1 , 5 0 4 , 9 8 
2 ,52 2 , 4 0 4 - 1 0 8 4 ,568 4 , 5 9 1 1 , 5 7 4 , 9 7 
A következő feladat a Venus magja, illetve köpenye sűrűségfüggvényének meg-
határozása. 
A centrális nyomás, a m i n t a [20] összefüggésben l á tha tó , 279,04-1010 d i n c m - 2 . 
Ez, ha a Fö ld és a Venus kémia i összetétele azonosnak tek in the tő — ami kétségkívül 
plauzibilis feltevés — a F ö l d belsejében 4470 km mélységnek felelne meg. Minthogy 
a földmag-belső határát képviselő Lehmann-féle törési öv mélysége 4982 — 5121 km, 
s az ennek megfelelő n y o m á s 3,17-W1 2 d in c m - 2 —3,27-101 2 din c m - 2 , amelyek 
közül a Venus centrális nyomása még az alacsonyabb ér téket sem éri e l : kétség-
telennek tekinthető, hogy a Venus magján belül a földmag-belsőnek megfelelő ultra-
nagynyomású módosulat semmi esetre sem valósulhatott meg. Miután pedig a bolygó-
mágnesség jelenlegi ismereteink szerint elsősorban a mag-belsőhöz kötött és abból 
származtatható jelenségkomplexum, ezért a Venus esetében — ahol tehát a mag-belső 
TERRES ZTRIKUS-TÍPUSÚ BOLYGÓMODELL П SZÁMÚ SZEIZMIKUS TÖRÉSFELÜLET LÉTEZÉSE ESETÉN 2 8 1 
2900km 
5120 km. 
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köpeny 
forgástengely 
. 5,577 
34~!6km 
3.33 
q = 3,94 
9 -4 ,97 
Hold 
3. ábra. Ö s s z e h a s o n l í t á s a F ö l d , a V e n u s , a M a r s és a H o l d b e l s ő fe lép í tése k ö z ö t t . É r d e k e s m e g -
e m l í t e n i , h o g y a M a r s és a G u t e n b e r g — W i e c h e r t - f é l e f e l ü l e t t e l h a t á r o l t f ö l d m a g m a j d n e m p o n -
t o s a n a z o n o s m é r e t ű e k , a H o l d á t m é r ő j e p e d i g i g e n k ö z e l á l l a f ö l d m a g s u g a r á n a k m é r e t é h e z . 
hiányzik — csak igen gyenge mágneses térre számíthatunk. Valóban, a Mariner-II 
kozmikus űrhajó mérései teljes mértékben igazolták ezt a felfogást, szemben Houtgast 
és más kutatók korábbi véleményével, amely szerint a Venus sajátmágnessége erősebb 
lenne a Földénél. Nyilván a mag-belső hiánya, illetőleg a mágneses tér viszonylagos 
jelentéktelensége az oka annak is, hogy a Mariner-II nem észlelt a földi Van Allen-féle 
sugárzásövezethez hasonló zónát a Venus környezetében.*) 
* A m i n t i s m e r e t e s , a I I . s z o v j e t h o l d r a k é t a k i m u t a t t a , h o g y a H o l d n a k — l e g a l á b b i s 6 0 y 
t é r e r ő s s é g i g — n i n c s m á g n e s e s t e r e és m a g n e t o s z f é r á j a . E z a m é r é s i t é n y h a s o n l ó k é p p e n i n d o k o l -
h a t ó , a z z a l az e g y k ü l ö n b s é g g e l , h o g y a H o l d b e l s e j é b e n n e m c s a k a m a g - b e l s ő n e k m e g f e l e l ő u l t r a -
n a g y n y o m á s ú f á z i s , h a n e m a m a g - k ü l s ő t l é t r e h o z ó n a g y n y o m á s ú f á z i s is h i á n y z i k j e l e n l e g . M á s 
s z ó v a l a H o l d n a k e g y á l t a l á n n i n c s m a g j a és v a l ó s z í n ű l e g u g y a n e z a h e l y z e t á l l f e n n a N a p r e n d s z e r 
t ö b b i h o l d j a i n á l , v a l a m i n t a M e r k ú r n á l , P l ú t ó n á l és f e l t e h e t ő l e g a M a r s n á l is . 
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A Föld belsejében, 4470 km mélységben, ahol tehát a Venus centrális nyomásával 
azonos értékű nyomás uralkodik, a sűrűség 11,58g c m - 3 . Ezt az ér téket a két égi-
test kémiailag azonos összetételének feltételezése mellett úgy tekinthet jük, mint a 
Venus centrális sűrűségét. Jelöljük ezt az értéket a2-ve 1: 
a2 = 11,58 g c m - 3 . [38] 
Tud juk másrészt, hogy a mag átlagsűrűsége 11,57 g c m - 3 , amiből r ö g t ö n követ-
kezik, hogy a Venus magja majdnem tökéletesen homogén, homogénebb, mint a Hold. 
A mag sűrűségfüggvénye a m o n d o t t a k figyelembevételével most m á r könnyen 
előállítható. Korábban [1] már igazoltuk, hogy bármely /-re 
Ese tünkben: 
ahonnan 
Minthogy pedig 
3 
Qi = a > — j b t . [39] 
3 
t>2=a2---b2, [40] 
b2 =0 ,016 . [41] 
a2=b2+c2, [42 
ezért 
c2 = 11,563 s 11,56. [43] 
A sűrűségfüggvény általános a lakja az ( r i + 1 , rt) intervallumban, a h o l г1+1<гр 
ei(ri+1,ri) = al-bi\-— . [44] 
1 
H a / = 2, akkor ri+i=r2=0, a Venus esete: 
Q2<r3,r2) = e2<0,r2)= 11,58-0,0160^ . [45] 
[45]-ben tehát megkaptuk a Venus magjának sűrűségfüggvényét. Vizsgálatunk 
következő lépése a köpeny sűrűségfüggvényének előállítása. 
Amint a korább iakban már emlí tet tük, a Venus esetében — a Fö ldéhez hason-
lóan — 30 k m átlagvastagságú, homogén kérget tételezünk fel, 2,70 g c m - 3 sűrű-
séggel. A kéreg elhanyagolásával végső számítási eredményeink csak jelentéktelenül 
módosulnának . 
Tegyük fel, hogy a kéreg alsó ha táránál , éppúgy, mint a Föld esetében is, a 
sűrűség 2,7-ről 3,3-ra ugrik. Tehát 
с y = 3 , 3 0 . [46] 
Álta lános esetben felírható, hogy 
b i = 2 , 5 ( ё ( - с , ) . [47] 
Mivel pedig ó i = 4 , 5 9 g c m - 3 , ezért 
b y = 3,225. [48] 
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Másrészt az a, = 6, + c,- összefüggés alapján 
űj =6,525. 
A Föld esetében 
A Venusnál: 
00. 
с 2 — = 5,035. 
A köpeny sűrűségfüggvénye tehá t : 
Qi(r2 , r i ) = 6,525 - 3 , 2 2 5 r, -r, 
p -4.97g cm'3  
в -0.370 
A -2,52 
0 1000 
centrum 
2000 2404 3000 4000 5000 
[49] 
[50] 
[51] 
[52] 
6000 6200 
felszín 
4. ábra. A V e n u s r a v o n a t k o z ó fizikai p a r a m é t e r e k és a b e l s ő s ű r ű s é g e l o s z l á s . A B u l l e n - f é l e V e n u s -
m o d e l l sze r i n t a k ö p e n y á t l a g s ű r ű s é g e 4 ,55 g c m - 3 , a m i i g e n j ó l e g y e z i k a s z e r z ő á l t a l s z á m í t o t t 
4 , 5 9 g c m - 3 é r t é k k e l . B u l l e n s z e r i n t a z o n b a n a m a g k ö z e p e s s ű r ű s é g e k b . 1 2 , 1 2 g c m 3 , 
s z e m b e n a z á l t a l u n k k a p o t t 1 1 , 5 7 g c m - 3 é r t é k k e l . 
A [10] —[19] képletsorban már láttuk, hogy miként számítható ki a belső szer-
kezetre vonatkozó feltevések mellett a vizsgált égitest tehetetlenségi nyomatéka és 
relatív tehetetlenségi nyomatéka. Az ott lefektetett elvek alapján 
[53] 
ahol Ik a kéreg tehetetlenségi nyomatéka valamely, a centrumon áthaladó, tengelyre 
vonatkoztatva, továbbá /
х
 a köpeny és I2 a mag tehetetlenségi nyomatéka. 
A számítások szerint: 
Ik = 992,219-1040 gern 2 , [54] 
[55] 
[56] 
= 68056,704-1040 gem 2 , 
í 2 = 1554,406-1040 g cm2, 
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tehát a Venus tehetetlenségi nyomatéka: 
/ = 70603,329-104 0 g cm2. [57] 
A Venus tömege: 
R 
M = J á n g C 2 7Ç = 4959,105-1024 g [58] 
о 
és így 
MR2 = 190627,9962-1040 g cm 2 . [59] 
Ezeknek felhasználásával a Venus relatív tehetetlenségi nyomatéka: 
0 = m ^ = 0 ' 3 7 0 - [ 6 0 ] 
Érdemes még kiszámítani a magra vonatkozó ada toka t is. A tömeg : 
M2= 672,7955-102 4 g [61] 
M2r\ = 3888,0852-1040 g cm2 [62] 
tehát a Venus-mag tehetetlenségi nyoma téka ; I2 figyelembevételével a relatív tehe-
tetlenségi nvomaték: 
9 2 = 0,39985. [63] 
— A relatív tehetetlenségi nyomaték meghatározására szolgáló, a bo lygó belsó' 
szerkezetéből levezetett e l járás természetszerűleg a Naprendszer más terresztrikus-
típusú égitestjei (Merkur, P lú tó , nagyobb bolygóholdak) esetében is a lkalmazható . 
Egy későbbi tanulmányban ebből a szempontból a M e r k ú r t tesszük vizsgálat tár-
gyává. A M a r s és a Föld esetében pedig a relatív tehetetlenségi nyomaték ismeretében 
felállíthatjuk a köpeny sűrűségfüggvényét, illetőleg ellenőrizhetjük az e bo lygók fel-
építésére vonatkozóan m á r kialakult képet . 
Ezt a dolgozatot a nemrégiben elhunyt kiváló francia csillagász, F e l i x C h e m l a -
L a m è c h emlékének a ján l juk . 
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RADIOAKTÍV ANYAGOK ABSZOLÚT MÉRÉSE I.* 
Mérések 47t proporcionális számlálóval 
D É Z S I I S T V Á N és F E H É R I S T V Á N 
K ö z p o n t i F i z i k a i K u t a t ó I n t é z e t , B u d a p e s t 
Bevezetés 
A radioaktív anyagok széles körű alkalmazása a tudományos kutatásban, ipar-
ban és gyógyászatban szükségessé teszi ezen anyagok abszolút aktivitásának (Curie 
egységben való) ismeretét. Az abszolút aktivitás ismeretére van szükség a tudományos 
kutatásban sugárzásmérő detektorok hatásfokának megállapításához, magreakciók 
hatáskeresztmetszetének meghatározásához, sugárvédelmi mérésekhez, aktivációs 
analitikai vizsgálatokhoz. Továbbá radioaktív standard preparátumok alkalmazása 
lehetővé teszi, különböző laboratóriumokban végzett vizsgálatok eredményeinek 
összehasonlítását. 
Abszolút aktivitás mérésnek nevezzük azt a mérést, melynél a technika jelenlegi 
fejlettsége mellett, a korrekciók összege nem teszi ki a mért mennyiség 10%-át és 
a mérés valószínű hibája kisebb ±2%-ná l . Minden olyan módszer, mely eleget tesz 
a fenti követelménynek, primer standardok bemérésére alkalmazható. 
A mérések pontosságával szemben támasztott igények eltérőek, s ez a tény a 
mérőmódszer megválasztását is meghatározza. 
Az I. táblázatban összefoglaljuk a különböző pontosságú abszolút aktivitás 
méréshez szükséges standard preparátum igényt. 
I . T Á B L Á Z A T 
K ü l ö n b ö z ő p o n t o s s á g ú m é r é s e k h e z t a r t o z ó s t a n d a r d o k és m é r é s i m ó d s z e r 
H i b a M ó d s z e r 
— i 1 0 % a és ß s u g á r z ó k esetén b á r m e l y r e l a t í v m é r ő e s z k ö z z e l , a n n a k s z á m í t o t t t o t á l i s 
h a t á s f o k á n a k f e l h a s z n á l á s á v a l m e g m é r h e t ő a f o r r á s a k t i v i t á s a . 
± 2 - 1 0 % H a s o n l ó b o m l á s s é m á j ú v a g y sa já t a k t í v m a g b ó l k é s z ü l t s z e k u n d e r s t a n d a r -
d o k k a l v a l ó ö s s z e h a s o n l í t á s s a l . 
* ± 2 % S a j á t p r i m é r s t a n d a r d d a l t ö r t é n ő ö s s z e h a s o n l í t á s s a l . 
A fentieket figyelembe véve, mivel < ±2%-os abszolút aktivitásokat kívántunk 
mérni sorozatban, primér standardokat állítottunk elő az általunk megépített 4л 
proporcionális számláló segítségével, melyről jelen cikkünkben számolunk be. 
Továbbá összeállítottuk ugyanerre a célra ß — y koincidencia berendezést és nagyobb 
aktivitás méréséhez használható y-referencia kamrát, ezekről és a három berendezés 
egymással való összehasonlító méréseiről ebben a folyóiratban másik közleményünk-
ben számolunk be. 
* É r k e z e t t 1963. m á r c . 31 . 
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I. Leggyakrabban alkalmazott abszolút mérési módszerek 
Az abszolút aktivitás meghatározására alkalmazott módszerek közül a legmeg-
bízhatóbb a számlálási módszer (meghatározot t térszög módszere, 4к számlálás, 
ß — y vagy у — у, Anß — y koincidencia), továbbá a kalometrikus módszerek. Meg-
ál lapí tható az, hogy mindig a kérdéses radioaktív izotóp sugárzásnak minősége és 
aktivitása határozza meg, melyik a legalkalmasabb a fenti módszerek közül . 
1. Számlálási módszer 
1,1 M e g h a t á r o z o t t t é r s z ö g m ó d s z e r e . 
A vizsgálandó, geometriailag jól meghatározot t mintából kilépő a vagy ß 
részecskék számát ismert távolságból egy ismert á tmérőjű és megszólalási valószínű-
ségű sugárzásdetektorral kell számlálni s akko r a prepará tum aktivitása egyszerű 
geometriai számítással kapható. Amennyiben > 0 , 5 MeV max. ß energiájú sugárzás 
mérése a feladat, végablakos GM-cső használható. A mért Nm és valóságos Nv 
aktivitás között az alábbi összefüggés áll f enn : 
Nm =G-fm-fv-fö-frfa-fh-Nv  
G = hasznos térszög, mely alatt a számláló a forrásból látható 
fm = megszólalási valószínűség 
/ „ = visszaszórási tényező 
fö = önszórási és önabszorpciós tényező 
f f = falaktól való visszaszórási tényező 
fa = a d ia f ragma által meghatározot t szögben átbocsátási tényező, mely a 
levegő, a számláló ablak és töltőgáz együttes sugárelnyelésének felel 
meg 
fh = holt idő korrekció. 
A fenti korrekciók korlátozott pontosságú ismerete folytán ezzel a módszerrel 
± 5 — 10% mérési pontosság érhető el. Ez a módszer már alig tesz eleget az abszolút 
módszer kri tér iumának, mivel a korrekciók nagysága a mért mennyiség 10%-a, 
a korrekciók valószínű hibája pedig az 50%-ot is eléri. 
1,2. 4 л s z á m l á l á s . 
A mérendő forrás t a számláló belsejébe helyezik és így minden 4л térszögbe 
kibocsátot t részecske bejut a számláló terébe. 
А 4л számlálók csoport jába az alábbi t ípusú számlálók tar toznak: 
a) 4л G M számlálók 
b) 4л proporcionális számlálók 
c) 4л szcintillációs számlálók 
ca) 4л kristály szcintillációs számláló. A radioaktív forrást két antracén kris-
tály közé helyezik. 
eb) Folyadék szcintillátor. A radioaktív anyag a szcintilláló fo lyadékban van 
feloldva vagy szuszpendálva. 
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1,3. K o i n c i d e n c i a m ó d s z e r . 
Azokban az esetekben, mikor a bomlás egyidejűleg ( < 1 0 - 7 sec-on belül) két 
vagy több részecske kibocsátásával já r , akkor a koincidencia módszer alkalmazható. 
Vegyünk két tipikus bomlási sémát (1. ábra). 
Nß = A ß csatornában észlelt impulzusszám 
Ny = A y csatornában észlelt impulzusszám 
Nßy = A koincidenciák száma 
fß — A ß detektor megszólalási valószínűsége 
fy = Ay detektor megszólalási valószínűsége 
N0 = A forrásban végbemenő bomlások száma időegységenként 
Pk és P2 = Elágazási arányok 
fßI fß-i = A megszólalási valószínűségek a két bétacsoportra vonatkozóan. 
Az I. bomlási típus-
hoz tartozó (1) összefüg- -EL 
gésből látható, hogy az Д , (§ valószínűséggel) 
abszolút bomlásszám há- —n 
r o m mérési adatból köz- (g valószínűséggel) 
v//},', 7777 
YA 
vetlenül kapható. 
A II. esetben ismerni 
kell az elágazási a rányokat Nß=fßN0 iß'fß,p)N,-fß2p2Na 
és a két béta csoportra aß
 n -/ n n - f p,n 
hatásfokok arányát . Az ' ' 
előbbi magspektroszkópiai N n ' l y U p 
ada t , sok esetben nem is- A/»7V. , 1 nin, 
f ) ^ - ^ t - ^ - i r 1 - (2) meretes kielégítő pontos- nßi ( l ' * Д fa r у 
sággal, az utóbbi két hatás- ' fn * 
fok tényező pedig tovább 1. ábra. A ß - y k o i n c i d e n c i a m ó d s z e r a l k a l m a z á s a ké t e g y s z e r ű 
növeli a módszer hibafor- b o m l á s s é m á j ú m a g r a 
rásainak számát. 
Mivel a mérni kívánt a tommagok többnyire а II. esetnél is komplikáltabban 
bomlanak , és a sugárzás szögkorrelációja sem izotróp, a sok korrekciós tag hatására 
megnő a módszer hibája . Következő cikkünkben ezzel a problémával részletesebben 
fogunk foglalkozni. 
A koincidencia módszer alkalmazható kaszkád gamma- és elektron befogásos 
emisszió (pl. C o 6 0 mag, illetve A u 1 9 6 ) esetén is. Az utóbbinál röntgen-gamma 
koincidenciákat kell megszámlálni. 
1,4. 4 n ß — y k o i n c i d e n c i a m ó d s z e r . 
Az utóbbi években egyesítették a 4nß és ß — y koincidencia mérés módszerét 
s kialakult a 4nß.— y koincidencia módszer. 
A berendezés detektorainak vázlatos elrendezése a 2. ábrán látható. 
Az 1. ábrán a I I . bomlási séma alapján látható, amennyiben a két ß csoportot 
azonos valószínűséggel sikerül detektálni, akkor a (2) összefüggés első tagja egyet 
ad . Amikor a ß csopor tok maximális energiája nem nagyon különbözik (nagyság-
rendben egyezik) a 4nß számlálónak a hatásfoka, mindegyikre azonosnak vehető, 
s a ß — y koincidencia módszerrel kombinálva igen pontos eredményt ad. 
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Ez a módszer az eddig a lkalmazot t abszolút mérések közül a legpontosabb 
értéket szolgáltatja, mivel a 4nß számlálóval ellentétben, a for rásban létrejövő 
önabszorpció a mérés eredményét nem befolyásolja, a ß — y vagy y — y koincidencia 
módszerrel ellentétben pedig az ott a lkalmazott t ö b b esetben ponta t lan korrekciók 
szükségtelenek. Az elérhető pontosság 0,1 — 1% kö-
zött van. A módszer alkalmazhatósága ebben az 
esetben is a ß — y koincidenciákat szolgáltató aktív 
magokra korlátozódik. 
2. Kalorimetria 
A forrás által kibocsátott sugárzás kinetikai 
energiája elnyelődik s a felszabaduló hőmennyiséget 
mikrokalor iméterben mérik. A ß részek spekt-
r u m á n a k ismerete alapján az aktivitás Curie egy-
ségekben kiszámítható. 
Nagyobb aktivi tások relatív mérésére igen jó, de a módszer technikai igényessége 
miatt nem terjedt el széles körben. 
И. 4л proporcionális számláló 
Az első 4л térszöget megközelítő számlálóról 1944-ben számolt be Simpson [1]. 
Az első valóban 4л számlálóról 1948-ban számolt be Haxel és Houtermans [2]. 
Azóta számos helyen írtak hasonló berendezésekről [3, 4, 5, 6]. Több fontos vonat-
kozásról azonban, így a használt elektronikus erősítő sajátságainak hatásáról a 
számlálási eredményre, konstrukciós megoldásokról stb. nem számoltak be. Jelen 
c ikkünkben ezekre is részletesen ki térünk. 
A detektor elvi működése 
A számláló belsejében, ál talában annak geometriai középpont jában foglal 
helyet a mérendő radioaktív forrás, s a számláló teljes térszögben detektál ja az 
emittált sugárzást. A részecskék szóródása a méréseredményeket nem befolyásolja 
a ha tá rozot t térszög módszerével ellentétben. A számláló gázban a primer ionizáció 
során keletkezett i onok az elektromos tér hatására többszöröződnek és a számláló 
anód ján a gázsokszorozás után felerősített, kü lönböző ampli túdójú, e lekt romos 
impulzusok jelennek meg a részecske specifikus ionizációjától függően. 
Amennyiben a mérendő radioaktív mag gerjesztett állapotot hoz létre s a gamma 
átmenet erősen konvertál t , továbbá a gerjesztett nívó élettartama hosszabb, mint 
a számláló felbontási ideje, abban az esetben a megszámlált konverziós e lekt ronok 
számát korrekcióba kell venni. (Ilyen pl. a C s 1 3 7 mag.) 
A számlálás során akkor mérünk helyesen, ha a mérés körülményeit úgy választ-
juk meg, hogy a megszólalási valószínűség a legjobban megközelítse 1-et. T ö b b 
tényező csökkentheti , illetve növelheti ezt az értéket. 
Növelhet i : 
a) A számláló gázban a lavina kialakulása alatt metastabil gerjesztett á l lapotok 
jönnek létre, melyeknek élettartama hosszabb a számláló felbontási idejénél. A fel-
-NaJ (Ti) kristály 
xß-számláló 
^NaJ (Ti) kristály forrás 
i У i 
2. ábra. 
4:iß — y k o i n c i d e n c i a b e r e n d e z é s 
d e t e k t o r a i n a k v á z l a t o s e l r e n d e z é s e 
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bontási időn túl emittált f o t o n o k fotoelektromos hatás során a számláló fa lából 
szekunder elektronokat vál tanak ki, melyek ú j abb impulzust kelthetnek. 
b) A számláló gáz elektronegatív szennyezést tartalmaz s a lassan mozgó 
negatív ionok a felbontási időn túl érkezve az anódra ú jabb impulzust keltenek. 
c) Nagy ampli túdójú jelek esetén az erősítő berendezés tovább i impulzusokat 
termel. 
Csökkenthet i : 
a) A gáz sokszorozási tényező alacsonyabb a kívánt ér téknél . 
b) A számláló geometriája kisebb 4л térszögnél. 
c) A forrás intenzitása olyan nagy, hogy „koincidencia" veszteség lép fel a 
számlálóban. 
d) A primer ionizáció statisztikus jellege miat t az ionizáció elmarad. 
A kísérleti körülmények megválasztásával elérhető, hogy a megszólalási való-
színűség a kívánt pontosságnak megfelelően egy legyen. 
Jelentős előnye a proporcionális számlálónak, hogy a hol t idejük kicsiny (2— 10 
psec) s így abban nagyobb aktivi tású prepará tumok (0,05 p.c) is kielégítő pontosság-
gal mérhetők. 
III. A méréshez használt számláló felépítése 
A számláló (3. ábra) két fé lgömb alakú 70 mm átmérőjű sárgaréz kamrából áll. 
A kamra szimmetria síkjában helyezkedik el a forrástartó. A számlálóba teflon 
szigetelőkön keresztül nyúlik be az anódszálat t a r tó rézrúd. Az a n ó d 30 ja á tmérő jű 
hurok alakú molibdén szál. A szál befogására a 3. ábrán l á tha tó tartószerkezet 
szolgál, mely a szál biztonságos befogását és az esetleges csere egyszerű lehetőségét 
biztosítja. Az anódszál és fo r rás ta r tó közötti minimális távolság 11 mm. A mérés-
hez használt gáz a 3. ábrán l á tha tó vezetéken át ju t a számlálóba 15 olaj m m túl-
nyomáson. 
A méréshez használt gáz 
Nagy tisztaságú metángázt 
használ tunk, mely 1 ml/sec sebes-
séggel á ramlot t át a számlálón. 
A gáz tisztaságát [7] tömegspekt-
rométerrel ellenőriztük, az analí-
zis az alábbi eredményt a d t a : 
anód bevezetés 
anód hurok 
Vegyület Térfogat % 
CH4 99,005 
СгНб 
0,7 
СэН8 0,06 
Na 0,2 
Oá 0,005 
CO2 0,03 
yáz be-és/ 
kivezetés 
anódszál tartó 
tomdes 
preparátum 
3. ábra. 4.1 számláló kamra és az anódszáltartó 
N e m észleltük a beütésszámnak a gáz áramlási sebességtől va ló függését. 
A mérések előtt a számlálót kb . 3 ml/sec áramlási sebességgel 30 percen keresztül 
kellett kiöblíteni. 
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Az elektronikus berendezés 
Az alkalmazott berendezés b lokksémája a 4. ábrán lá tha tó . 
Nagyfeszültség-forrásként 5 kV-os 1 0 " 3 stabilitású tápegységet használ tunk. 
Tekintettel arra, hogy a proporcionális számláló a n ó d j á n a primer ionizáció 
során létrejövő' ionok számával arányos ampli túdójú jelek je lennek meg, az alkal-
mazott eró'sító' rendszernek olyan-
nak kell lenni, hogy veszteség 
nélkül erősítse a széles ampl i túdó 
t a r tományban eloszló je leket . 
A számláló anódjára érkező 
minimális töltés, melyet az elekt-
ronikus számláló regisztrál, a 
berendezés elektronikus paramé-
tereiből kiszámítható. A meg-
felelő pr imer ionizáció ebből 
meghatározható . A mért para-
méterek : 
Az erősítési tényező maximálisan: 1 , 5 X 1 0 4 . 
A számláló érzékenysége : 3 V. 
A k a m r a anódja és az erősítő bemenetének kapaci tása: 50 pF. 
A regisztrálásra kerülő minimális jelfeszültség: 0,2 mV, ennek létrehozására 
szükséges töltés: Ы 0 " 1 4 coulomb. A gáz erősítési tényezője ß számláláskor 1,5-104. 
Ennek a lapján a rendszer a primér fo lyamatban létrejövő négy ionpárt is képes 
4. ábra. A s z á m l á l ó b e r e n d e z é s b l o k k s é m á j a 
Erősítés 
ю
3] 
10~ 
5. ábra. A z e r ő s í t ő b e m e n ő j e l a m p l i t ú d ó - e r ő s í t é s i t é n y e z ő f ü g g v é n y e 
és a s z á m l á l ó b e m e n ő k ö r e 
и  
w( mv 
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regisztrálni. A ß spektrum alacsony energiájú részéhez tartozó részecskék biztonságos 
megszámlálásához szükséges ez az érzékenység. 
Abban az esetben ha a ß sugárzás mellett a részeket is kívánunk számlálni , 
akkor a ß részek hiánytalan megszámlálásakor szükséges 1,5- 104-szeres gáz erősítés 
miatt az a jelek ampli túdója elérheti az 5 V-ot is. 
Tehát a regisztrálandó impulzusok 0,2 mV — 5 V feszültségtartományban jelen-
nek meg. Közönséges RC csatolású erősítő alkalmazása esetén a nagy ampl i túdójú 
jelek az erősí tő fokozatokban rácsáramot hoznak , mely az erősítőt hosszabb időre 
(2 — 300 [Asec) működésképtelenné teszi, lezárja. Ez az idő tetemes számlálási veszte-
séget okoz (holt-idő). Ez a jelenség nem lép fel az ún. „nonover loading" erősítőknél, 
ahol a rácsáramok keletkezését segédáramkörök (diódás vágók) akadályozzák meg. 
A nagy ampl i túdójú jelek hatására viszont a segédáramkörökben áramlökések 
jönnek létre, melyek a készülék szórt induktivitásain 2 — 4 kis ampli túdójú impul-
zust hoznak létre, melyeket az erősítő már ugyanúgy erősít, mintha azok valódi 
impulzusok lennének, s hamis többletszámlálást eredményeznek. 
A fenti nehézségeket egy egyenáramú erősítővel egybeépített ún. d inamika 
kompresszor [8] alkalmazásával küszöböltük ki. A fenti készülék erősítési tényezője 
függ a bemenő jel ampli túdójától , az erősítő bemenőjel amplitúdó-erősítés függvénye 
és a számláló bemenő köre az 5. ábrán látható. Az erősítő 10 V bemenőjel és 1,5 X 104-
szeres erősítés esetén sem rendelkezik 10|j.secnái nagyobb holt-idővel. 
A forrástartó 
A forrás tar tóként , vékony (10 p.g/cm2), mindkét felületén aranyréteggel vezetővé 
tett VINS műanyag fóliát [9, 10] használ tunk. 
A fóliát a 6. ábrán látható edényben víz felületén való széthúzással készítet tük, 
úgy hogy VINS-gyanta 6%-os ciklohexanonos oldatát az edény két keményfa lemeze 
közé helyeztük, majd az egyik lemezt kb. 30 cm/sec sebességgel elhúztuk. A víz 
felületén, így miután az oldószer el-
párolgott, egyenletes VINS hártya ke-
letkezett. A fóliát 25 mm belső átmé-
rőjű sárgaréz gyűrűre helyeztük. 
A fóliák mechanikai tulajdonságai 
kiválóak. A 25 mm átmérőnél 5 g 
súly hatására sem szakadnak el. 
A fólia mindkét oldalát vákuum-
párologtatással 10— 10[j.gr/cm2 arany-
réteggel von tuk be. Az aranyréteg 
vastagságát a réteg elektromos ellen-
állása alapján határoztuk meg, kalib-
ráló mérés u tán . 
A fólia vastagság mérés СФ—4 monokromátor -kompenzác iós elektrométer 
[11] mérőrendszer segítségével történt. A fólia anyaga 400 — 750 mp. t a r tományban 
abszorpciót mu ta t (7. ábra) és a vastagság függvényében az abszorpció vál tozik. 
A függvény a 8. ábrán lá tható. A mérést úgy végeztük el, hogy a fenti rendszerrel 
először megmértük különböző vastagságú fóliák abszorpcióját, ma jd ezeket a fól iákat 
a keretről eltávolítva egy ál talunk összeállított ultramikromérleg segítségével meg-
fogantyú éktartóval 
vezető sin I faékek 
6. ábra. A f ó l i a k é s z í t é s é r e h a s z n á l t e d é n y 
2 9 2 DÉZSÁI I. ÉS FEHÉR I. 
30 
** 25 
?8 20 
§ 10 
-
0
 5 
^ 0 
m 
Fólia réteg vastagság. 1С дд/стг  
700 500 600 800 mg 
7. ábra. A f ó l i a a n y a g á n a k a b s z o r p c i ó s g ö r -
bé je , k ü l ö n b ö z ő h u l l á m h o s s z ú f é n y esetén 
20-
15-
10-
5-
0-
Л = 600 mg 
? L 6 8 10 12 К 16 18 20 pgr/cm2 
8. ábra. A f é n y a b s z o r p c i ó v á l t o z á s a a f ó l i a 
v a s t a g s á g á n a k f ü g g v é n y é b e n 
arretáló rúd 
9a ábra. A z u l t r a m i k r o m é r l e g 
v á z l a t o s fe lép í tése 
9b. ábra. A z u l t r a m i k r o m é r l e g 
f é n y k é p e 
mérlegház 
• 
9/b. ábra 
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határoztuk súlyukat. A fól iáknak az alapterülete 1 cm 2 volt s a fo tométer nyalábja 
ezt világította át. 
A mérleg felépítését a 9a, b. ábra mutat ja . 0,1 mm átmérőjű, egyik végén rög-
zített kvarcszál a mérleg kar ja . A szál másik végétől 2 cm-re mol ibdén szálból készí-
tett serpenyő szolgál a teher felhelyezésére. A kvarcszál lehajlását okulár mikro-
méterrel e l látot t 625 X -
ös nagyítású mikrosz-
kóppal mér tük . A mér-
leg hitelesítését ismert 
átmérőjű Wollaston-szál 
segítségévei végeztük. 
10a. ábra. A s z á m l á l ó f e s z ü l t s é g - b e ü t é s s z á m f ü g g v é n y e 
^ - s u g á r z ó k e s e t é n 
N 
2.0 I0S 
t. 5 
Mérések 
Különböző , az izo-
tópos technikában szé-
les körben alkalmazott 
radioaktív izotópokkal 
mértük meg a számláló 
feszültség impulzusszám 
jelleggörbéjét. Továbbá 
vizsgáltuk, hogyan visel-
kedik a számláló oc és 
ß sugárzás együttes ha-
tására. 
A feszültség impul-
zusszám görbék a 10. 
ábrán lá tha tók . 
A számlálónk a-su-
gárzás esetén 1800 V 
hosszú platóval bír, és 
az emelkedés kisebb 
mint 0,1%/100 V. ß ak-
tív izo tópokkal mérve 
a számláló platóját, 
hossza egyik esetben 
sem rövidebb 400 V-
nál s az emelkedés 
kisebb 0,2%/100 V-nál. A 
felelő. 
Abban az esetben, amikor Th aktív csapadékot, illetve R a E , F- t helyeztünk 
a számlálóba, két platót kap tunk az a és a + ß sugárzásnak megfelelően. ThB esetén 
az elágazási a rányok alapján számítot t L t A
 a r á n y : 2,36. Méréseink alapján ez 
oc 
az érték 2,30 ±0,015-nek adódo t t . Az eltérés nem nagymérvű, t ehá t összemérhető, 
kevert a és ß aktivitás esetén is kielégítően működik a berendezés. 
w 
0.5 
10b. 
0.5 
ábra. 
1.0 15 2.0 25 3.0 kV 
A s z á m l á l ó f e s z ü l t s é g - b e ü t é s s z á m f ü g g v é n y e 
a és a + ß k e v e r t s u g á r z á s e s e t é n 
számláló feszültség-karakterisztikája a mérésekre meg-
3 Fizikai Folyóirat X I / 4 
2 9 4 DÉZSI I. ÉS FEHÉR I . : RADIOAKTÍV ANYAGOK ABSZOLÚT MÉRÉSE I. 
Két preparátumos módszerrel megmértük a méró'berendezés holtidejét s az 
11 [Asecnak adódott. 
A számláló háttere a ß plató feszültségén 50 imp/min. az a platón 0,5 imp/min. 
A számláló berendezés stabilitásának ellenőrzése P 3 2 izotóppal különböző 
időben mértük a beütésszámot, a mérési eredményt a II. táblázat tünteti fel. 
I I . T Á B L Á Z A T 
P 3 2 i z o t ó p a k t i v i t á s á n a k mérése 
Kezde t i ak t iv i t ás (дс) A k t i v i t á s 23 óra e l t e l t éve l ( j tc) 
( 4 , 7 1 ± 0 , 0 2 ) - 1 0 - 2 
S z á m í t o t t ( 4 , 4 9 4 + 0 , 0 2 ) - 1 0 - 2 
M é r t ( 4 , 4 8 ± 0 , 0 2 ) - 1 0 - 2 
A beütésszám csökkenés megfelel a P 3 2 felezési ideje alapján számítottnak. 
A számos izotópra elvégzett mérések alapján azt a következtetést vontuk le, 
hogy az általunk épített berendezés a és ß sugárzó izotópok ± 1 — 2%-os pontosságú 
rutin standardizálására alkalmas. Az így nyert primer standardokkal jó eredményt 
értünk el a J 1 3 1 inkorporáció vizsgálat, valamint a hasadási neutron standardizá-
lás terén. 
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A FOLYÓ IRODALOMBÓL 
BELSŐ FÉKEZÉSI SUGÁRZÁS ELEKTRONBEFOGÁSNÁL* 
BERÉNYI D É N E S 
M T A Atommag Kutató Intézete 
(ATOMKI) Debrecen 
Azt a tényt, hogy a /(-bomlást igen kis intenzitású folytonos y-sugárzás kíséri, 
kísérletileg már 1927-ben észlelte Aston [1], és néhány évvel később elméle-
tileg Knipp és Uhlenbeck [2] és Bloch [3] diszkutálták megengedett átmenetekre, 
majd Chang és Falkoff tiltott átmenetekre [4]. 1940-ben Morrison és Schiff mutat-
tak rá, hogy nemcsak az elektron és pozitron emisszióval j á r ó /(-bomlást követi 
belső fékezési sugárzás, hanem az elektronbefogásos fo lyamatot is [5]. Minden-
esetre ez utóbbi kevésbé intenzív [6]. Ők ad ták meg ennek a folyamatnak első elmé-
leti értelmezését is. Kísérleti kimutatása csak hat évvel később történt meg [7]. 
A belső fékezési sugárzás intenzitása, min t részletesebben is látni fogjuk, erő-
sen függ a teljes bomlási energiától, éspedig ez utóbbival négyzetesen nő . Pl. a 
Fe 5 5 esetében kb. 3-10~5 be lső fékezési sugárzási kvantum emittálódik bomláson-
ként [8]. 
a) Az elektronbefogást kísérő belső fékezési sugárzás elmélete 
A pálya elektronbefogási folyamatban is egy töltés mozgás állapota és ezáltal 
az atom elektromos, ill. mágneses momentumai változnak m e g és így van bizonyos 
valószínűsége elektromágneses sugárzás emittálásának is. 
Az elektronbefogásos folyamat tehát az esetek nagy többségében úgy folyik 
le, hogy a mag valamelyik atomi elektronhéjról (túlnyomóan a K-héjról) befog 
egy elektront és ezzel egyidejűleg következik be a neutrino emissziója, amely a be-
fogott elektron héjbeli kötési energiájának levonásával az egész bomlási energiát 
magával viszi. Ezt követi azu tán a befogás utáni nuklid megfelelő karakterisztikus 
röntgensugárzásának, ill. Auger-elektronoknak a megjelenése. 
Lehetséges azonban olyan eset is, amikor az elektronbefogásával egyidejűleg 
nemcsak neutrinó jön létre, hanem egy y-kvantum is (belső fékezési sugárzási kvan-
tum) és az energia a neutr inó és a y-kvantum között statisztikusán oszlik meg. 
Az igy létrejövő folytonos y-sugárzási spektrum maximális energiája egyenlő a 
teljes bomlási energiával, levonva belőle a befogódott e lektron kötési energiáját 
a megfelelő héjon. Az ilyen elektron befogási folyamatot — amelyet természetesen 
szintén követ a röntgensugárzás emissziója — szokták radiat ív (sugárzásos) elek-
tron befogásnak nevezni. Valószínűsége t ö b b nagyságrenddel kisebb, mint a 
közönséges elektronbefogási folyamaté. 
Az elektronbefogással j á r ó belső fékezési sugárzási fo lyamat elméletének alap-
jait Morrison és Schiff [5], valamint Jauch [6] dolgozták ki. A radiatív befogást, 
* Érkezett 1963. jan. 10. 
3' 
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mint egy másodrendű fo lyamato t tárgyalva, Morrison és Schiff szerint az adódik, 
hogy а к és k + dk energia-intervallumban kisugárzott y-kvantumok számának 
viszonya a K-befogások számához (Fermi vagy Gamow—Teller csatolást felté-
telezve) 
£ WK 71 \mc2) 
ahol Wk dk а. к és k + dk közti energia intervallumban időegység alat t emittá-
lódó belső fékezési k v a n t u m o k száma; 
W0 a teljes bomlás i energia, azaz a két nuklid tömeg különbsége 
energiaegységekben kifejezve, levonva belőle a if-héj kötési ener-
giája (W 0 t ehá t egyben a folytonos belső fékezési sugárzási spekt-
rum maximális energiája); 
а а finom s t ruk túra állandó, 1/137, 
к 
£ = 
wo 
Az energia értékeket természetes, mc2 egységekben kell megadni . Ha £-ra integrálunk, 
megkapjuk az összes kisugárzot t belső fékezési kvantumok számát, viszonyítva 
a K-befogások számához 
L á t h a t j u k , hogy ebben az első közelítésben a belső fékezési kvan tumok relatív 
száma csak a folytonos spek t rum W0 maximál is energiájától függ és a n n a k négy-
zetével vál tozik . 
A (1) fo rmula felírható a következő fo rmában is 
N (kV* 
Itt Ny(k) az egységnyi energiaintervallumba к energiánál időegységenként emit-
t á l t belső fékezési sugárzási kvan tumok száma; 
К kons tans (első közelítésben). 
A (3) kifejezés tu la jdonképpen a belső fékezési spektrum linearizálását jelenti (ha-
sonlóan, m i n t a Fermi—Kurie diagram a //-spektrumét) és segítségével megbízhatóan 
meghatározható a spektrum maximális energiája, amelyik az egyetlen direkt út a 
teljes bomlás i energia megállapítására t isz tán elektronbefogással á ta lakuló radio-
aktív m a g o k n á l . A belső fékezési sugárzásnál ezt az ábrázolást Jauch-diagram-
nak szokták nevezni, mivel J. M. Jauch vol t az, aki ilyen ábrázolás m ó d lehetősé-
gére r á m u t a t o t t és munkatársaival az első ilyen diagramot megszerkesztve addig 
a legpontosabban meghatározta a belső fékezési sugárzási spektrum maximális 
energiáját a F e 5 5 esetében [6], [9]. 
Az e lőbbiekben vázolt elmélettől a z o n b a n a mért spek t rumok főleg alacsony 
energiáknál határozot t eltérést mutat tak , éspedig nagymértékű intenzitás növe-
kedést [10—13]. Ennek megmagyarázására dolgozta ki t ö b b egymást köve tő cikk-
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ben az 50-es évek közepén és második felében Glauber és Martin az elektronbefo-
gást kísérő belső fékezési sugárzás egészen általános elméletét [14—17]. 
Glauber és Martin elméletükben a durva közelítést jelentő sík hullámok helyett 
a Coulomb-effektusokat figyelembe vevő elektron-hullámfüggvényeket használtak, 
továbbá nem hanyagolták el a //-héjakról és a 2s héjról tör ténő befogást, számí-
tásba vették a relativisztikus effektusokat, és korrekcióba vették az elektronburok 
árnyékoló hatását. 
A számítások eredményeképpen a (2) formula helyét a következő általános 
fo rmula foglalja el: 
w„ 
<Cax)/t2W / у / г 4 
X 
X 
Г kls 
I »Lin: [ — (£ + £„; — El ]Sni s u - (4) 
A (4) kifejezés megadja az ni (azaz \s, 2p, s tb): héjról tö r t énő radioaktív befogás 
valószínűségét relatíve az l s héjról tör ténő közönséges A-befogás valószínűségéhez 
(WK) képest. A még ismeretlen jelölések: sn l , s l s — pozitív kötési energiák a meg-
felelő hé jakon ; /„, — a különöbző héjakra vonatkozó intenzitás függvények 
(16), amelyek tartalmazzák a relativisztikus korrekciós fak toroka t is; Snl — az 
árnyékolási korrekciónak megfelelő faktorok [17]. 
200 too 
Energia (ter) 200 ООО tOO 500 Energia (ter) 
1. ábra. A V 4 9 elektronbefogását kí-
sérő belső fékezési sugárzási spekt-
rum. Fel van tüntetve az elméleti 
görbe és a komponens spektrumok, 
amelyekből az összeadódik, valamint 
a kísérleti pontok [17] 
2. ábra. Belső fékezési sugárzási spekt-
rum a Sb119 elektronbefogásos bom-
lásánál. A kísérleti értékeken és az 
azoknak megfelelő kísérleti görbén kí-
vül az elméleti görbe és komponensei 
is fel vannak tüntetve [17] 
Az elmélet igen jól értelmezni tudja a már említett kísérletileg észlelt nagymér-
tékű intenzitás növekedést kisebb energiák felé. Ez elsősorban a p elektronok be-
fogását kísérő belső fékezési sugárzási spektrumtól ered. A //-spektrumok inten-
zitás növekedése az ó-spektrumokéhoz képest közelítőleg a magtöltés négyzetével 
arányos. így azt lehet mondani , hogy kis Z-nél és nagy bomlási energiánál a belső 
fékezési sugárzási spektrum alakját elsősorban az „ó-spektrum" határozza meg, 
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csak a legkisebbenergiáknál lesz attól eltérés. A belső' fékezési sugárzási spektrum 
alakja a /l-spektruméhoz lesz hasonló, kivéve a kis energiájú felugrást (lásd az 1. 
ábrát). Ebben az esetben — kivéve a legalacsonyabb energiájú tartományt — az 
eredeti Morrison—Schiff-féle kifejezés igen jól visszaadja a kísérleti spektrumot. 
Nem ez a helyzet azonban nagy Z és kisebb bomlási energia esetén (2. ábra). I t t 
már a „p-spektrum" hozzájárulása annyira jelentó's lesz, hogy a spektrum alakja 
az eló'bbihez képest teljesen megváltozik. 
e. so too но гоо 
s
 Cnergia (keV) 
3. ábra. A relativisztikus korrekciók 
hatása a belső fékezési sugárzási 
spektrumra elektronbefogásnál a 
Fe 5 5 esetében. A szaggatott görbék 
a korrigálatlanok [16] 
О 10 20 во 40 SO 60 70 80 00 100 
7. rendszám 
4. ábra. S„i árnyékolási korrekciós 
faktor a rendszám függvényében 
különböző álhéjakra [17] 
A relativisztikus korrekciók hatását mutat ja a 3. ábra az „y-spektrumokra" 
a Fe 5 5 esetében. Ezek a korrekciók a legbelső s-elektronra a legjelentősebbek, míg 
a p-elektronokra elhanyagolhatók. Ugyanakkor a burok-elektronok árnyékoló ha-
tásának figyelembevétele a magtól távolabbi elektronoknál fontos. Az Snl árnyé-
kolási faktorok változását a 4. ábra mutat ja . 
Megemlítjük még, hogy a Coulomb-korrekciók figyelembevétele az elektron-
hullámfüggvényeknél szintén hatással van a spektrumra. Az l s elektronok befogá-
sánál (Я-befogás) a belső fékezési sugárzási (mágneses dipól sugárzás) spektrum 
alakra és intenzitásra nézve pontosan olyan lesz végig, mint az a Morrison — 
Schiff elméletből következnék [14]. A p-állapotokból történő befogást kísérő belső 
fékezési sugárzás elektromos dipól jellegű. 
Az eddigi megfontolások mind megengedett átmenetek esetére vonatkoztak. 
A Morrison—Schiff elmélet kifejlesztését tiltott átmenetekre Cutkosky végezte el 
[18]. E szerint ugyanazt az alakfaktort kell alkalmazni az elektronbefogást kísérő 
belső fékezési sugárzásnál is, mint a tiltott pozitron spektrumoknál. Az eredeti 
(1) kifejezés tehát lényegében úgy módosul, hogy meg kell még szorozni a megfelelő 
S alakfaktorral [19], amely megengedett esetben a Fierz-tag elhanyagolásakor 
1-gyel egyenlő. A megengedett alaktól a másodrendben tiltott N i 5 9 — C o 5 9 elektron-
befogásos átmenetet kísérő belső fékezési sugárzás esetében valóban találtak el-
térést. A másodrendben tiltott alakfaktorban fellépő A konstans [20] Saraf mérései 
szerint [21] 1/3, míg Hayashi és Comerford [22] egy kissé magasabb, 1/2 értéket 
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találtak. Megemlítjük itt végül, hogy a Glauber —Martin-féle korrekciók (maga-
sabb héjakról történő' elektronbefogást kísérő fékezési sugárzás figyelembevétele, 
relativisztikus korrekciók stb.) természetesen a tiltott átmeneteknél is alkalmaz-
hatók. 
A paritás-sértés következményeire az elektronbefogást kísérő fékezési sugár-
zásra vonatkozólag ugyancsak Cutkosky [23], valamint Martin és Glauber [17] 
végeztek számításokat. Az A 3 7 - r e [24, 25] és Fe5 5-re [26] végzett kísérletek az elmé-
leti várakozásnak megfelelően azt mutatták, hogy a belső fékezési sugárzás a spekt-
rum egész hosszában 100%-ban cirkulárisan polározott. Komolyabb eltérést ettől 
csak a Ge 7 1 esetében találtak [27], de ez a szerzők véleménye szerint az insztrumen-
tális effektusoknak tudható be. (Az elmélet szerint csak a legkisebb energiáknál 
várható eltérés.) 
Koli és munkatársai [28], [29], valamint Т и м а ш е в és К а м и н с к и й [30] 
vizsgálták elméletileg az elektronbefogással já ró belső fékezési sugárzás szögel-
oszlását. Rámutatnak, hogy a paritássértés következtében, úgy, mint a ^-részecs-
kéknél, itt is anizotrópia várható , csakhogy ebben az esetben a kísérleteket sokkal 
megbízhatóbban lehetne végrehajtani, mint a //-részecskék esetében, tekintve, hogy 
részben a várható anizotrópia is nagyobb, részben, mivel a y-kvantumok jóval 
kevésbé érzékenyek a forrás anyagában, a mérési berendezésben stb. fellépő zavaró 
szórásokra. 
Megemlítjük végül, hogy a A-befogásnál fellépő belső fékezési sugárzás iránya 
és az azt esetlegesen követő magból eredő y-sugárzás cirkuláris polarizációja közötti 
korrelációra vonatkozólag Г а н д е л ь м а н [31], a belső fékezési sugárzás és a 
magvisszalökés irányai között i szögkorrelációra pedig Bloom és Uretsky végzett 
számításokat [32]. 
b) Kísérleti eredmények és problémák 
A következőkben röviden áttekintjük, hogy milyen nuklidok esetében végez-
tek eddig méréseket az elektronbefogást kísérő belső fékezési sugárzásra vonatkozó-
lag, majd összefoglaljuk, hogy mi a jelentősége a belső fékezési sugárzás tanulmányo-
zásának az elektronbefogásnál, mint magspektroszkópiai módszernek, továbbá, 
melyek a vele, mint jelenséggel kapcsolatos még tisztázatlan, ill. méréssel még meg 
nem vizsgált problémák. 
Az I. Táblázatban összegyűjtöttük azoka t a pálya elektron befogással bomló 
nuklidokat és néhány rá juk vonatkozó fontosabb adatot, amelyek belső fékezési 
sugárzása m á r megvizsgálásra került. A vizsgált spektrumok alakját jól leírja a 
Glauber—Martin elmélet [16], [17], ill. a N i 5 9 esetében a Cutkosky-féle elmélet 
[18] (a tiltott elektronbefogásos átmenetek esetén fellépő belső fékezési sugárzásra). 
Az Fe5 5 esetében, bár feltehetően ún. /-tiltott átmenetről van szó, a Glauber—Mar-
tin elmélet tökéletesen kielégítő. 
A táblázatban a spin, paritás, log ft értékeket és a megfelelő átmeneti energia 
értékét a Landolt—Börnsteinből [33] vettük át . Amelyik nuklid betűjele előtt „ + " 
jel van, annál polarizációs vizsgálatok is történtek. 
Mint m á r említettük, az elektronbefogást követő belső fékezési sugárzás az 
egyetlen direkt út a teljes bomlási energia meghatározására [34], [22], [8]. Láthat-
juk a táblázatból is, hogy a megfelelő átmeneti energiák megállapítása terén is 
vannak még tisztázatlanságok (Co5 9 , Sn1 1 3) . Vitatott azonban, hogy a szóban forgó 
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fékezési sugárzásnak, közelebbről annak a lak jának tanulmányozásával kaphatunk-e 
információkat az átmenet tiltottsági fokáról , azaz a spin- és paritásváltozásról. 
Rose a pályaelektron-befogásról írt rövid összefoglalásában tagadja ezt [34], 
viszont azt mondhatjuk, hogy azok, akik közlebbről foglalkoztak az elektron-
befogásnál fellépő belső fékezési sugárzással magával, úgyszólván valamennyien 
ennek ellenkezőjét állítják [5], [16], [18]. Tény azonban, hogy eddig kísérletileg 
I. T Á B L Á Z A T 
Pályaelektron-befogással bomló nuklidok, 
amelyeknél megvizsgálták a belső fékezési sugárzást 
Nuklid Átmenet AI, An log f t E(keV) Irodalom 
+ A " 3 / 2 + - 3 / 2 + 0, n e m 5 ,0 8 1 4 ( 3 5 ) , ( 3 6 ) , (37) , ( 38 ) , ( 3 9 ) , ( 13 ) , 
( 21 ) , ( 2 4 ) , (25) 
y 4 9 7 / 2 - - 7 / 2 - 0, n e m 6 , 2 6 2 0 ( 4 0 , ) ( 4 1 ) 
Cr" 7 / 2 - - 7 / 2 - 0 , n e m 5 ,4 7 5 0 (42 ) , ( 4 3 ) , (44) , (45) , 
M n " 3( + ) —2 + 0 (nem) 6,1 5 4 0 ( 4 6 ) 
+ F " 3 / 2 - - 5 / 2 - 1, n e m 6 , 0 2 3 1 ( 4 7 ) , ( 9 ) , (37) , (48) , ( 1 0 ) , ( 2 1 ) , 
( 2 6 ) 
C o " 7 / 2 - - 5 / 2 - 1, n e m 6 ,5 7 5 0 ? ( 4 6 ) 
N i " 3 / 2 - - 7 / 2 - 2 , n e m 11,9 1075 (37 ) , ( 2 1 ) , (22) 
+ G e " ( 1 / 2 ) - - 3 / 2 - (1), nem 4 , 3 2 3 3 ( 4 9 ) , ( 5 0 ) , (51) , (12) , ( 2 7 ) 
Pd1 0 3 ( 7 / 2 ) + - 7 / 2 + ( 0 ) , nem 5 ,8 5 2 0 ( 5 2 ) 
Sn1 1 3 ( 1 / 2 ) + - 1 / 2 - (0), igen 6 , 2 2 9 1 ? (46 ) , ( 5 3 ) 
Sb1 1 9 ( 5 / 2 ) + - 3 / 2 + (1), nem 5 5 5 5 ( 5 4 ) 
Cs 1 3 1 5 / 2 + - 3 / 2 + 1, n e m 5,5 355 ( 1 1 ) , ( 5 5 ) , (56) 
2 - - 0 + 2, igen 8 ,5 3 5 0 ( 5 7 ) , ( 4 6 ) 
csak a N i 5 9 esetében találtak eltérést a megengedett alaktól. Kétségkívül további, 
más nuklidok tiltott átmeneteire vonatkozó hasonló kísérleti adatok igen értékesek 
lennének. Ezenkívül az S n 1 1 3 és TI204 is t i l tott átmenetek, és ezek belső fékezési 
sugárzása is megérdemelne egy részletesebb, ill. újabb vizsgálatot. 
Egyetlen kísérleti adat sincs még a belső fékezési sugárzás és azt követő y-
sugárzás közt i szögkorrelációra, még kevésbé a fékezési kvantum iránya és a mag-
ból eredő y-kvantum polarizációs iránya közt i szögkorrelációra. Ugyanígy hiányoz-
nak a kísérleti vizsgálatok az elektronbefogással bomló orientált magoktól kilépő 
belső fékezési sugárzás szögeloszlására, pedig, az elméleti számítások [18], [23], 
[28], [31], [30], [58] szerint az említett t ípusú vizsgálatokból információt nyer-
hetünk a részt vevő nívók paramétereiről, sőt a /(-kölcsönhatási ál landókról is, 
méghozzá esetlegesen megbízhatóbban, mint az elektronokra Wu és munkatársai 
által [59] elvégzett hasonló kísérletekben. A problémát azonban kísérletileg a 
belső fékezési sugárzás igen kis intenzitása jelenti. 
Megemlítjük végül, hogy az elektronbefogásnál fellépő fékezési sugárzás és 
a visszalökött mag közötti szögkorreláció mérése Bloom és Uretsky számításai sze-
rint [32] lehetőséget adna a [CA |2/ |CV |2 viszony meghatározására, éspedig elméleti-
leg tisztábban, mint az ft ér ték alapján. A kísérleti nehézségek itt rendkívül nagyok, 
a szerzők a Be7 nuklidot ajánlják. 
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c) Kísérleti technika 
Az elektronbefogást kísérő belső fékezési sugárzás vizsgálatának alaptechni-
ká ja viszonylag egyszerű. Még a legújabb munkánkban is a legszokásosabb egy 
megfelelő nagyságú szcintillációs kristály (NaJ) alkalmazása, azt követően multi-
plierrel, erősítővel és egy- vagy sokcsatornás analizátorral [13], [21], [22.]. Ezt lehet 
azután kiegészíteni egy másik szcintillációs számlálóval és koincidencia-körrel, ha 
az elektronbefogást y-sugárzás követi [53]. 
Egy további lehetőség a belső fékezési sugárzást a leánymag karakterisztikus 
röntgen-sugárzásával koincidenciában vizsgálni [57], [46]. Ez utóbbi célra eset-
leg lehet kombinálni a szcintillációs és proporcionális kamra technikát. 
Az alkalmazott berendezéseket megfelelő árnyékolással kell ellátni a háttér 
csökkentésére. A hátteret azután mérni kell és levonni az egyes spektrumpontokon 
mért teljes impulzusszámból. Ha szükséges, alkalmazni kell továbbá a holtidő 
korrekciót is. 
A szcintillációs spektrumban, mint közismert, egy monoenergetikus y-sugár-
zásnak egy teljes energia-csúcsból és egy Compton-tar tományból álló spektrum 
felel meg. Változik továbbá a detektálási hatásfok az energia függvényében. 
Mindebből következik, hogy a szcintillációs spektrométerben kapott nyers 
belső fékezési sugárzási spektrum még a háttér levonása és a holtidő korrekció 
alkalmazása után se a valódi energia-eloszlásnak megfelelő, még további komoly 
korrekciók szükségesek. Ezek végrehajtásának módját itt nem szándékozunk is-
mertetni, csak felsoroljuk őket a következőkben, példaképpen egy-két irodalmi 
hivatkozással. 
A háttér és holtidő korrekción kívül általában alkalmazott korrekciók a kö-
vetkezők: 1. A Compton-eloszlásra [41], [37], [43]; 2. a detektálási hatásfok ener-
gia függésére [41], [51], [37], [36], [42]; 3. a véges feloldóképességre [41], [36], [11]; 
4. a kristály és a forrás közötti anyag abszorpciójára [10], [51], [11]; 5. a jód K-
röntgensugárzásának megszökésére [10], [51]. 
Nyilvánvaló, hogy az egyes korrekciók nem minden esetben egyformán lénye-
gesek. így pl. а К karakterisztikus sugárzás megszökését csak az alacsony energiák-
nál kell figyelembe venni, éppúgy, mint az abszorpciós effektusokat. Viszont a 
Compton-eloszlás csak két-, háromszáz keV felett válik fontossá. 
A korrekciók felsorolásánál adott hivatkozások általában azokra az esetekre 
vonatkoznak, amikor a kísérleti adatokra alkalmazzuk a korrekciókat. Lehet azon-
ban úgy is eljárni, hogy az elméleti görbét korrigáljuk úgy, hogy az a kísérleti ada-
tokkal összehasonlítható legyen [13], [53], [22]. 
Amint lá t juk tehát a nehézséget ezekben a vizsgálatokban nem elsősorban az 
alkalmazott alapkísérleti technika okozza, hanem az alkalmazandó korrekciók, 
amelyek azután tekintélyes hiba forrásaivá lehetnek. Éppen ezért nehéz pl. spekt-
rum-alak vizsgálatokat végezni az elektronbefogást kísérő belső fékezési sugár-
zásra vonatkozólag. Az igen alacsony intenzitás miatt kénytelenek vagyunk olyan 
gamma-spektrométert használni, amelyiknek nagy a térszög kihasználása. Ez je-
lenleg a szcintillációs spektrométer, amely viszont spektrumalak-vizsgálatokhoz 
részben túl rossz feloldóképességű, részben behoz további spektrum torzító ef-
fektusokat (Compton-eloszlás, megszökési csúcs, a detektálási hatásfok erős ener-
giafüggése). Nyilvánvaló, hogy az elektronbefogást kísérő belső fékezési sugárzás, 
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különösen a spektrumalak megbízhatóbb vizsgálatához a szcintillációs techniká-
nál jobb feloldóképességű és ennek más hátrányaitól mentes, de azért elég nagy 
fényerejű ú j típusú y-spektrométerre lenne szükség. 
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A Magyar Fizikai Folyóirat XI. kötetének I. füzetében cikk jelent meg a bolygók közepes 
keringési sebessége címén. A cikk szerzője annak közlését kéri, hogy a Sky and Telescope című ame-
rikai folyóirat 1961. évi januári számában megjelent hasonló képletre hívták fel figyelmét. 
AZ ATOMOKRA VÉGZETT KVANTUMMECHANIKAI 
SZÁMÍTÁSOK JELENLEGI HELYZETE 
ÉS AZ ELŐTTÜNK ÁLLÓ FELADATOK* 
A. P. JUCYS 
Vilniusi V. Kapszukasz Állami Egyetem, 
a Litván SZSZK. Tud. Akad. Fizikai és Matematikai Intézete 
Az impulzusmomentum elmélete matematikai apparátusát a jelenlegi fejlődési 
fokának megfelelően jellemezzük. Az egész a tom közelítő hullámfüggvényének meg-
alkotására alkalmas módszert mutatunk meg, valamint olyan eljárásokat, melyek 
segítségével operátorok matrixelemeinek kifejezései radiális integrálokkal és 3nj-
koefíiciensekkel nyerhetők. Ez utóbbiak a radiális integrálok tényleges kiszámítása 
nélkül is sok információt nyújthatnak. A radiális hullámfüggvények megkereséséhez 
az energiamatrix Slater—Hartree—Fock-féle előállításban felírt alakjából indulunk 
ki, melyben a mágneses kölcsönhatásokat nem tartalmazó energiaoperátor dia-
gonális. Megmutatjuk, melyek azok a variálandó mennyiségek, melyekkel a Har-
tree—Fock-féle egyenletet nyerhetjük a „self—consistent field" módszerben, vagy a 
Hartree—Fock-féle paramétereket az analitikus hullámfüggvények módszerében. 
Vizsgáljuk a Hartree—Fock-egyenlet megoldási módszereit, valamint a Hartree-
és Fock-féle egyenletek közt átmenetet képező egyenletek felhasználását. Három 
módszert tárgyalunk, melyek az atomokra végzett kvantummechanikai számítások 
pontosabbá tételére alkalmasak; a bővített számolási módszert, a sokkonfigurációs 
közelítést és a változók nem-teljes szétválasztásának módszerét. Rámutatunk azokra 
a feladatokra, melyek megoldása a közeljövőben várható. 
1. Bevezetés 
Az atomok képezik az egész anyagi világ tégláit. Ezért nem ismerhetjük meg 
az anyag szerkezetét az atom megismerése nélkül. Emiatt foglal el oly fontos helyet 
a természet megismerésére irányuló kutató munkában az atomszerkezet tanul-
mányozása. Az a tom megismerése teszi lehetővé, hogy megértsük az olyan jelen-
ségeket, melyek az atomok molekulákban és szilárd testekben jelentkező kölcsön-
hatásaival, vagy az atomnak a sugárzási térrel való kölcsönhatásával kapcsolatosak. 
Ez utóbbi az atomelméletnek azt a fontos fejezetét nyitja meg, melyben az elektron-
átmenetek kérdéseit tanulmányozzuk, melyek elvi fontosságúak a modern fizikában 
és asztrofizikában, de a technikában is. 
E fent említett körülmények magyarázzák meg azt, hogy az atommal foglal-
kozó tudomány, vagy atomisztika éppen olyan régi, mint a tudomány általában. 
* Az 1962 júniusában Vilniusban tartott Kvantumkémiai Kongresszuson elhangzott elő-
adás anyaga. 
A Magyar Fizikai Folyóirat 1963. évi XI. kötet 2. füzet 159. oldalán megjelent N. D. 
Szokolov: A molekulák elektronfelhőjének kvantumelmélete c. dolgozat szintén ezen kong-
resszuson elhangzott előadás anyaga volt. 
Köszönet N. D. Szokolov és A. Jucys professzoroknak, hogy hozzájárultak előadásuknak 
ezen folyóiratban való magyar nyelvű közléséhez. 
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Időszámításunk előtt t öbb évszázaddal az ókori görög materialisták egy nem rossz 
atomisztikát alapoztak meg. Viszont az a stagnálás, ami a középkorban a tudományt 
jellemezte, akadályozta, hogy tovább jussanak az a tom megismerésében, egészen 
a tizennyolcadik század közepéig, mikor M. V. Lomonoszov egy új atomisztika 
alapjait vetette meg. 
Az a tom belső szerkezetének tanulmányozására csak azután nyílt lehetőség, 
miután már az elektron létét megállapították, a tizenkilencedik század végén. Az 
atom ún. „naprendszer"-modellje, melyet Rutherford 1911-ben fejtett ki , s amely 
a Thomson-féle (a tizenkilencedik század végén alkotot t ) modell helyébe lépett, 
képezte azt az alapot, melyen a modern atomelmélet fejlődésnek indult . 1913-ban 
Bohr az atomban levő elektron körpályás elméletét dolgozta ki, ma jd 1915-ben 
Sommerfeld ezt ellipszis-pályák bevezetésével javította. Relativisztikus effektusok 
figyelembevétele alapján e pályák precesszióját is fel kellett tételezni. 
A modern kvantummechanika fellépésével és fejlődése során a pálya fogalom 
úgy alakult át, hogy az atomban levő elektronok mozgásának leírására kielégítő 
legyen. E kérdéssel kapcsolatban fő szerepet de Broglie (1923) és Schrödinger (1926) 
munkái játszottak. 
Az ellipszisek fogalmát a hullámfüggvényekkel leírható állapotokkal helyet-
tesítették. A relativisztikus effektusok figyelembevétele az Uhlenbeck és Goudsmidt 
által 1925-ben bevezetett elektronspinnel történt meg. Az a matematikai forma-
lizmus, mely a spint a Pauli-féle matr ix (1927) segítségével veszi figyelembe, az 
atom nem-relativisztikus kvantumelméletének keretein belül jött létre. E körül-
mény a r ra vall, hogy az atom nem-relativisztikus kvantumelmélete a modern el-
méleti fizikának elég nagy teljesítőképességű eszköze. Ezér t csupán rendkívül finom 
problémák megoldása során kell az a tom relativisztikus kvantumelméletéhez folya-
modnunk. Ez utóbbi használata nem sokat javít a nem-relativisztikus elmélettel 
nyert eredményeken. Fejlődését akadályozza az, hogy a nem-relativisztikus elmélet 
bizonyos eredményei hiányoznak, vagy hogy a nem-relativisztikus elmélet nincs 
még eléggé kifejlesztve. Ezért az atom nem-relativisztikus elméletének továbbfej-
lesztése éppen olyan fontos , mint a relativisztikus elmélet kidolgozása. Ez elsősor-
ban a nehéz (sokelektronos) atomokra vonatkozik, bár az egyszerű kételektronos 
a tomokra is fontos. 
Ebben a rövid dolgozatban az a t o m r a a nem-relativisztikus kvantumelmélet 
keretein belül végzett számítások jelenlegi helyzetét tekint jük át. Ennek során fő 
feladatunknak azon megfelelő módszerek fejlődésének jellemzését tekint jük, melyek 
Condon és Shortley [1] „Atomi spektrumok elmélete" c. könyvének publikációja 
után keletkeztek. Ez a könyv az 1935-ig nyert anyagot tartalmazza. (Ezt mutatja 
a könyv első kiadásának évszáma.) Sa jnos ebben a könyvben kevés figyelmet for-
dítottak általában az egyelektron hullámfüggvényekkel kapcsolatos számítási mód-
szerekre, különösen a Hartree—Fock-féle „self-consistent field" módszerre. Ez 
utóbbi kérdések képezik azokat az elsőrendű feladatokat, melyeket m é g mind a 
mai napig sem sikerült kielégítően megoldani. Ez elsősorban az egyelektron hullám-
függvényekkel kapcsolatos számításokra és az egész a tom hullámfüggvényének 
pontosabb megállapítására vonatkozik. 
Az impulzusmomentum elméletével kezdjük, valamint azzal, hogy hogyan 
lehet az atomi mennyiségek operátorai matrixelemeinek kifejezéseit antiszimmet-
rikus egyelektron hullámfüggvényekből álló atomi hullámfüggvények sémájával 
megadni. Azután át térünk az egyelektron hullámfüggvényekkel végzett számítási 
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módszer tanulmányozására. Kellő figyelmet fordítunk az atomoknál alkalmazható 
pontosabb kvantummechanikai számítási módszerekre. Végül röviden azokkal a 
problémákkal foglalkozunk, melyek elsősorban várnak megoldásra. 
2. Az impulzusmomentum elmélete 
Az impulzusmomentum kvantummechanikai elmélete az a tom kvantumelméle-
tének keretében alakult ki és nyert számos alkalmazást a modern elméleti fizika 
számos területén. Ezért van az, hogy az impulzusmomentum elmélete az atom kvan-
tumelméletének fejezetei között a legáltalánosabb. Minthogy az impulzusmomentum 
elmélete az atom kvantumelméletével szoros kontaktusban fejlődik, fejlődését ez 
utóbbi fejlődésének kell tulajdonítanunk. 
Az impulzusmomentum elméletében fontos helyet foglal el az impulzusmomen-
tumok vektoriális összegezése, mely a Clebsch—Gordan-féle felbontás alakjában 
jut kifejezésre. E sorfejtés koefficiensei, az úgynevezett Clebsch—Gordan-féle 
koefficiensek, oly mennyiségek rendszerét alkotják, melyek felett végzett művele-
tekhez külön apparátusra van szükség. 
A Clebsch—Gordan-féle koefficiensekre vonatkozó formulák csoportelméleti 
tárgyalása [2, 3]-ban található. [4, 5]-ben e formulák kifejtéséhez algebrai módsze-
rek vannak megadva melyek, miként az [6]-ban ki van mutatva, e koefficiensekre 
vonatkozólag az előbbivel ekvivalens kifejezésekre vezetnek. 
A számítások során, mikor az operátorok matrixelemeit radiális integrálokkal 
fejezzük ki, elkerülhetetlenül jelentkezik a Clebsch—Gordan-féle koefficiensek szor-
zatainak összegezése. Ezt az összegezést ezen koefficiensek szimmetrikusabb meny-
nyiségekkel való kifejezésén keresztül végezhetjük el. Ezeket a szimmetrikusabb 
mennyiségeket Wigner-féle koefficienseknek nevezzük [7]. 
A Wigner-féle koefficiensek szorzatainak összegei felett operáló grafikus mód-
szer [8]-ban van kidolgozva. A Wigner-féle koefficiensek szorzatainak összegeiből 
álló invariánsokat, az úgynevezett Зл/'-koefficienseket 18 paraméterig bezárólag 
tanulmányozták. A megfelelő módszereket [9]-ben láttuk kifejtve. Itt található 
az idevonatkozó bibliográfia is. A 2//-koefficiensek tanulmányozásánál csupán az 
ilyen koefficiens típusok megállapításáig jutottak el [10]. 
A Clebsch—Gordan-féle koefficiensek szorzatainak összegei feletti grafikus 
műveleti módszerek [ l l ]-ben vannak kidolgozva. A megfelelő invariánsok a 
impulzusmomentumok különböző összegezési módjai közötti transzformációk mat-
rixai. Ezeknek a diagramjai ugyanolyanok, mint a Зл/'-koefficiensekéi, azzal a 
különbséggel, hogy vonalai nem azonosak és nem kell őket irányítani. Ez meg-
könnyíti az adódó kifejezésekben levő fázisfaktorok megállapítását. Azonkívül az 
adott appará tus mennyiségei, éspedig a Clebsch—Gordan koefficiensek és a transz-
formációs mátrixok közvetlenebb fizikai értelemmel bírnak, mint a Wigner-féle 
koefficiens és a Зиу'-koefficiensek. Nem árt megjegyeznünk, hogy a transzformációs 
mátrixok [12] szoros kapcsolatban állnak az általánosított Clebsch—Gordan-féle 
koefficiensekkel [8, 9]. 
Az u tóbbi időben fedezték fel a sokszögszabályokat [13], melyek a Злу'-koef-
ficiens, valamint e Зл/'-koefficiensnek megfelelő transzformációs mátrixok nemel-
tűnési feltételeit szolgáltatják. Tudniillik minden Злу-koefficiensnek az impulzus-
momentumok n + 1 különböző összegezési módja közötti transzformációk mátrixai-
nak meghatározott csoport ja felel meg. Tekintettel arra, hogy az operátorok matrix-
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elemeit olyan radiális integrálokkal fejezzük ki, melyeknél a koefficiensek Злу-
koefficienseket vagy t ranszformációs matr ixokat tar talmaznak, az említett sok-
szögszabályokkal könnyen meg lehet állapítani a megfelelő matrixelemek nemel-
tűnési feltételeit. E körülmény miat t célszerű, ha az operá torok matrixelemeinek 
kifejezéseiben elvégezzük az összegezést az ado t t feladatnak megfelelő legmagasabb 
rendű Злу-koefficiens (vagy ami ugyanaz, t ranszformációs matrix) felléptéig. Az 
ilyen módon nyert kifejezésben könnyű meglátni , hogy a paraméterek csopor t já-
nak milyen sokszög-feltételeket kell kielégíteni ahhoz, hogy a megfelelő matr ix-
elem ne tűnjön el. 
Az impulzusmomentumok összegezésének matematikai apparátusa az irre-
ducibilis tenzoroperátorok tenzorszorzataira is kiterjed. A különbség az, hogy az 
impulzusmomentum elméletében szereplő paraméterek egész és feles számok is 
lehetnek, viszont az irreducibilis tenzoroperátorok rangja csak egész szám lehet. 
Az impulzusmomentum elméletének matematikai apparátusa az irreducibilis tenzor-
operátorok a lgebrájá t is tar ta lmazza [9, 14]. [15]-ben ez a két kérdés azonos ala-
pokon van áttekintve. 
3. Az egész atom hullámfüggvényei és operátorok 
matrixelemeire vonatkozó kifejezések 
Az olyan fizikai rendszer jellege, amelyik az atom elektronfelhőjének héjszer-
kezetével rendelkezik megengedi azt, hogy centrális tér hullámfüggvényének meg-
felelő típusú egyelektron hullámfüggvényeket használjunk fel az egész atom közelí tő 
hullámfüggvényének felvételéhez. Ezeknek ki kell elégíteni a Pauli-elv által meg-
szabott szimmetria tula jdonságokat . 
Az egész a t o m hullámfüggvényének legrégibb alakja két , térbeli egyelektron 
hul lámfüggvényekből álló determináns szorzata volt. [16, 17]. Általánosabb eset-
ben egy szorzat helyett ilyen determinánsok lineáris kombinációja lép fel. Az ilyen 
függvények szimmetria tulajdonságait Fock mintegy tíz évvel később tanulmányozta 
[18], mint ahogy azokat az atomelméletben m á r felhasználták. 
Az egész a tom előbb emlí tet t hullámfüggvényének alkalmazási területét az 
korlátozza, hogy csak olyan operátor matrixelemek számításánál használható, 
melyek spinváltozókat nem tar ta lmaznak. E n n e k ellenére az egész atom hul lám-
függvényének ilyen módon való felvétele nagy szerepet já t szot t az atom kvan tum-
elméletének fejlődésében. Ezen az alapon kerü l t kidolgozásra az ismert Fock-féle 
„self-consistent field" módszer is [17]. 
Használha tóbb az olyan hullámfüggvény, mely tér és spin változóktól egyaránt 
függő egyelektron hullámfüggvényekből álló determinánssal (vagy általános eset-
ben determinánsok lineáris kombinációjával) v a n kifejezve. Az egész a tomra ilyen 
típusú hullámfüggvényt 1929-ben Slater írt fel először [19] és ez a típus azu t án az 
elméleti fizika minden olyan területén elterjedt, alkalmazást nyert, ahol a Paul i -
elvnek elegettevő kvantumrészecskék rendszerét tanulmányozzák. 
1943-ban Racah új módszer t dolgozott ki, mellyel ekvivalens (azonos л/ kvan-
tumszámú) e lektronok felhőjének antiszimmetrikus hullámfüggvényét lehet fel-
venni. Ez a módszer szorosabb kapcsolatban áll a momen tumok vektoros összege-
zésével, mint az előbbi módszerek. Ez a módszer az úgynevezett genealogikus koef-
ficiensek módszere. 
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Eddig nem sikerült a genealogikus koefficiensekre analitikus kifejezéseket 
találni, ezért ezeket táblázatok formájában lehet használni. A számítások meg-
könnyítésére (20)-ban az Uk és Vkl operátorok szubmatrix elemeinek értéktáblázatát 
p és d elektronhéjak esetére teljesen összeállították [20, 21]-ben a [20]-ban tárgyalt 
genealogikus koefficiensek segítségével. Ezeket a felhőket elég alaposan tanulmá-
nyozták már. Ezek mind gyakrabban fordulnak elő a gyakorlatban. Azonkívül, 
ezeket könnyen lehet vizsgálni, mivel a termek kiegészítő jellemzésére elég sok 
előző adat áll rendelkezésre [20]. 
Az /-elektronok héjának esetében némileg rosszabb a helyzet. A termek jel-
lemzése bonyolultabb. Ennél célszerű a csoport előállítás elmélet apparátusát fel-
használni, melynek jó megalapozása történt meg a [22]-ben. Ebben, valamint a 
[23]-ban a genealogikus koefficiensek olyan faktorizációs tulajdonságát találták 
meg, mely azok letáblázását könnyíti meg. Az f3-ra vonatkozó genealogikus koeffi-
cienseket a termek kiegészítő jellemzéseként [24]-ben a már előzőleg nyert számokat 
felhasználva, [25]-ben pedig csoportelméleti jellemzés alapján táblázták le. / 4 - r e 
megfelelő táblázatot a [26]-ban találunk, a [25]-ben is végzett jellemzéssel. Az / 3 
esetére vonatkozó Uk (k = 2, 4, 6) operátor szubmatrix elemeit [25]-ben, míg a 
V n - é t (24)-ben találjuk. Ilyen vonatkozásban az /-elektronok esete nem szerencsés. 
Ezért a matrix elemeket az Uk és Vk' operátorok szubmatrixelemei nélkül is kiszá-
mítják. Az / 5 és f6 esetekre vonatkozólag az elektrosztatikus kölcsönhatási energia 
operátorának matrixelemeit [27]-ben számították ki, viszont e konfigurációkra 
vonatkozó genealogikus koefficienseket nem publikálták. A hullámfüggvények meg-
alkotásához és operátorok matrixelemeire vonatkozó kifejezéseknek a genealogikus 
koefficiensek segítségével történő megállapításához szükséges matematikai appa-
rátust bonyolult konfigurációk esetére is (melyek több betöltetlen héjból állnak), 
kiterjesztették [28]-ban, bevezetve az úgynevezett összetett genealogikus koeffi-
cienseket. 
[29]-ben más módszert javasoltak bonyolult konfigurációkhoz tartozó hul-
lámfüggvények megalkotásához. Ez a módszer az egyes héjak antiszimmetrikus 
és egymással vektorösszegezéssel kapcsolt (Clebsch—Gordan-féle koefficiensekkel) 
hullámfüggvényeiből álló hullámfüggvény közönséges antiszimmetrizációját jelenti. 
Eredményeképpen az egyelektron operátorok matrixelemeire a (3.3) [29] formula 
adódik, és a kételektron operátorokéra a (4.3) [29]. Ezekben a formulákban a héjak 
szerint történik az összegezés, az egyes tagok csupán a közönséges genealogikus 
koefficienseket tartalmazzák. Ezeken kívül a tagok csak egy vagy két elektron 
koordinátáitól függő matrixelemeket tartalmaznak. Ezeknek a kvantumszámoktól 
való függését az irreducubilis tenzoroperátorok algebrájának ismert módszereivel 
határozhat juk meg. Az utóbbi operációk jellege a t tól függ, hogy az egyes héjak 
momentumainak a teljes momentummá való vektori összegezése milyen csatolási 
típus alapján történik. 
A fent említett formulák az a tomi mennyiségek operátorainak matrixelemeire 
vonatkozó számítások összes lehetséges eseteit felölelik. E formulák gyakran elő-
forduló speciális esetével van dolgunk, mikor a konfiguráció két betöltetlen héjból 
áll, melyek közül az egyiken csupán egy elektron van. Ez az eset részletesen ki van 
dolgozva [30]-ban. Meg kell jegyeznünk, hogy a matrixelem számítás e fontos 
esetét már az említett metodika megjelenése előtt is sokan megtalálták. 
Az egész atom hullámfüggvényének megalkotásához szolgáló fent említett 
módszer mellett nem szükséges egyelektron hullámfüggvényekből álló determinánso-
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kat használni. Ez a módszer az a tom kvantumelméletének hasznos eszköze. Meg 
kell jegyeznünk, hogy ez az eljárás nem korlátozódik csupán atomokra. Molekulákra 
és kristály lokális elektron konfigurációira is kiterjesztették (lásd pl. [31]). 
4. Operátorok matrixelemeire vonatkozó kifejezésekből nyerhető információk. 
Csatolási típusok. Kiválasztási szabályok 
Az előző fejezetben vázolt módszer, mely az egész a tom hullámfüggvényének 
megalkotására szolgál, az egyelektron hullámfüggvényekben levő változók szét-
választásán alapul. A spintől függő rész Kronecker-féle delta típusú függvényekből 
áll és a szögtől függés gömbfüggvényekkel van kifejezve. A radiális részek egyelőre 
határozatlannak tekinthetők. Ezek az operátor radiális részeivel együtt a mátrix-
elemeket kifejező radiális integrálok integrandusait alkotják. 
Sok információt nyerhetünk, ha a radiális integrálokat kísérleti adatokból 
meghatározható paraméterekkel számítjuk. Általában kevés ilyen paraméter van 
és a kísérleti anyag lehetővé teszi, hogy ezek értékét elég nagy adathalmazból képe-
zett átlagként határozzuk meg. A nyert paraméter értékeket olyan mennyiségek 
értékeinek meghatározására is felhasználhatjuk, melyek kísérletileg nem ismertek. 
A fent említett eljárást elterjedten használják a spektroszkópusok, nemcsak a 
kísérletiek, hanem az elméletiek is (lásd pl. [32].) A radiális integrálok ilyen módon 
való meghatározása elméleti szempontból nem kielégítő, mivel az, hogy az operá-
to rban bizonyos tagokat nem veszünk figyelembe, a keresendő paraméterek értékei-
nek megváltozásával jár . Másrészről, ilyen módszer keretein belül az elmélet kép-
telen lenne az atomi rendszer viselkedését megjósolni, olyan esetekben, mikor egy-
ál talán nincs kísérleti anyag, vagy nem elegendő mennyiségben áll rendelkezésre. 
Az előbb említett dolgot nem tekintve, a kísérleti adatoknak radiális integrálok 
meghatározása során választható paraméterekként felhasználása az a tomok visel-
kedéséről sok információt nyújthat. Ez elsősorban az a tom kvalitatív jellemzésére 
vonatkozik. Például a kísérleti anyag tanulmányozása alapján megállapíthatjuk, 
melyik csatolás-típus adható meg, mely a meghatározott konfigurációk energetikai 
spektrumát jobban jellemzi, ilyen vonatkozásban a fenti empirikus módszer fontos 
szerepet játszik. 
Az atomi elektronhéjak közti csatolás-típusának megállapítása igen lényeges, 
nem csupán az energetikai spektrum osztályozásához, hanem ez segít hozzá bennünket 
az atomi rendszer sugárzási térben való viselkedésével kapcsolatos információk-
hoz. Ebben a vonatkozásban fontos szerepet játszanak a kiválasztási szabályok és 
az emissziós vonalak relatív intenzitásai. 
A betöltetlen héjak az LS- és yy-csatoláson kívül más csatolási t ípusnak meg-
felelően is csatolódhatnak. Két ilyen típus használatos. Az egyik az úgynevezett 
•/01-csatolás [33]. A másik típust /.Só-csatolásnak nevezik. Ez [34]-ben lett beve-
zetve. Ezt a jelölést olyan esetben lehet alkalmazni, mikor a konfiguráció egy betöl-
tetlen héjból és azonkívül egy elektronból áll. A JLS és LSS jelöléseket [35]-ben 
vezették be. Ezek általánosabb eseteknek felelnek meg. 
Az elméleti számítások és a kísérleti adatok [34, 36] egyaránt azt mutatják, 
hogy egy elektronnak betöltetlen héjjal való csatolása a külső elektron gerjesztési 
fokátó l függ. Ez azt jelenti, hogy ha a külső elektron egyik nívóról egy másikra 
kerül, a csatolás típusa megváltozhat. Ennek a számításbavétele érdekes eredmé-
nyekre vezet. 
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Nem régen még csak a háromszög kiválasztási szabályokat ismerték, melyek 
az LS —LS és jj—jj átmenetekre vonatkoztak. A [37] munkákban kimutatták, 
hogy az LS—jj és az LS — J0\ átmenetek kiválasztása szabályai is háromszögekből 
állnak. Viszont az LS—jj és LS — J01 átmeneteknél négyszög szabályok is fellép-
nek, mivel az elektromos multipólus matrixelemeinek kifejezéseiben 12y'-koefficien-
sek lépnek fel. Az utóbbiak nemeltűnési feltételei között, [13] szerint, négyszögek 
vannak. Még bonyolultabb kiválasztási szabályok adódnak [35] általános típusú 
összetett konfigurációkban. Bizonyos esetekben ezek között több ötszög is fellép, 
mivel az elektromos multipólus matrixelemeinek kifejezéseiben, a fent már említett 
12/'-koefficiensen kívül 15/- és 18y'-koefficiensek is előfordulnak. 
Az említett eredmények sok újat elárulnak az elektron átmenetekről. így pél-
dául azok a vonalak, melyek LS-csatolásnál interkombinációsak és a kiválasztási 
szabályok szerint tiltottak, megengedettek lehetnek, ha a kombinálódó nívók közül 
az egyikben a csatolási típus az LS-csatolástól eltérő. Tehát a különböző konfi-
gurációk közti interkombinációs átmenetek nem csupán érthetőkké válnak, hanem 
törvényszerűeknek is bizonyulnak. 
Különböző típusú csatolásoknál több átmenet lehet megengedett, viszont a 
megfelelő vonalak intenzitása erősen függ a csatolás típusától. A különbségek több 
nagyságrendet is elérhetnek. 
A fent említett eredmények jó szolgálatot tehetnek a spektrumvonalak inten-
zitása alaposabb tanulmányozásának. Az az elmélet, mely a felismert tények sikeres 
értelmezését nyújtja majd, képes lesz még ismeretlen jelenségek megjóslására is. 
Ez elsősorban az asztrospektroszkópiára vonatkozik, mely azokat a vonalakat tanul-
mányozza, melyeket nehéz vagy éppen lehetetlen közönséges laboratóriumi felté-
telek mellett megfigyelni. 
5. Radiális egyelektron hullámfüggvények felkutatásának módszerei 
Miként az előző fejezet elején említettük, az elméleti eredmények teljessége 
megköveteli, hogy a radiális integrálokat radiális egyelektron hullámfüggvények 
segítségével határozzuk meg. Ezért az utóbbiak megállapítása az atom kvantum-
elméletének a leglényegesebb és egyben legnehezebb részét képezi. Tekintettel arra, 
hogy az atomi állapotok stacionáriusak, a radiális hullámfüggvények felkutatása 
a variációs elven alapszik. Ezen elv alkalmazása funkcionáltípusú mennyiségek 
variálását jelenti. E mennyiség megválasztásától függ a radiális egyelektron hullám-
függvények pontossága [38]. 
Szinte szabályként mondhat juk, hogy a variálandó mennyiség megválasztásá-
nál az energiaoperátor matrixában elhanyagoljuk a mágneses kölcsönhatásoktól 
származó tagokat. Akkor a legalkalmasabb az ES-csatolás. Az ilyen (mágneses 
kölcsönhatások nélküli) energiaoperátor matrixa diagonalizálható. EE-csatolásnál 
az olyan antiszimmetrikus hullámfüggvények sémájában, melyek a teljes pálya- és 
spin-impulzusmomentumok négyzeteinek sajátfüggvényei, csak ismétlődő termek 
esetében kell diagonalizálni. Ez a diagonalizálás ezen termekre korlátozódik. Emiat t 
a diagonalizálás egy nem magas fokú szekuláris egyenlet megoldását jelenti (az 
egyenlet foka a meghatározott termek ismétlődésének száma). Nem nagyon bonyo-
lult konfigurációkban ismétlődő termek nem találhatók és így elesik a diagonali-
zálás szükségessége. 
4* 
3 1 2 A. P. JUCYS 
Az antiszimmetrikus függvények olyan rendszerét, mely az energiaoperátor 
diagonális mátrixát adja és nem tartalmaz mágneses kölcsönhatásnak megfelelő 
tagot, célszerű Slater—Hartree—Fock-féle rendszernek, vagy előállításnak nevezni. 
Az ilyen elnevezést az indokolja, hogy Slater [19] volt az első, aki az említett rend-
szer egy speciális esetét jelentő antiszimmetrikus hullámfüggvényt javasolt. Hartree 
volt az, aki először javasolta ezt a módszert, mint amely alkalmas a radiális függ-
vények megtalálására és ő használta fel ezeket adott sémához tartozó függvények 
összeállítására. Végül Fock dolgozta ki az energiaoperátor fent említett diagonali-
zált mátrixán alapuló variációs módszerét, mely egyelektron radiális hullámfüggvényé-
nek megkeresésére szolgál. Az elnevezést illetően megjegyezzük, hogy ezt a 
sémát nem kell a radiális egyelektron hullámfüggvények megkereséseinek módszerei-
vel kapcsolatba hozni, mivel ezek a módszerek általánosabbak, mint az energia-
operátor egy meghatározott előállítása. 
Az energiaoperátor matrixa Slater—Hartree—Fock-féle előállításban a követ-
kezőképpen néz ki: 
Eu = lu + Fa + Fu + Gn + Ku (Eu = 0 i f f i). (5. 1) 
Itt 
h = 2 KiH.nl), ( 5 . 2 ) 
ni 
Ец = 2 ( J Am,„i) + 2 N„iN„'iF(°„it„'i'), ( 5 . 3 ) 
ni \ z. J ni, n i', 
ahol Nnl — az ni héjban levő elektronok száma. I(nl) az elektron kinetikus ener-
giáját és a magra vonatkozó potenciális energiáját reprezentálja. F°(nl,n'lj az 
elektronok közti elektrosztatikus kölcsönhatási energiát jelentő Slater-féle integrál, 
mely olyan esetre van számítva, mikor az elektron töltése a mag körül gömbszim-
metrikusán oszlik el kvantumeffektusok figyelembevétele nélkül (Pauli-féle elv 
figyelembevétele nélkül). Fu az Fk(nl, n'lj (k > 0 ) integrálokból áll és Gu a Gk(nl, n'lj 
integrálokból. Kn az Fk és a Gk integrálokból tevődik össze és csupán olyan esetek-
ben lép fel, mikor ismétlődő termek vannak. 
Az i index a konfigurációt és a termet és még más kiegészítő szimbólumot 
jelent, ha a termek ismétlődnek. 
Olyan esetekben, mikor a Kn elmarad, F" a közönséges és Gu a kicserélődési 
kölcsönhatási energiát jelöli. Kn általában irracionális módon fejezhető ki az 
Fk — és Gk-ra vonatkozólag. 
Az (5.1) kifejezés a Fock-féle variálandó mennyiség, amit EnF-fel fogunk 
jelölni, és az 
EÜ=Ití + Fu (5.4) 
kifejezés a Hartree-féle variálandó mennyiséget jelenti. Ha kivariáljuk az Efrt a 
radiális egyelektron függvényekre vonatkozólag, a kerületi feltételeket Lagrange-
féle multiplikátorral figyelembe véve, a Fock- illetve a Hartree-féle „self-consistent 
field" egyenletekre jutunk. A Fock-féle egyenlet esetében az egyelektron radiális 
függvények normáltsága és ortogonalitása egyaránt figyelembe van véve, míg a 
Hartree-féle egyenlet esetében csak a normáltság. 
Magukra a hullámfüggvényekre vonatkozó variálás a Fock-féle variációs mód-
szert jelenti [17]. E az az általános módszer, mely nemcsak radiális függvények, 
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vagy teljes egyelektron függvények, vagy éppen atom esetére használható, hanem 
a kvantumrészecskék bármilyen rendszerére is. 
Hartree egyenletének levezetése során nem használt variációs módszert. Hartree 
a héjak elektronjaira úgy konstruálta meg a Schrödinger-egyenletet, hogy az elekt-
rontöltéseloszlást gömbszimmetrikusnak tételezte fel és a Pauli-elvet figyelmen 
kívül hagyta . A Hartree-féle egyenletek a Fock-féle variációs módszerrel nyerhetó'k 
[17]. Azt az eljárást, mellyel ily módon nyerhetó'k a Hartree-féle egyenletek, néhol 
Hartree-féle elméletnek nevezik 
F o c k [17] vizsgálataiból az következik, hogy az általa tanulmányozott 
hélium a t o m esetében, mikor az egyik elektron alapállapotban van, a Hartree-
féle variálandó mennyiség adódik, ha az egész rendszer hullámfüggvényeként az 
egyelektron hullámfüggvények egyszerű szorzatát tekintjük. Egyáltalán nem jogos 
ezt a tényt bármilyen állapotban levő tetszőleges a tomra általánosítani. 
Az (5.1) vagy az (5.4) jobb oldalán álló első tag nem függ a csatolás 
típusától és ezért az egyelektron hullámfüggvények minden szorzata ugyanazt adja, 
amit a Slater — Hartree — Fock-féle függvényrendszer is ad, vagy bármilyen más elő-
állítás. Viszont, miként a [40]-ben végzett tüzetes vizsgálatok mutat ják, az (5. 1) 
jobb oldalán álló második tag az egyelektron hullámfüggvénye szorzataira 
vonatkozólag nem egyértelmű. Egyértelműnek adódik, ha az egész a tom hul-
lámfüggvényeként a radiális egyelektron hullámfüggvények szorzatát vesszük. 
Vannak akik úgy gondolják, hogy az energia (vagy más mennyiségek ope-
rátorai matrixelemeinek) meghatározásánál, mely a Hartree-féle egyenletek meg-
oldásával történik, csak (5. 4)-et kell meghatározni (vagy pedig más operátorok 
esetén a megfelelő tagokat) és, hogy ezt a Hartree-féle elmélet kívánja így. 
Viszont ez nem biztos, ugyanis Hartree ezt seholsem posztulálta így. Ez a mód-
szer olyan, hogy a radiális függvényeket az egyszerűsített Hartree-féle módszer-
rel lehet meghatározni, de az operátorok matrixelemei (és így az energiaoperá-
toré is) az elmélet figyelembevételével számíthatók. 
A másik módszer, mely a radiális függvények meghatározására szolgál, a 
közönséges variációs módszeren alapszik. Ezt analitikus függvények módszerének 
nevezik. A radiális függvényeknek határozatlan paraméterekkel analitikus formát 
lehet adni . E(; és ЕЦ e függvények segítségével az említet«- paraméterekkel fejez-
hetők ki. E paraméterek variációs módszerrel nyerhetők. Az analitikus alakot 
úgy kell megválasztani, hogy a függvények ortonormáltak legyenek. 
Az analitikus függyények módszerét a [41] munkákkal alapozták meg. 
Ezekben a munkákban az E£ mennyiségét variálják. A [42]-ben az E " mennyi-
ség használatát is javasol ják olyan esetekben, ahol a kívánt pontosság ezt meg-
engedi. Tehát az analitikus függvények módszerével is a Fock- illetve Hartree-
féle függvényeket nyerjük attól függően, hogy az E[t és Eff mennyiségek közül 
melyiket variáljuk. A [42]-ben javasolt módon nyerhető paramétereket Fock-féle, 
illetve Hartree-féle paramétereknek nevezik. 
6. Hullámfüggvények számítása. A módosított Fock-féle egyenletek 
M a már elég sok a tomra vonatkozólag vannak olyan számítások, melyek 
radiális egyelektron függvények nyerésével kapcsolatosak. Az 1945-tel bezárólag 
nyert eredmények megfelelő áttekintése [43]-ban található. Az 1956-ig számított 
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hullámfüggvények jegyzékét [44]-ben találhatjuk meg. A későbbi eredmények [45]-ben 
szerepelnek, ahol az 1958-ig végzett munkákra találunk utalásokat. 
A gyakorlatban a radiális hullámfüggvények nyerésére szolgáló mindkét mód-
szert használják. Bár az analitikus függvények módszerének használatát az korlá-
tozza, hogy tíz elektronos a tomok esetében már nehezen kezelhető, azonban néhány 
elektronos a tomok esetében használhatóbb, mint a Fock-féle, sőt akár a Hartree-
féle „self-consistent field" módszer . 
Az analitikus függvények módszerének nem csupán az a hibája, hogy kevéssé 
használható bonyolult atomszerkezet esetén, hanem az is, hogy a vele elérhető 
pontosság elég kicsi. Ahhoz, hogy elég nagy pontosságot é r jünk el, sok ismeretlen 
paramétert kellene bevezetnünk, ami a módszert még nem sokelektronos a tomok 
esetében is nehezen alkalmazhatóvá tenné. Analit ikus alakban adott radiális függ-
vények olyan esetekben bizonyulnak hasznosnak, mikor nem kívánunk az ered-
ményektől nagy pontosságot, mivel az operátorok matrixelemeire vonatkozó kifeje-
zésekben levő radiális integrálok meghatározására végzett számítások sokkal egy-
szerűbbek, mintha azokat a Hart ree- és a Fock-féle ,,self-consistent field" numerikus 
függvényeivel végeznénk. Az ilyen integrálok számítását megfelelő standard integrá-
lok táblázata könnyíti meg [46]. Néha analitikus függvényeket használnak a Hartree-
és a Fock-féle ,,self-consistent field" egyenletek megoldásánál kiinduló függvények-
nek. 
A Hartree-féle egyenletek megoldása még néhányszor tíz elektronos a tomok 
esetében is lehetséges. így például, a Hartree-féle egyenleteket megoldották a higany 
a tom alapállapotára [47] (80 elektronos a tom) egyszerű számítási eszközök fel-
használásával, még az elektronikus számolási technikát megelőző időben. E techniká-
val oldották meg a Hartree-féle egyenleteket a hatszoros urán ionra (86 elektronos) 
[48]. Ez mutatja, hogy a Hartree-féle „self-consistent field" módszer radiális hullám-
függvények keresését illetően praktice nincs korlátozva és természetesen ez vonatko-
zik az ezek alkalmazásával nyerhető fizikai mennyiségek elméleti meghatározására is. 
A Hartree-féle egyenletek megoldásait je lentő radiális hullámfüggvények elég 
j ó kiinduló függvények a Fock-féle egyenletek megoldásához. Ez elsősorban a 
bonyolult a tomokra vonatkozik, melyeknél az analitikus függvények módszerét nehéz 
alkalmazni. 
Azok a radiális hullámfüggvények, melyek a Fock-féle egyenletek megoldásai, 
a legjobb hullámfüggvények. Viszont a Fock-féle egyenletek megoldása elég nehéz 
problémát jelent még a modern elektronikus számítás-technika használata mellett is. 
Ez a nehézség főképpen a hé jak közti kicserélődési tagok fellépte miatt áll fenn. 
A Fock-féle egyenletekben nagy nehézségeket jelentenek az (5. 1) jobb oldalán 
levő A ; j-ből eredő tagok. Ilyen egyenleteket eddig még senki sem oldott meg. Azon 
esetek döntő többségében, melyekben a Fock-féle egyenleteket megoldották, ezek 
a tagok hiányoztak, mivel a nembetöltött hé jakban kevés elektron volt. 
Az adott konfiguráció különböző termjeire vonatkozóan különbözők a Fock-
féle egyenletek. Bár az egyes termekre vonatkozó megoldásokban levő különbség 
nem jelentős, mégis jóval felülmúlja a számítások hibahatárait . Tekintettel arra, 
hogy a Hartree-féle egyenletek megoldásai, mely egyenletek minden termre azonosak 
lesznek és elég durva közelítést jelentenek, nem adnak rossz eredményeket, célszerű 
olyan egyenleteket keresni, melyek a kicserélődési tagokat tartalmaznák és az adott 
konfiguráció minden termjére nézve azonosak lennének. Ez a Hartree-féle egyenletek 
megoldásait jelentő radiális függvények pontosabbá tételét eredményezné, úgy, hogy 
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azokat az eredeti Fock-féle egyenletek megoldásait jelentő függvényekhez kapcsoljuk, 
anélkül, hogy azok a termeknek megfelelően „felhasadnának". 
Roothaan azt javasolta [49], hogy a termektől függetlenül építsük fel a Fock-
egyenletet az energia betöltetlen héjak szerinti átlaga segítségével. Ilyen típusú egyen-
leteket oldottak meg [50]-ben a vas-sor atomjaira, melyeknek konfigurációi a d-
elektronok betöltetlen héját tartalmazzák. 
Egy másik módszert javasoltak [51]-ben arra vonatkozólag, hogy hogyan lehet 
elkerülni azt, hogy Fock-féle egyenletek a termeket illetően „felhasadjanak". Ezen 
eljárás szerint a Fock-féle egyenletekben egy meghatározott konfiguráció esetén 
elhanyagolják a termektől függő tagokat. így olyan egyenletek adódnak, melyek 
a betöltött héjak közti, valamint az egyes betöltött és betöltetlen héjak közti kicseré-
lődési tagokat tartalmazzák, viszont nem tartalmazzák a betöltetlen héjak közti 
kicserélődési tagokat . Azonkívül ezekben olyan tagok is vannak, melyek az egy-
elektron töltések eloszlásának e töltések gömbszimmetrikus klasszikus eloszlásától 
való eltérését fejezik ki a betöltött héjakban, viszont a betöltetlen héjakra ilyen tago-
kat nem tartalmaznak. Az ilyen Fock-féle egyenletek nemcsak az adott konfiguráció 
termjeitől függetlenek, hanem az egyes betöltetlen héjak momentumainak a teljes 
momentummá való összegezésének módjától is. Az említett dolog egy meghatározott 
héjban ismétlődő termek jellemzésére is vonatkozik. Ezek az (5. 1) jobb oldalán 
álló Кц tagból adódó komplikációktól mentesek. Az [51] tanulmány azt mutatja, 
hogy az ilyen termektől nem függő Fock-féle egyenletek elég jó eredményeket adnak. 
Viszont megoldásuk lényegesen egyszerűbb, mint az eredeti Fock-féle egyenleteké. 
Figyelemre méltók a statisztikus atomelmélet területén dolgozó magyar kutatók 
eredményei. Az ide vonatkozó munkák kimerítő összefoglalását Gombás [52] mun-
káiban találhatjuk. Sajnos itt nem foglalkozhatunk az atomelmélet e területének 
jellemzésével. Meg kell elégednünk az eredmények azon részének említésével, melyek 
a Hartree- és Fock-féle „self-consistent field" elmélettel kapcsolatosak. 
Gáspár [53] az atom statisztikus elmélete alapján megadta az úgynevezett uni-
verzális potenciál elméletét. Ez a potenciál a magtöltés közönséges leárnyékolását 
is magában foglalja és figyelembe veszi a kicserélődési effektust is. A nyert egyenletek 
nem függnek a termektől és differenciálegyenletek (és nem integrodifferenciálegyenle-
tek, mint a Hartree- és Fock-egyenletek). Ezért nagyon egyszerű a megoldásuk. 
Ez a körülmény indokolttá teszi az ilyen egyenletek használatát olyankor, mikor 
elméleti vonatkozásban nincs szükség nagy pontosságra. Azonkívül a Gáspár-féle 
egyenletek megoldásait használhatjuk a Fock-féle egyenletek pontos megoldásaihoz 
kiinduló függvényként. 
A Fock-féle közelítő egyenletek sajátos változatát vetette fel Slater [54], aki 
statisztikus módon átlagolja a kicserélődési effektust, míg a közönséges potenciált 
úgy tartja meg, ahogy az a Fock-féle variációs módszerből következik [17]. Viszont 
ez a felvétel a kicserélődési effektus bizonyos mértékű túlértékeléséhez vezet (lásd 
(38) 3.9.1. fejezetét). 
A kicserélődési tagokat elég egyszerű kifejezés helyettesítheti, mely a kicserélő-
dési típusú elektromos kölcsönhatás operátorának klasszikus analogonjából nyerhető 
[56]. Ez is a Fock-egyenletekben a kicserélődési effektus túlértékelésével jár . Ezért 
[55]-ben az ilyen számítással já ró kicserélődési tagok megfelelőbb helyettesítése 
céljából empirikus faktor bevezetése van ajánlva, hogy az így adódó egyenletek 
megoldásai jó kiinduló függvényt szolgáltassanak a pontos Fock-egyenletek meg-
oldásához. 
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Húsz évvel ezelőtt a Hartree- és Fock-féle egyenleteket csak numerikus mód-
szerekkel tudták megoldani. Az egyik ilyen módszert Petrashen dolgozta ki [57], 
egy másikat Hartree dolgozott ki [38]. Ezek főleg abban térnek el egymástól, hogy 
a magtól nagy távolságra a megoldást más módon nyerik. 1951-ben Roothaan [59] 
olyan módszert javasolt, melynél a radiális függvények meghatározott módon 
választott bázis exponenciális függvényekkel vannak kifejezve. 
A Fock-féle egyenletek Roothaan által felvetett megoldási módszere, melyet 
általában matrix-módszernek neveznek, nem olyan pontos, mint a numerikus mód-
szerek, viszont az elektronikus számítási technika modern fejlődési fokán fontos 
szerepet játszik, mivel ez a módszer nem igényel olyan nagy memóriaszerkezetet, 
mint a Fock-féle egyenletek numerikus megoldási ciklusa. Másrészről, az ilyen 
analitikus függvényeket könnyen meg lehet adni bázisfüggvényekkel és e függvények-
nél levő koefficiensek értékeivel. Ez megkönnyíti a radiális függvények publikálását. 
E függvények segítségével meghatározott radiális integrálokat meg lehet oldani a [46] 
táblázat felhasználásával. Viszont a számítások fáradságosak, mert sok tag van, 
melyekből a keresett integrálok állnak. Ezek a nehézségek csak nőnek, ha a hullám-
függvényben több csomópont lép fel, ami akkor áll fenn, mikor nehéz a tomokra és 
különösen mikor magasan gerjesztett állapotok függvényeire térünk át. Ezért a fent 
említett függvények csak a könnyű és közepes atomoknál használhatók és ezeknél 
is csak mikor nincs szó magas gerjesztésről. 
7. Atomokra vonatkozó számítási módszerek pontosabbá tétele 
A fent tárgyalt számítási módszerek a következő feltételezéseken alapulnak: 
a) Egy bizonyos héj minden elektronját (úgynevezett ekvivalens elektronokat) 
ugyanaz a hullámfüggvény írja le. 
b) A héjat teljesen jellemzi az ni kvantumszámoknak megfelelő egyetlen érték-
párja. 
c) Az egész a tom hullámfüggvénye az elektronok koordinátáit (tér és spin) 
csak az egyelektron hullámfüggvényeken keresztül tartalmazza. 
Ezeken a feltevéseken alapuló számítási módszereket célszerű közönséges szá-
mítási módszereknek nevezni. Az ezektől eltérő számítási módszereket javított szá-
mítási módszereknek nevezhetjük. Ha az első feltételt feloldjuk, a bővített számítási 
módszerhez jutunk, ha a második feltevéstől eltekintünk, akkor sokkonfigurációs 
közelítésről van szó és ha a harmadik feltevést módosít juk, akkor a változók nem 
teljes szétbontásának módszerével van dolgunk. Most vázlatosan jellemezzük ezeket 
a javító eljárásokat. 
A számítási módszer pontosabbá tételének azon módjá t , mely bővített módszer-
hez vezet, az [59, 60] munkákban alapozták meg, ahol a hélium alapállapota esetére 
két radiális egyelektron-hullámfüggvényt használtak fel. Az ilyen közelítést ls'lx"-vel 
jelöljük. MuUiken [61] ezt „nyitott héj"-nak nevezte. Ez az elnevezés nem szerencsés, 
ugyanis nyitott héj például a 2p2 is, miként a 2p'2p" is. Mikor az nlN közelítésről az 
ni', ni", ..., nbN) közelítésre térünk át, a felhőre vonatkozó számítás (62, 63) kibővül 
az általánosítás értelmében. Innen ered a „bővített" terminus is. 
[64]-ben ki van mutatva, hogy az egész atom kvantummechanika követelményei-
nek megfelelő hullámfüggvénye a bővített számítási módszerben a következő alakú: 
4 ' = 
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ahol
 k а к héjú a tom hullámfüggvénye (a héjak lehetnek betöltöttek vagy betöl-
tetlenek) a közönséges számítási módszerben, és a 
Ku.x = 2 P i - P k ( 7 - 2 ) p 
operátor ruházza fel az egyelektron hullámfüggvényeket megfelelő tula jdonságokkal 
és azok héjakon belüli permutációját eredményezi. A szumma jel az összes permu-
táció feletti összegezést jelenti. Ní___k normálás i faktor. Ennek az operá tornak a fel-
lépte igen bonyolulttá teszi az operá torok matrixelemeire vonatkozó kifejezések 
nyerésére irányuló számításokat. Olyan konfigurációk esetére, melyek nem tartal-
maznak ugyanolyan kvantumszámú két héjat , a megfelelő matematikai apparátus 
[65]-ben van kidolgozva; de tetszőleges bonyolult konfiguráció esetére még megoldat-
lan a probléma. 
A bővített számítási módszer esetében a Hartree-féle egyenletek nyerésére az 
egész a tom hullámfüggvényét [64] 
y¥=N1...k<S>t...<&t (7.3) 
a lakban kell felvenni, ahol Ф ? — az i héj radiális hullámfüggvényeiből áll. 
A bővített számítási módszer alkalmazásával nagyon kevés numerikus számítási 
eredményt hoztak ki. A megfelelő Fock-féle egyenleteket csupán a hélium atom 
esetére oldot ták meg [63]. A legkomplikáltabb konfiguráció, melyre számításokat 
végeztek az \s22p3 (1У Is" 2p' 2p" 2p") [66]. A hidrogénszerű analit ikus hullám-
függvények Hartree-féle konstansait használták fel. 
A számítási eredmények azt muta t ják , hogy a bővített módszerrel számítot t héj 
a közönséges számítási módszerrel számítot t héjhoz képest elnyúlik. Ado t t héj 
esetén az effektus a magtöltés növekedtével csökken. Az energia elméleti értéke 
javul, viszont ez a javulás nem tünteti el az elméleti eredmények és a kísérleti adatok 
közti különbséget. 
A fejezet elején említett második feltevés ekvivalens azzal, hogy az energia-
operá tor különböző konfigurációkat egyesítő nemdiagonális matrixelemeinek elha-
nyagolásával élünk. Ezért a második módszer, mely a számítás pontosabbá tételét 
szolgálja, ezen elhanyagolástól való eltérés útján fejlődik. Azt a tényt, hogy ezen 
matrixelemek nem tűnnek el, nem valami szerencsésen, a konfigurációs kölcsönhatás 
felléptének nevezték [1]. A sokkonfigurációs közelítés terminust [67]-ben javasolták, 
viszont ez nagyon lassan terjedt el, nyilvánvalóan azért, mer t nem megfelelő kifeje-
zés. Konfiguráció keveredés terminus is használatos. 
1933-ban Bacher és Ufford [68] megpróbál ták az energiaoperátor nemdiagonális 
matrixelemeinek figyelembevételével j á r ó effektust megbecsülni. Kiderült , hogy ez 
a hatás nem jelentéktelen. 1937-ben Hartree és Swirles [69] elég pontos számításokat 
vegzett az oxigén esetére. Ők is az említett típusú eredményekre j u to t t ak . 
1939-ben Hartree és mások [70] felvetették azt a gondola tot , hogy a nemdiago-
nális matrixelemeket figyelembe lehetne venni az egyelektron hullámfüggvények 
meghatározására alkalmazott variációs elvben. Ez a gondolat tovább lett fejlesztve 
[67]-ben, ahol ki lett muta tva , hogy a Fock-féle egyenletek sokkonfigurációs közelí-
tésben, korrekciós konfigurációk esetén, lényeges tagokkal eltérnek a közönséges 
egyenletektől. Ezek az úgynevezett konfigurációs tagok. 
[71]-ben a sokkonfigurációs közelítés az általánosított Ritz-féle módszerrel van 
összekapcsolva. Ezen általánosítás alatt a koefficiensek és a sorfejtésbeli függvények 
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egyidejű variációját kell érteni 
Ж = I a 3 F i . (7 .4) 
ahol a bal oldalon a javított hullámfüggvény áll. fiC-egykonfigurációs közelítésben az 
i konfiguráció hullámfüggvénye, a j — variálandó koefficiens. 
Minthogy a (7. 4) végtelen sor, felvetődik a módszer konvergencia problémája . 
E probléma [72]-ben lett megoldva, ahol gyakorlati számítások eredményei alapján 
azon nézetüknek adtak kifejezést, hogy a sokkonfigurációs közelítés elég gyorsan 
konvergál. 
Meghatározot t egyszerűsítések után a Fock-féle egyenletek megoldása sok-
konfigurációs közelítésben semmiféle nehézséget nem jelent [73], mivel ha már 
megvannak a tekintett konfigurációkra vonatkozó közönséges Fock-féle egyenletek 
megoldásai, a sokkonfigurációs közelítésre szolgáló korrekcióhoz szükséges további 
számítások terjedelmüket tekintve nem jelentősek. 
Ha (7. 4)-ben az egyes konfigurációk hullámfüggvényeit radiális egyelektron 
hullámfüggvények szorzataival helyettesítjük [74], akkor az ilyen függvény a Hartree-
féle egyenleteket adja sokkonfigurációs közelítésben. 
Meg kell jegyeznünk, hogy a sokkonfigurációs közelítés csírája már Hylleraas 
régebbi munká jában is, [75]-ben, megtalálható. Ő hélium a tom alapál lapotára 
vonatkozó számítása során ta r ta lmát tekintve a (7. 4)-re emlékeztető hullámfügg-
vényt használt. Hasonló úton ha ladt Taylor és Parr is [76], anélkül, hogy [75]-re 
hivatkoztak volna, mint ez [77]-ben ki lett mutatva. A [75]-munka, bár fontos, 
mégsem játszot t szerepet a sokkonfigurációs közelítésen alapuló számítási módszer 
kifejlődésében. Ez azért történt így, mert nem volt még kimutatva, hogy a választandó 
függvények az egyes konfigurációk függvényeinek felelnek meg és hogy paramétereik 
ugyanolyan i rányban változnak, mint az általánosított Ritz-féle módszer alkalmazá-
sánál. 
A harmadik eljárás, mely a számítások pontosabbá tételét szolgálja, ugyancsak 
Hylleraas m u n k á j á b a n [59, 78] lett megalapozva. Ő a héliumra vonatkozó számításai-
ban elektronok közti távolságot tar ta lmazó hullámfüggvényt használt . E módszer 
nehezebb a tomokra is általánosítást nyert [79]-ben és neve a változók nem teljes 
szétválasztásának módszere lett. A módszer lényege az, hogy a hullámfüggvényt 
a lakban vesszük fel, ahol fi az elektronok közti távolság függvénye, Ж, a változók 
teljes szétválasztásának megfelelő közelítés hullámfüggvénye, melyet ál talában /-tői 
függetlennek tekintünk, és ßrk variációs ál landók. 
A változók nem teljes szétválasztása módszerének alkalmazása nagyon sok 
számolással j á r . Ez a megjegyzés ugyanúgy vonatkozik az energiaoperátor matrix 
elemei kifejezéseinek a szögváltozó szerinti integrálására, mint a radiális függvények 
és integrálok meghatározása céljából végzett számításokra. Azonkívül a konvergencia 
lassú. Például a hélium alapál lapota esetében a pontos számítások (7. 5)-ben több 
tíz, sőt száz tagot kívántak meg [80]. Ál ta lában az ft függvények az elektronok 
közti távolságokat racionális f o r m á b a n tar talmazzák. Az irracionális formák alkal-
mazása gyorsítja a konvergenciát [81], viszont ezzel a számítások lényegesen bonyo-
lul tabbak. 
Bár még a modern számítási technika mellett is nehéz bonyolult a tomokra 
végezni számításokat, a változók nem teljes szétválasztásának módszere nem veszti 
x v = Z ß i f i 4 ' i (7. 5) 
ATOMOKRA VÉGZETT KVANTUMMECHANIKAI SZÁMÍTÁSOK 3 1 9 
el perspektíváját , minthogy benne minden egyéb ellenére megvan a Schrödinger-
egyenlet pontos megoldásához való következetes közelítés lehetősége ado t t sokelekt-
ron-rendszer esetében. Ez egyébként lá tható [82]-ből, a megfelelő probléma nehézsé-
gével együtt. 
A bővített számítási módszer (a számítások pontosabbá tételére szolgáló első 
módszer) nem lépi túl az egyelektron ál lapotok modelljének megfelelő közelítés 
kereteit . Az említett modell alatt az egész a tom hullámfüggvényeinek egy és ugyan-
azon konfiguráció határain belüli egyelektron hullámfüggvények segítségével való 
felépítését ér t jük. Ugyanakkor a sokkonfigurációs közelítés (a második javított 
módszer), és a változók nem teljes szétválasztásának módszere (a harmadik javított 
módszer) az említett modelltől eltérést jelentenek, jóllehet ez az eltérés különböző-
képpenje len tkez ik bennük. Azt mondha tnánk , hogy először a számítások pontosabbá 
tételéül szolgáló első módszert kell használni és azután a többit, és ezek esetében is 
elsősorban a második módszert , mert ez az egyszerűbb. Viszont az első módszer 
alkalmazása során felmerülő számítási nehézségek miat t praktice a közönséges szá-
mítási módszerről először a második módszerhez kell fo lyamodnunk. Ennek előnyére 
vall az a tény, hogy a sokkonfigurációs közelítés gyorsabban konvergál , mint a vál-
tozók szétválasztásával végzett közelítés [83]. 
Természetesebb az első és második [76], vagy az első és harmadik [63] módszer 
egyidejű alkalmazása, mint a második és harmadik módszeré, mivel ezek ugyanazon 
közelítéstől (egyelektronállapotok modellje) különbözőképpen térnek el. Minden-
esetre a kü lönböző számítást javí tó módszerek egyesítésének prob lémája még nincs 
véglegesen megoldva. 
8. A közvetlen előttünk álló feladatok 
Elsősorban kell említenünk, hogy az ekvivalens / -e lekt ronok héjaira vonatkozó 
számítások további kidolgozásának kell megtörténni. Bár az ilyen héjak elméletét 
már kidolgozták, matrixelemekre és radiális függvényekre vona tkozó számítási 
eredmény vajmi kevés van. 
Az eléggé előrehaladott impulzusmomentum elmélet könnyen meghatározhatóvá 
teszi tetszőleges operátorok kiválasztási szabályainak megtalálását, melyet ha a sugár-
zás operátoraira alkalmazunk, az elektron átmenetek kiválasztási szabályait nyerjük. 
Viszont a sugárzás elmélete még nem áll a megfelelő fejlődési fokon . Például, olyan 
fontos jelenségek, mint a kételektron átmenetek, bár e kérdés megoldására történtek 
bizonyos lépések [85], elméleti szempontból nincsenek teljesen értelmezve. 
A fent említett körülmény az úgynevezett tiltott vonalakra is vonatkozik , melyek-
nek elméleti tanulmányozása jelenleg nagy hasznot nyújt az asztrofizikának. Ez ma 
különösen fontos, mikor a világegyetem tanulmányozására szolgáló ú j módszerek 
küszöbén vagyunk, mivel az űrha józás megteremtésével nagy lehetőségek nyílnak 
meg az égi fény és ködök vizsgálatához. Mivelhogy asztrofizikai szempontból ekviva-
lens jelenségek feltételeit nem lehet l abora tór iumokban megvalósítani, az adot t 
viszonyok közöt t az elmélet igen fontos szerepet játszik. 
Az atomelmélet további fejlődésének némi akadálya, az hogy nincs elég olyan 
kvanti tat ív számítás, mely ezen elmélet fejlődését korszerű fokra ju t ta tná . Ezzel 
kapcsolatos az egyelektron radiális hullámfüggvények nyerésének kérdése is. Ha ezek 
megvannak, nemcsak az elmélet helyességét igazolhatják, hanem — elsősorban — 
oly tényekef lá t ta tha tnak meg, melyek kísérletileg még nem voltak k imuta tva . Harminc 
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év alatt nagyon sok radiális hullámfüggvényt kiszámítottak, különböző állapotokban 
levő különböző atomokra. Viszont ezek elszórtan vannak a különböző folyó-
iratokban, kiadványokban. Azonkívül nagy eltérést mutatnak, úgy pontosság, 
mint forma tekintetében. Ezért ezek összegyűjtése, rendezése és kiegészítése az 
egyik következő fontos feladat. Szélesebb mértékben ki kell használni a modern 
elektronikus számítástechnikát, mint ahogyan az eddig történt és még ma is 
történik. Elérkezett az idő, mikor szervezett támadásba kell lendülni az elmélet 
ezen területén, mivel ez éppúgy szükséges a meglevő elmélet erejének teljes ki-
használása, mint további fejlődése érdekében. 
A kvantumátmenetek mennyiségeinek meghatározásához alapvetően fontos, 
hogy a radiális hullámfüggvények rendelkezésre álljanak, mivel a különböző átmene-
tekhez tartozó megfelelő integrálok különböznek. Tehát a vonalak intenzitásának 
elméleti megállapítása általában radiális integrálok elméleti meghatározása útján 
történhet. 
A kvantummechanikai számítások pontosabb módszereit csak a közönséges 
módszer alkalmazásával nyert számítások eredményei mellett érdemes alkalmazni, 
mivel másképpen nem látjuk, hogy a megfelelő, általában igen bonyulolt számítások 
mennyire szükségesek. 
A bővített számítási módszer a legszegényebb, ha az alkalmazásával nyert 
eredményeket tekintjük. Az előző fejezetben már említettük, hogy ezt az elméletet 
csak a legutóbbi időben általánosították nehéz atomokra. Ezen elmélet létrejötte 
teszi lehetővé, hogy a megfelelő számítások végrehajtására sikeresen lehet használni 
a modern elektronikai technikát. Ezek a számítások képezik a közeljövő egyik 
legfontosabb feladatát. 
Másrészről, a sokkonfigurációs közelítés az egyik olyan javított módszer, mely-
nek alkalmazásával jelentős számú számítást végeztek. Viszont konvergenciáját 
bizonyító számításokat megkívánt pontosságig még a legegyszerűbb esetre, így 
a kételektron rendszerre sem végeztek. E kérdésnek is a közeljövőben kell megoldód-
nia. 
A sokkonfigurációs közelítés elmélete és gyakorlati alkalmazása jó eredményeket 
ad azokban az esetekben, mikor a meghatározandó héj két elektront tartalmaz. 
Nincs még megoldva e módszernek a héjban tetszőleges számú elektron esetére 
való kiterjesztésének kérdése. Azt kell gyanítanunk, hogy ezt a kérdést a jelenlegi 
módon csak a bővített számítási módszerrel kapcsolatban lehet megoldani. 
A változók nem teljes szétválasztásának módszerét konvergenciáját illetően 
mindegyiknél jobban tanulmányozták, úgy hogy a hélium atom esetére vonatkozóan 
számos olyan eredmény van, amely konvergenciáját bizonyítja, habár e konvergencia 
gyorsasága nem engedi meg, hogy túl nagy reményeket fűzzünk hozzá. Az előző 
fejezetben szóba hozott megfontolások alapján, aligha lenne célszerű, hogy ma ilyen 
számításokat végezzünk nehéz atomokra, a számítások terjedelmessége miatt . Bár 
e módszernek van jövője. 
Az elkövetkezendő időben nagy figyelmet kell fordí tanunk az első két javított 
módszer továbbfejlesztésére és ezeknek egy módszerré való egyesítésére. És nem 
menve túl a változók teljes szétválasztása módszereinek határain, az ilyen egyesített 
módszer nem kis szerepet játszhat még. A változók teljes szétválasztásán alapuló 
módszerek további kimunkálása elősegítheti a változók nem teljes szétválasztása 
módszereinek sikeres fejlődését. 
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A fent említett problémák eredményes megoldása jó alapot fog majd adni a 
relativisztikus kvantummechanikán alapuló módszerek fejlődéséhez. Ez elsősorban 
a szabad atom relativisztikus kvantumelméletének fejlődését érinti. Másrészről 
nagyon fontos a meghatározott külső feltételek közt levő atom viselkedésének 
elméleti vizsgálata. 
Ilyen feltételek lehetnek a plazmaállapot, az atom szilárdtestbeli állapota stb. 
E kérdések elmélete sikeresen fejlődik. De ezek a sikerek még nagyobbak lesznek, 
ha már a nemrelativisztikus elmélet is fejlődése magas fokára ér el. 
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A GYORS REAKTOROK FIZIKÁJÁNAK ALAPJAI* 
SZABÓ FERENC 
Központi Fizikai Kutató Intézet. Budapest 
Bevezetés 
A gyors reaktorok kifejlesztését energetikai meggondolások tették szükségessé. 
Mint a későbbiekben látni fogjuk egyedül ez a reaktor- t ípus alkalmas arra, hogy 
a természetben előforduló egyetlen hasadóanyag — az U 2 3 5 — mellett j ó hatásfokkal 
új hasadóanyagot termeljünk az U 2 3 8 - b ó l és a T h 2 3 2 - b ő l . 
Ennek a feladatnak a megoldása nagyon is indokol t , mivel a föld U 2 3 5 készlete 
önmagában nem túlságosan jelentős. Becslések szerint a világ összes klasszikus 
energiahordozó készlete (szén, kőolaj, földgáz) jelenleg mintegy 150Q.** Ugyanakkor 
a gazdaságosan fe l tárható uránkészlet 25 millió tonná ra becsülhető és ez a készlet 
az U 2 3 5 izotóp energiatartalmával számolva mindössze 13 Q-t jelent 100%-os kiégést 
feltételezve, ami egyébként természetesen nem érhető el. Az U 2 3 5 önmagában tehát 
a világ energiakészletének csupán 8,2%-át teszi ki és ez egyáltalán nem jelentős 
tétel a rohamosan fe j lődő energiaszükséglet kielégítése szempontjából . Világos tehát , 
hogy a maghasadáson alapuló energiafelszabadítás csak akkor já ru lha t hozzá az 
energiagondok enyhítéséhez, ha az U 2 3 5 mellett az U 2 3 8 potenciális energiatartalma 
is elérhetővé válik. Ebben az esetben ugyanis a hasadóanyagok által képviselt energia-
készlet száznegyvenszeresére növekszik, tehát a nukleáris energiavagyon egy nagy-
ságrenddel meghaladja a klasszikus készletet. Az U 2 3 8 - h o z hasonlóan a T h 2 3 2 is 
ún. szaporí tható — fertilis — izotóp, mennyiségét ugyancsak 25 millió tonnára 
becsülik. Amennyiben ez a becslés helyes, akkor a fissziós energiakészlet még meg-
kétszereződik. 
A hasadóanyag képződéshez vezető magreakciók, konverzió és tenyésztés 
Az U 2 3 8 + neutron kölcsönhatásnak egyik formája a sugárzási befogás. A neutron 
befogásakor U 2 3 9 izotóp keletkezik, ez gerjesztett á l l apotban marad és /(-bomlással, 
23,5 perces felezési idővel
 9 3 N p 2 3 9 maggá alakul át. Ez a mag egy ideig gerjesztett 
á l lapotban van és egy ú j abb /(-bomlással, 2,33 napos felezési idővel á ta lakul
 9 4 P u 2 3 9 
maggá, ez pedig már hasadó izotóp. (Egyébként a -bomló , felezési ideje 24 300 év, 
tehát praktikusan stabil.) Hasonló m ó d o n játszódik le a
 9 0 T h 2 3 2 i zo tópon is ez a 
magreakció sorozat (a természetes Th tisztán ebből az izotópból áll): neutronbefogás 
után a mag két egymást követő /(-bomlással
 9 1 P a 2 3 3 - m á , majd 9 2 U 2 3 3 - m á alakul 
át. A felezési idők: 23,3 perc, illetve 27,4 nap. Az U 2 3 3 szintén hasadóképes mag 
(a-aktív, 1,62-105 év felezési idővel) a természetben nem fordul elő [2]. Ez a két 
* Érkezett 1963. jan. 12. 
** A Q egység az energetikai irodalomban használatos. 
1 e = 1 0 ' 8 B T U (British Thermal Units) = 293-1012 k W ó = 2 ,52-10" kcal. 
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reakció teszi tehát lehetővé a természetben e lőforduló egyetlen hasadóanyag mellé 
még két ilyen anyagnak a létrehozását. 
A reakció sorozato t neut ronok indítják el, tehát minden olyan a tomreaktor , 
amelynek aktív zóná j a U 2 3 8 - a t , vagy T h 2 3 2 - ö t tar ta lmaz, ezekből a fertilis izotópok-
ból ú j hasadóanyagot is termel amellett, hogy saját hasadóanyagát fogyasztja. Egy 
természetes uránnal működő reaktor U 2 3 5 - ö t fogyaszt és P u 2 3 9 - e t termel. Ezt 
a folyamatot , amiko r a termelt és fogyasztott hasadóanyag nem ugyanaz az izotóp, 
konverziónak nevezik. Ha a fogyasztott és a termelt hasadóanyag ugyanabból az 
izotópból áll, akko r a folyamat neve szaporítás, vagy tenyésztés (breeding). A szó-
használat az i roda lomban egyébként nem egységes, a „breeding" elnevezést sokan 
azokra a fo lyamatokra alkalmazzák, amelyekben több hasadóanyag keletkezik, 
mint amennyi elfogy. Az egyszerűség kedvéért a továbbiakban mi mindenüt t szaporí-
tásról fogunk beszélni. 
Termikus reaktorok szaporítási tényezője 
Az új hasadóanyag előállításának hatásosságát jellemzi a szaporítási tényező, 
C. Definíciója: 
az időegységben keletkezett hasadó atomok száma a reaktorban 
az időegységben elfogyasztott hasadó atomok száma a reaktorban 
A nevezőben a hasadáson kívül természetesen a sugárzási befogás is számításba 
veendő, mivel ez a folyamat hasadó atomok megszüntetéséhez vezet. U 2 3 5 üzem-
anyag esetén, pl. neutronbefogás után U 2 3 6 keletkezik, amely már nem hasadó-
anyag. (Ebben a nómenkla tú rában nem tekint jük hasadónak azokat a magokat , 
amelyek csak gyors neutronokra hasadnak, tehát a „páros—páros" izotópokat , a 
9 2 U - 2 3 8 - a t , a 9 2 U 2 3 6 - o t stb.) 
Viszonylag könnyű megállapítani a természetes urán üzemanyagú termikus 
reaktorok szaporítási tényezőjének alsó és felső korlát já t . Ha feltesszük, hogy a 
láncreakció fenntar tásához szükséges neut ronokon kívül minden további neutron 
a fertilis izotópban való befogás céljára rendelkezésre áll, akkor C-re a felső korlátot 
kap juk . A hasadóanyagban abszorbeálódó termikus neutron rj gyors neutront 
termel (q a neu t ron regenerációs tényező). Stacionárius ál lapotban egy neutron 
szükséges a láncreakció fenntartásához, t] — 1 neu t ron marad tehát a fertilis anyagban 
va ló befogásra. Mivel U 2 3 5 - r e nézve rç = 2,07, С felső korlát ja 1,07. Az alsó korlát 
megállapítására a következő gondolatmenet szolgál: A természetes urán izotóp-
összetételét és az U 2 3 5 , valamint az U 2 3 8 hatáskeresztmetszeteit figyelembe véve, 
termikus reak torokban az U 2 3 5 - b e n abszorbeálódó egy neutronra számítva 0,55 
termikus neutron nyelődik el az U 2 3 8 - b a n . Ez egyben С minimális értéke. Végered-
ményben: 
0,55 < С < 1 , 0 7 . 
Megjegyezzük, hogy gyakorlati esetben a felső korlátot soha nem lehet elérni, 
mivel a hasadásban felszabaduló neut ronoknak jelentős része parazita fo lyamatokban 
elvész (szerkezeti anyagokban való befogás, a reaktorból való kiszökés stb.). Az 
alsó korlát szintén nem „érhető el" , mivel az U 2 3 8 - b a n termikus energiák felett is 
abszorbeálódnak a neutronok. 
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H a bizonyos egyszerűsítő feltevéseket teszünk, a szaporítási tényező értéke 
könnyen meghatározható. Az előbbi becslésben használt eljáráshoz hasonlóan itt 
is célszerű nem közvetlenül a keletkezett új hasadóanyagok számát, hanem a szapo-
rítás céljára rendelkezésre álló neu t ronok számát meghatározni. H a r jelöli az U 2 3 5 
és az U 2 3 8 magok számának hányadosát , akkor a termikus neu t ronok csoport jára 
nézve egy U 2 3 5 mag megsemmisülésére 
<7,(238) 
r<ra(235) 
U 2 3 9 keletkezése esik. cra-val a hasadási (o f ) és befogási (ac) hatáskeresztmetszetek 
összegét jelöljük. Ezenkívül azonban még az U 2 3 8 rezonancia ta r tományában is 
tör ténik neutron befogás. Ez a sokszorozási tényezőt károsan befolyásoló effektus 
a szaporításra előnyösen hat. A reaktor- i rodalomban szokásos jelölések felhasználá-
sával [/7(235) az U 2 3 5 neutron regenerációs tényezője, s a gyors hasítási tényező, 
p rezonancia kikerülési valószínűség] az U 2 3 5 - b e n befogott egy neu t ronra számítva 
//(235) gyors neutron keletkezik, az U 2 3 8 gyors hasadása révén z?(235)-e gyors neutron 
kezdi meg a lassulást, g (235)-c-p neut ron kerüli el a rezonancia befogást, tehát 
/7(235)-£-(l — p) fogódik be az E! 2 3 8 -ba . Tehát a természetes uránnal m ű k ö d ő termikus 
reaktor szaporítási tényezője: 
c= + a(235)-£-(1 —p). 
r<ja(235) 
Mivel sem a mérgeződést, sem a kiégést nem vesszük figyelembe, a fenti formula 
csak az indulás előtti ál lapotra érvényes, ezért az így kapot t C-t kezdeti szaporítási 
tényezőnek nevezik. I t t megjegyezzük, hogy az üzemanyag dúsítása nagyon erősen 
ron t ja a szaporítási tényezőt, mivel a dúsítással r is és p is növekszik. 
Nézzük meg milyen numerikus értéket kapunk C-re egy tényleges konverziós 
reaktor , a Calder—Hall-i reaktor esetében. A paraméterek [3] 
o-0(238)= 2,71 barn /у(235)=2,07 
<х
я
(235) = 694 barn £ = 1,030 
/• = 0,00712 / / = 0 , 8 7 5 
Az eredmény az utóbbi formulával számítva C = 0,81, ami jól egyezik a publikált 
С = 0,85 tényleges értékkel [3]. (Egy 10%-os dúsítású vizes reaktor esetében С mind-
össze 0,12). 
A konverziós tényező ismeretében tegyünk mindjár t egy becslést arra, hogy 
a Calder—Hall-i reaktor mennyi Pu- t termel egy hónap alatt. Mivel egy 1 M W 
teljesítménnyel dolgozó reaktor 1 n a p alatt kb. 1 g U 2 3 5 - ö t fogyaszt hasadásban, 
a 180 MW-os Calder—Hall-i reaktor hasadási fogyasztása 1 h ó n a p alatt 5400 g, 
illetve ehhez a sugárzási befogás révén elfogyasztott U 2 3 5 - ö t is hozzáadva 6400 g. 
Н а С = 0,85 konverziós tényezővel számolunk és elhanyagoljuk U 2 3 5 és U 2 3 9 
atomsúlyainak különbségét, akkor a termelt Pu mennyisége 1 h ó n a p alatt kb . 
5400 g. (Azt lehet tehát mondani , hogy egy 1 M W teljesítménnyel m ű k ö d ő természe-
tes urán—grafit reaktor 1 nap alatt hozzávetőleg 1 g Pu-ot állít elő). 
Nézzük most meg, hogyan alakul a hasadóanyag-mérleg adot t С konverziós 
tényező esetén. 
5 
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Н а г mennyiségű hasadóanyagból indulunk ki, akkor ennek elégetésével rC 
mennyiségű hasadóanyagot nyerünk, ezt felhasználva r C 2 - e t és így tovább . Az 
egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy az ú j hasadóanyag paraméterei egyeznek az 
eredetivel. Ha C > 1, akkor a fo lyamat divergáló, ami gyakorlatilag annyi t jelent, 
hogy az összes fertilis anyag á ta lakí tha tó hasadóanyaggá. H a azonban C < 1, akkor 
végtelen sok lépés után is csak 
r + rC + rC2 + ... 
1 - C 
a lehetó'ségek ha tá ra . H a pl. természetes urán üzemanyagú termikus reaktorokat 
veszünk alapul és feltesszük, hogy C = 0,8, akkor 1000 g uránból (7,12 g U 2 3 5 
t a r ta lom) 
7 12 
T = + k 8 = 3 5 ' 6 g 
hasadóanyagot t udunk felhasználni. Az eredeti 0,7%-os hasadóanyag tartalom 
3,5%-ra növekszik és a természetes u r án 96,5%-a még mindig hozzáférhetetlen marad 
az energiatermelés számára. Ebbó'l rögtön következik, hogy ez a reaktor t ípus az 
U 2 3 8 teljes á talakí tásának p rob lémájá t nem oldja meg és energetikailag súlyos 
pazar lás t jelent. 
A termikus tenyésztő reaktorok létjogosultságát kizárólag katonai megfontolások 
támasz t ják alá. Ez a reaktort ípus ugyanis lehetővé teszi tiszta hasadóanyag előállítását 
anélkül , hogy vállalni kelljen az óriási beruházást igénylő izotópdúsító üzem meg-
építését. A reak torban keletkező P u 2 3 9 ugyanis az urántól és a hasadási termékektől 
kémiailag elválasztható és b o m b á k készítésére felhasználható. A hadiipar „gazdasá-
gossági számításai" szerint az a t o m b o m b a ilyen m ó d o n való előállítása lényegesen 
olcsóbb a vele ekvivalens klasszikus robbanóanyag áránál . Egy kis a t o m b o m b a 
robbanás i egyenértéke 20 000 to t r ini t rotoluolnak (TNT) felel meg. Az u tóbbi ára 
közel 5 millió angol font , míg az a t o m b o m b á é kb. 50 ezer angol font . [4] A kontraszt 
anná l nagyobb, minél nagyobb az a t o m b o m b a hatóereje. Az a t o m b o m b a gyártás 
mellett szól az is ebben az eszmefut ta tásban, hogy sokezer tonna T N T szállításához 
nagy légiflotta szükséges. Egy a t o m b o m b a viszont csak egy repülőgépet vagy 
raké tá t igényel. 
A szaporítás lehetőségei a különböző neutron-energiákon 
Lát tuk , hogy a termikus grafi t-reaktorok az üzemanyag szaporítás problémáját 
n e m oldják meg, a reálisan elérhető konverziós tényezőkkel a természetes urán 
kihasználási foka igen alacsony marad . Valószínű, hogy nehézvíz moderá toros 
rendszereknél magasabb konverziós tényezőt lehet ugyan elérni, de még ez is alatta 
m a r a d az l-nek. A nehézvízes rendszerek fejlesztése egyébként pedig még nem áll 
azon a fokon, mint a grafit moderá to ros reaktoroké, így a gyakorlatilag elérhető 
ér tékekre nézve még nincsen megbízható adat . Nézzük most meg, hogy a nukleáris 
paraméterek kü lönböző neutron-energiákon és kü lönböző hasadóanyagok esetében 
hogyan befolyásolják az üzemanyagszaporí tás elvi lehetőségeit. 
A szaporítás fo lyamatában természetesen dön tő szerepe a neutronregenerációs 
tényezőnek van. 
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Ha v-vel jelöljük az egy ha-
sadási aktusban emittált neutro-
nok számát és a-val az üzem-
anyag befogási (<tc) és hasadási 
(öj) keresztmetszetének arányát , 
akkor az 
I. TABLAZAT 
A hasadóanyagok legfontosabb állandói termikus 
neutronenergiákon 
1 1 + a 
Világ-átlag Világ-átlag 
U 2 3 3 P u 2 3 9 
5 9 1 + 7 1025+13 
Of 532 + 20 Of 740 + 9 
V 2,51+0,03 V 2 ,91+0 ,04 
V 2,29 + 0,02 V 2,085 + 0,016 
1 + a 1,100 + 0,004 1 + a 1,38 + 0,02 
U 2 3 5 | j n a t ( 2 ) 
697 + 6 oP 7,68 + 0,07 
Of 579 + 5 Of 4,18 + 0,06 
V 2,47 + 0,03 V 1,34 + 0,02 
V 2,070+0,015 a„(238) 2,75 + 0,03 
1 + a 1,189 + 0,008 
(ju — oc~4-(j j. 
Az U 2 3 8 és U 2 3 5 adataiból számított értékek. 
reláció érvényes. 
Az 1. sz. táblázatban közöl-
jük a legfontosabb üzemanyagok 
D. J. Hughes által összeállított, 
úgynevezett „világ át lagai t" 
(World Values). Ezek az egyes 
nemzetek által mért értékek át-
lagai, a mérési hibákkal súlyozva. 
Az önfenntartó láncreakció 
szükséges (de nem elégséges) fel-
tétele az, hogy r] nagyobb legyen 
az egységnél. Ela pedig a lánc-
reakció fenntartásán kívül, még a 
С > 1 feltételt is teljesíteni kívánjuk, akkor minden egyes — az üzemanyagban 
elnyelt — neutronnak legalább két neutront kell „termelnie", hiszen egy neutron 
szükséges a láncreakció folytatásához és még egy a fertilis izotópban való befogáshoz. 
Az egységnél nagyobb konverziós tényező' eléré-
sének szükséges feltétele t ehá t : 
r\ > 2 . 
A táblázatból látható, hogy termikus energiákon 
a Pu 2 3 9 és U 2 3 5 esetében tj túl közel van a 2-höz, 
tehát termikus tenyésztó'-reaktor ezekkel az izotó-
pokkal gyakorlatilag aligha valósítható meg. A két 
alapvető folyamaton kívül ugyanis elkerülhetetlenül 
fellép abszorpció a szerkezetben, a hűtőközegben 
és a moderátorban és számolni kell neutron-ki-
szökéssel is. A 2 felett jelentkező kis felesleg eze-
ket a veszteségeket nem fedezi. Egyedül az U 2 3 3 
izotóp látszik alkalmasnak termikus szaporítás 
szempontjából, de előállítása egy másik szaporító-
reaktor létét tételezi fel. (Gyakorlati tapasztalat 
egyelőre a termikus U 2 3 3 tenyésztő-reaktorokkal 
kapcsolatban nincsen.) 
Mivel a szaporítási tényezőt alapvetően az r], 
illetve ezen keresztül a v és az a értékei befolyá-
solják, nézzük meg hogyan alakulnak ezek a fizi-
kai állandók, ha a hasadást okozó neutron ener-
giája a termikus energiák fölé emelkedik. 
-6 -5-4 -3 -2-10 1 
В (MeV) 
1. ábra. Az egy hasadásból kelet-
kező neutronok átlagszáma a ha-
sadást okozó neutron energiájá-
nak függvényében. (Számított és 
mért értékek). 
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Az egy hasadásban 
kibocsátott neutronok 
átlagszáma nem túl gyor-
san változó függvénye 
az energiának. De mégis 
azt lehet mondani , hogy 
ha gyorsneutron okozott 
hasadást, akkor a neut-
ron többletenergiája a 
hasadási termékek ger-
jesztésére fordítódik és 
nem kinetikus energiá-
juka t növeli meg. így v 
az energiával növekszik, 
U 2 3 5 esetén v értéke 
0,08 MeV-nél 2,45, 
ugyanakkor 1,25 MeV-
nél 2,65, az U 2 3 3 - r a 
14 MeV-nél 4,23 és 
Pu 2 3 9 - r e 4,62. Ugyan-
csak növekszik a v a 
hasadómag tömeg szá-
mával. A viszonyokról 
áttekintést ad az 1. sz. 
ábra [5]. 
Nagy neutron energiákon viszont a hasadási keresztmetszethez képest a sugárzási 
befogás keresztmetszete eró'sen csökken, és így csökken az a is. Az a csökkenésének 
oka valószínűleg a hasadási nívó sávszélességének növekedése. A hasadási kereszt-
metszetek alakulását nagy neutron energiákon a 2. sz. áb ra szemlélteti. Látható, 
hogy a a f U 2 3 5 esetén is 1 barn felett marad . Ugyanakkor ebben a tar tományban 
egyetlen olyan (n, y) folyamat sincsen, amelyre nézve <jc > 0 . 2 barn volna. 
v, a és r] értékeit az 1 MeV körüli neut ron energiákra a 2. sz. táblázat foglalja 
össze [6]. 
Végeredményben tehát nagy energiákon mind a v, mind az a értéke — а tenyész-
tés szempontjából — kedvező' irányban változik meg. A neutron-regenerációs 
tényező értéke már jóval 2 fölé emelkedik és ez lehetővé teszi, hogy „valódi" tenyésztő 
reaktorokat lehessen építeni. (Külön kedvező 
jelenségnek lehet tekinteni azt, hogy ez az érték 
Pu 2 3 9 esetén a legmagasabb. Hiszen ez azt je-
lenti, hogy a tenyésztett üzemanyag neutron-
ökonomiája jobb lesz, mint a természetben elő-
forduló U 2 3 5 - é . ) A teljesség kedvéért még te-
kintsük á t a termikus és magas energiák között i 
területet is. a értéke ebben а tar tományban 
maximumot mutat (3. sz. táblázat). 
A v értékének lassú emelkedése ezt a 
maximumot nem tudja kompenzálni, ezért t] 
2. ábra. Hasadási keresztmetszetek nagy neutron energiákon 
2. TÁBLÁZAT 
v.aésrj valószínű értékei 1 MeV körül 
U « 3 p u2í9 
V 2 , 7 2 , 6 5 3 , 0 
a 0 , 1 0 , 1 5 0 , 1 
V 2 , 4 5 2 , 3 2 , 7 
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a t e rmikus energiákhoz képest 
csökken m é g az U 2 3 3 esetében is, 
ahol pedig a viszonyok a legked-
vezőbbek. A közölt a d a t o k nem 
tekinthetők ugyan véglegesnek, 
de r\ é r téke 100 keV ala t t nagy 
valószínűséggel 2-nél kevesebb 
mind az U 2 3 5 , mind a P u 2 3 9 ese-
tén, kivéve természetesen a ter-
mikus t a r tományt . így a termikus 
energiák feletti, de a 100 keV 
alatti interval lum tenyésztés szem-
pont jából nagyon kedvezőtlen. 
3. TÁBLÁZAT 
a átlagos értéke a neutronenergia függvényében [6] 
Energ ia U233 U«5 Pu«» 
Termikus 0,12 0,18 0,42 
100 eV 0,12 0,52 0,72 
1 keV — 0,48 0,60 
lOkeV — 0,35 0,43 
30 keV 0,15 0,35 0,45 
100 keV 0,05 0,13 0,18 
250 keV 0,04 0,12 — 
0,9 MeV nagyon kicsi 0,08 
-
Gyors reaktorok általános tulajdonságai és szerkezeti felépítésük alapelvei 
Mint ismeretes, a te rmikus reaktorok tervezésének alapelve a kri t ikus tömegek 
min imumára való törekvés. Mivel egy r e a k t o r kritikus tömege annál kisebb, minél 
nagyobb az aktív zóna mikroszkopikus hasadási hatáskeresztmetszete, termikus 
reak torokná l a moderátor és a hasadóanyag térfogatainak arányszámát úgy választják 
meg, hogy a hasadásban keletkező gyors neutronokat a lehető legközelebb vigyék 
a termikus energiákhoz. Ennek következtében a mikroszkopikus és egyben a mak-
roszkopikus hasadási keresztmetszet is nagy értékeket vesz fel. A relatív moderá to r 
térfogat növelésének az szab határt, hogy egy bizonyos moderá tor koncentráción 
túl a lassí tó közegben abszorbeálódó n e u t r o n hányad m á r nagy lesz és ezt a nagy 
abszorbciót a hasadási keresztmetszet növekedése már nem tudja kompenzálni . 
(Gyakorlat i esetekben a minimális kr i t ikus tömegtől csekély mértékben eltérnek, 
részben a hőtechnikai viszonyok optimalizálása, részben a j o b b biztonság elérése 
érdekében.) 
A gyors reaktorok tervezési alapelve az optimális neu t ronökonomiára való 
törekvés. Min t az előző pon tban láttuk, a szaporítási viszonyok annál kedvezőbben 
alakulnak, minél magasabb a láncreakciót fenntartó — és egyben a fertilis anyagban 
abszorbeálódó — neu t ronok energiája. A gyors reaktorok aktív zónája a neutron-
energiák magas szinten való tartása érdekében egyáltalán n e m tartalmaz moderá tor t . 
Még így is, mint később látni fogjuk, az előálló neutronspektrum lényegesen alacso-
nyabb energiá jú lesz a hasadási spekt rumnál . A neu t ronok magas energiaszinten 
való t a r t á sa érdekében természetesen fel kell áldozni a „minimális kri t ikus tömeg" 
elvét. A gyors reaktorok egyik legfontosabb jellemzője az igen magas kri t ikus tömeg; 
összehasonlításképpen: az EBWR —1 közönséges vízzel moderá l t termikus reaktor 
aktív z ó n á j á n a k térfogata 92 liter. Kr i t ikus tömege 3,6 kg U 2 3 5 , egy azonos zóna-
térfogatú gyors teljesítményreaktor kr i t ikus tömege ennek több mint ötvenszerese. 
A mikroszkopikus hasadási hatáskeresztmetszet erős csökkenését a hasadó-
anyag m a g a s koncentrációjával, tehát a magas dúsítással kell ellensúlyozni. 
A gyors reaktorba invesztált nagy hasadóanyag-mennyiség szükségessé teszi, 
hogy a r eak to r aktív zóná jának fajlagos teljesítménye nagyon magas legyen. Csak 
így lehet elérni azt, hogy a beépített hasadóanyag költségének megtérülése az energia 
árában ne képviseljen tú l nagy hányadot . Nagyságrendileg mintegy 1000 kW/liter 
fajlagos teljesítményszint elérése szükséges. 
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Mivel a fajlagos teljesítmény magas, a reaktor adott teljesítménynél viszonylag 
kis méretű lesz, ezért a neutronkiszökés jelentó's értékeket érhet el. A termikus 
reaktorokban használt reflektor anyagokat nem lehet alkalmazni, mivel egyben jó 
moderátorok is és emiatt a reflektált neutronokat nem kívánt mértékben lelassítanák. 
Célszerű viszont a zónát fertilis anyaggal körülvenni, amely így hármas szerepet 
tölt be. Eló'ször a zónából kiszökő neutronok egy részét jelentős energiaveszteség 
nélkül reflektálja, másodszor a neutronok egy részét abszorbeálja, tehát itt megy 
végbe a szaporodáshoz vezető reakciók egy része. Végül a nagy energiájú neutron-
spektrum következtében a reflektorban jelentős mennyiségű hasadás is lejátszódik. 
(Gyakorlati esetben az összes hasadások mintegy 15 —30%-a.) Ez a körülmény 
a neutronökonómiát javítja, hiszen minden technológiai beavatkozás nélkül lehetővé 
válik a fertilis anyagok közvetlen energetikai hasznosítása. Amennyiben nemcsak 
a reflektor, hanem a zóna is tar talmaz hasadóanyagot, akkor az utóbbi két folyamat 
természetesen itt is lejátszódik. Ha üzemanyagként dúsított uránt alkalmaznak, 
akkor a fűtőelemek U2 3 8 t a r ta lma jelenti a zónán belül „elhelyezett" anyagössze-
tevőt. Ha az üzemanyag tiszta hasadóanyag pl. P u 2 3 9 és a zónán belül mégis kívánatos 
fertilis anyag alkalmazása, akko r ennek behelyezését valamilyen módon külön kell 
megoldani, (pl. úgy, hogy a fütőelemrudakat természetes urántömbben kialakított 
csatornákban helyezik el.) 
Gyors reaktorok hűtőközegeként természetes vizet, nehézvizet vagy organikus 
anyagokat nem lehet alkalmazni, ezen anyagok jó lassító tulajdonságaik miatt. 
Gáz nem jöhet számításba, mivel a szükséges hőelvonást nem lehet gázokkal biztosí-
tani. Eddig kizárólag az alkáli-fémhűtés mutatkozott kielégítőnek. A nátrium, 
illetve nátrium-kálium eutektikum abszorpciója kb. egyezik a vízével, de lassítási 
jósága három nagyságrenddel alacsonyabb. Kedvezőek a korróziós tulajdonságok 
— ezek a fémek az uránnal nem lépnek reakcióba — egyedül a vízzel és nedves 
levegővel való érintkezést kell elkerülni. Technológiájuk természetesen számtalan 
kérdést vetett fel, de ma már a problémák zöme megoldottnak tekinthető és bőséges 
gyakorlati tapasztalat áll rendelkezésre [7]. 
A gyors reaktor üzeme során a zónában és a reflektorban új hasadóanyag 
keletkezik. Ennek egy része természetesen még ugyanabban az üzemanyag-ciklusban 
ki is ég, ami az eredeti üzemanyag kiégést némileg, de nem teljesen ellensúlyozza. 
A felhalmozódott üzemanyag ki nem égett részét a reaktorból eltávolítják úgy, hogy 
a kérdéses zóna vagy reflektorelemet reprocesszáló üzembe viszik és a hasadóanyagot 
a többi komponensektől kémiai úton elválasztják. Hogy ez milyen időközökben 
történik, azt egyelőre nem a kiégési és felhalmozódási törvényszerűségek szabják 
meg, hanem a fűtőelemek sugárállósága. A rendkívül magas neutronfluxus által 
okozott sugárkárosodás a fűtőelemek igen gyakori cseréjét teszi szükségessé. 
A 3. sz. ábra egy kis teljesítményű gyors reaktor, az EBR—I. keresztmetszete. 
Az aktív zóna kis átmérőjű, 94%-os dúsítású U 2 3 5 elemekből áll. Ezt körülveszi 
a természetes uránrudakból összerakott ún. belső köpeny. (A zónát körülvevő 
fertilis anyagot, köpenynek szokás nevezni, mivel nem csak a reflektor szerepét 
látja el). Ezen kívül helyezkedik el a külső köpeny, ezt egy légrés, majd grafit reflektor 
követi. A köpeny szétválasztása azért célszerű, mert a zónához közel fekvő részben 
a fluxus és ennél fogva a teljesítmény igen magas, tehát intenzív hűtést igényel 
(folyékony fém), a külső köpeny szerkezete tömör , itt elegendő a léghűtés. Itt helyez-
kednek el a vezérlőrudak is. Utóbbiak száma meglehetősen nagy, ez részben annak 
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következménye, hogy itt a fluxus már alacsonyabb. Másrészt magas neutron-ener-
giákon az abszorpciós hatáskeresztmetszet kicsi, ezért egy-egy rúd effektivitása 
alacsony. A grafit reflektorból visszatérő neutronok természetesen már csak a 
sugárzási befogás szempontjából jönnek számításba. A reaktor a homlokfelületeken 
is köpennyel van ellátva, ami t szerkezetileg úgy alakítanak ki, hogy a fűtőelem-
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3. ábra. Az EBR-I. reaktor keresztmetszete. I Aktív zóna, 2 Belső köpeny, 
3 Tartály, 4 Külső köpeny, 5 Vezérlörúd, 6 Hütöcsatorna, 7 Légrés, 8 Grafit 
rudakat há rom szekcióból ál l í t ják össze. A középső rész tar ta lmazza az üzemanyagot, 
az alsó és felső részek pedig a fertilis anyagot . Egy nagy teljesítményű gyors reaktor 
elvi szerkezeti felépítése az itt közölt ábrá tó l abban különbözik, hogy az aktív 
zónában nagyobb térfogathányad van biztosítva a hűtőközeg számára. 
A gyors neutronok számára még a hasadási termékek sem jelentenek erős 
abszorpciót. A hasadási keresztmetszetek az előforduló energia tar tományokban 
túlsúlyban vannak a sugárzási befogás keresztmetszeteivel szemben. Ezért a mérgező-
dés kompenzálására viszonylag kis reaktivitástöbblet szükséges. A magas hasadó-
anyag koncentráció miatt a szerkezeti anyagok relatív abszorpciója is alacsonyabb, 
mint a te rmikus reak torokban . Ezek a ha tások végül is azt eredményezik, hogy az 
összes beépí tendő reaktivitástöbblet a p rompt kritikus szint alatt tar tható és ez a 
biztonságot előnyösen befolyásolja. 
A továbbiakban részletesen rátérünk a gyors reak torok fizikája fon tosabb 
speciális kérdéseinek kvalitatív tárgyalására. 
Gyors sokszorozó rendszerek kritikussági kérdései 
A gyors reaktorok kü lönböző alapvető fizikai tu la jdonságainak megállapítása és 
a magas neutronenergiákhoz tartozó nukleáris paraméterek kimérése nagyrészt 
egyszerű felépítésű ún. „e lemi" gyors kritikus rendszereken tör tént . Ezek többnyire 
gömb vagy henger alakú, t ö m ö r hasadóanyagból készült testek, reflektorral vagy 
anélkül. Rendszerint két, vagy több — külön-külön szubkri t ikus — darabra szét-
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szedhetők. A 4. ábrán látható a plutóniumból 
készült, reflektálatlan, gyors kritikus rendszer, 
a „Jezebel" [8]. A zónát alkotó gömbszeg-
mensek egymástól el vannak távolítva. A rend-
szer akkor válik kritikussá, ha ezeket össze-
zárják és a szintén plutóniumból készült szabá-
lyozó rudat (a középső szegmens balolda-
lán) a szervomechanizmussal a tömbbe be-
sülyesztik. 
A 4. táblázatban néhány ilyen — magyar 
fül számára kissé bizarr elnevezésű — rendszer 
fontosabb adatait közöljük. 
A rendszer felépítése során kiadódó kritikus 
tömeg természetesen az atombomba kritikus 
tömegére vonatkozó közvetlen információnak 
tekinthető, ezért ezeknek a rendszereknek az 
adatait sokáig titkosan kezelték. 
Látható , hogy a plutonium kritikus tömege 
a kedvezőbb nukleáris tulajdonságok miatt 
(2. sz. táblázat) durván egyharmada a megfelelő 
U 2 3 5 rendszerének. A rendkívül kis méretek 
miatt (a „Godiva" átmérője mindössze 17,1 cm) 
igen nagy szerepe van a reflektornak. A gyakor-
latilag majdnem végtelen vastagnak tekinthető 
természetes urán-reflektor szintén kb. egyhar-
madára csökkenti a kritikus tömeget. 
Megemlítünk néhány mérést, amely ilyen rendszereken végezhető: a neutron-
spektrum tanulmányozása, idegen anyagok hatása a reaktivitásra, a reaktivitás 
hőmérséklet-függésének mérése, késő neutroncsoportok adatai stb. 
4. TÁBLÁZAT 
Elemi gyors kritikus rendszerek fő adatai 
Aktív- zóna Reflektor 
Kri t ikus tömeg kg 
Anyag Dúsítás % Anyag Vastagság cm 
Jezebel [8] Pu 16,28 
Popsy [8] Pu U nat. 24,1 5,73 
Godiva [9] U 2 3 5 93.7 — — 52,65 
Topsy [9] U 2 3 5 94,1 U nat. 22,8 17,4 
Ezek az elemi gyors kritikus rendszerek természetesen csak igen kis teljesít-
ményen jára thatók, mivel hőelvonás kizárólag csak a felületen történhetik. A felü-
leti hűtéssel levehető hőmennyiség igen kicsiny (egy 5 cm átmérőjű uránfémből 
készült gömb felületéről mindössze 20 kW teljesítmény vehető le, ha a gömb belse-
4. ábra. A ,,Jezebel" gyors 
kritikus rendszer 
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jének megolvadását el a k a r j u k kerülni). Ezért a gyors teljesítményreaktorokat 
hűtés szempontjából ugyanúgy kell kialakítani, mint a t e rmikus reaktorokat . A szük-
séges h ő á t a d ó felületek elhelyezése megköveteli a zóna térfogatának növelését. 
Ha most egy teljesítményreaktor kialakítását ezekből a gyors kritikus rendszerek-
ből kiindulva közelítjük meg, akkor a követ -
kező vál toztatásokat kell végrehajtani. El kell 
térni a t ö m ö r zónától, a megfelelő hűtőcsa tornák 
kialakítása céljából. A t ö m ö r elrendezéstől való 
eltérés megnöveli a kri t ikus tömegeket, ugyan-
akkor a z ó n a térfogatának növekedése követ-
keztében csökken a n e u t r o n o k kiszökési való-
színűsége, ami lehetővé teszi alacsonyabb kon-
centrációjú hasadóanyag alkalmazását, t ehá t 
mérsékeltebb dúsítású u r á n felhasználását, 
illetve fertil is anyag bevitelét a zónába. 
K é s ő b b még visszatérünk arra a kérdésre, 
hogy a kü lönböző anyagösszetétel hogyan be-
folyásolja a kritikus tömege t . Itt azt m u t a t j u k 
meg az 5. sz. ábrán, hogy a dúsítás az U 2 3 5 / U 2 3 8 
rendszerek görbületi paraméterei t hogyan be-
folyásolja, reflektálatlan, t ö m ö r elrendezés ese-
tén [10]. 
A gö rbe tízcsoport módsze r alapján számí-
to t t ér tékeket tüntet fel. Egyszerűség kedvéért 
feltételezték, hogy a magszámsűrűség á l l andó . 
(N = 0.048 X l O 2 4 ) Kevésbé sűrű rendszerekre a B23íN2 reláció érvényes. Ez az 
ábra is tükröz i azt a plauzibilis tényt, hogy a legkisebb kritikus mérete a tiszta 
hasadóanyagból álló rendszereknek van . Az ET238-al va ló hígítással a kritikus 
méret növekszik, még ped ig úgy, hogy a kritikus tömeg is nő. Ezenkívül látható, 
hogy létezik egy minimális dúsítás, 5 és 6 % között, amely alatt gyors rendszer 
végtelen t ö m e g esetén sem lehet kritikus. (Ez a B2 , —B 2 görbék közös asszimp-
to tá jához tar tozó dúsítás). 
Megjegyezzük, hogy ez inkább elvi, mint gyakorlat i minimum, hiszen a 
B 2 = 10 - 4 c m - 2 értékhez tartozó kr i t ikus tömeg már t ö b b , mint 2500 to urán 
és ennek még 5%-nál n a g y o b b dúsítása v a n . 
A neutronok energiaspektruma gyors reaktorokban 
A gyors reaktorok neu t ronspek t rumát más nukleáris folyamatok a lakí t ják ki, 
mint a t e rmikus reaktorokét . 
A te rmikus r eak to rokban a neut ronok energia-degradációjának a moderá tor 
hőmérsékletéhez tartozó Maxwell-eloszlás az alsó határa . A spektrum kialakulása 
ugyan még nem minden részletében t isztázot t , de a tervezés számára kielégítő pon-
tossággal megadható az említet t Maxwell-eloszlás több-kevesebb korrekciójával. 
A gyors reaktorokban ilyen alsó limit nincsen, a n e u t r o n o k ugyan it t is a hasa-
dási spek t rumnak megfele lő energiaeloszlásban keletkeznek, de viszonylag kis 
számú ü tközés után abszorbeálódnak, illetve szöknek ki. A zónát a lkotó anyagok 
atomjaival a gyors r e a k t o r o k spektruma soha nem kerül termikus egyensúlyba, 
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5. ábra. A geometriai görbületi para-
méter a dúsítás függvényében 
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következésképpen kevésbé uniformizált, mint a termikus neutron-spektrum, erőseb-
ben függ a konkré t rendszer anyagi összetételétől és méreteitől. Mivel az összes 
hatáskeresztmetszetek az energiának elég gyorsan változó függvényei, a gyors 
reaktorok fizikájában a spektrum — méréssel, vagy számítással való — meghatá-
rozásának d ö n t ő szerepe van. 
Mivel egyrészt a zónában moderátor nincsen, másrészt pedig a rugalmas szó-
rási hatáskeresztmetszetek nagy energiákon igen alacsonyak, a neutronok energia-
eloszlását nem a rugalmas szórás, hanem a rugalmatlan szórás határozza meg. 
Rugalmatlan szórás esetén, mint ismeretes a szórómag kvantum állapota megvál-
tozik, a mag a neutronnak alacsonyabb energián való emittálása után gerjesztett 
állapotban marad , és egy vagy több gamma-kvantum kibocsátásával tér vissza az 
alapállapotba. Amíg a rugalmas szórás minden energián felléphet, addig a rugal-
matlan szóráshoz egy bizonyos minimális neutronenergia, az ún. küszöbenergia 
szükséges. Ez egyenlő a szórómag első gerjesztési nívójának magasságával. A kü-
szöbenergia alacsony tömegszámú magoknál 1 MeV nagyságrendbe esik, a tömeg-
szám növekedésével pedig 100 keV alá csökken. Ebből következik, hogy a gyors 
reaktorok neutronspektrumát döntő mértékben a nehéz magokon történő inelasz-
tikus szórás alakít ja ki. (Az első és a második gerjesztett nívók magassága p l : Li6-nál 
2,19, illetve 3,57 MeV, U 2 3 8 -ná l 0,045, illetve 0,145 MeV.) 
A szóró mag különböző gerjesztési nívóihoz természetesen különböző hatás-
keresztmetszetek tartoznak. Az egyes nívókhoz tartozó hatáskeresztmetszetek kí-
sérlettel való meghatározása elég nehéz feladat, valamivel egyszerűbb ezek össze-
gének, az ún. totális inelasztikus keresztmetszetnek mérése. Tájékoztatásul a 6. sz. 
ábrán néhány magra megadjuk ezt a totális inelasztikus keresztmetszetet, a beeső 
neutron energiájának függvényében [6]. Az inelasztikus szórás mért értékeiben 
való bizonytalanságok miatt a számított spektrum sem eléggé megbízható, ezért 
a különböző reaktorparaméterek meghatározásában egyelőre a közvetlen mérés 
viszi a főszerepet. 
A 7. sz. áb rán megadjuk a Godiva rendszerből kiszökő neutronok spektrumát. 
[11]. 
Energia (MeV) £ (MeV) 
6. ábra. Inelasztikus szórási ke-
resztmetszetek az energia függ-
vényében 
7. ábra. A „Godiva" kiszökő neutronjai-
nak spektruma és a hasadási spektrum 
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Összehasonlításul a hasadási spekt rumot is feltünteti az ábra. Látható , hogy 
bár a maximum n e m tolódik el túlságosan, a rendszer spektruma mégis jelenté-
kenyen lágyabb a hasadási spektrumnál . 
A spektrum lágyulásának több fontos konzekvenciája van. A spektrumra át-
lagolt neutronenergia (az effektív neutronenergia) csökkenése eló'ször is azzal já r , 
hogy az U 2 3 8 hasadási arányszám kisebbé válik és mivel a hasadási küszöbenergia 
környékén а oy(Ei 2 3 5) nem változik gyorsan az energiával а с Д Р и 2 3 9 ) még kevésbé, 
az effektív hasadási keresztmetszet csökken. H a az effektív neutronenergia jelentő-
sen eltolódik a k isebb értékek felé, akkor a hasadómag fissziós hatáskeresztmet-
szete megnövekszik. (2. sz. ábra). A gyakorlatban előforduló eseteknél ez az utóbbi 
ha tás még nem túlságosan 
erős, ezért a spektrum deg-
radá lódása a hasadási ke-
resztmetszet csökkenésé-
ben, következésképpen a 
kr i t ikus tömeg növekedé-
sében j u t kifejezésre. 
Lá t tuk az előzőekben, 
hogy a hasadóanyag-szapo-
rítás szempont jából a na-
gyobb energiák kedvezőb-
bek, t ehá t a hasadási spekt-
rumtó l való el távolodás a 
szaporí tás t károsan befo-
lyásolja. Az energia deg-
radá lódás i folyamat azon-
ban a rendkívül intenzív 
inelasztikus szórási folyamatok mia t t elkerülhetetlen. Az U 2 3 8 rugalmatlan szó-
rási keresztmetszete igen nagy és ez különösen a kevésbé dúsított rendszereknél 
érezteti hatását. A spektrum lágyulása azonban még olyan magasan dúsított rend-
szereknél is jelentkezik, mint a Godiva . A spektrumot lehet jellemezni az ún. spekt-
rális indexekkel, amelyek lényegében megfelelően választott hatáskeresztmetszetek 
arányai . A hatáskeresztmetszeteket az illető rendszerekben mérve, a spektrumra 
je l lemző átlag értéket kapunk, pl: o y ( U 2 3 5 ) az energiának elég lassan változó függ-
vénye 1 és 2 MeV közöt t , míg ^ ( U 2 3 8 ) 1 MeV-nél már zéró. A ket tő hányadosa 
tehát felvilágosítást ad a spektrum effektív energiájára. A hasadási spektrumra a 
<7 / (U 2 3 5 ) /< t / (U 2 3 8 ) = 3,9, míg a Godiva középpont jában 5,9. Ez arra utal, hogy 
még az elvileg elképzelhető legkedvezőbb esetben is jelentős energia-eltolódás 
következik be a hasadási spektrumhoz képest. 
M á r szó volt a r ró l , hogy teljesítmény reaktorok esetén a zóna méretének meg-
növelése és ezzel együt t több nem hasadó anyag bevitele elkerülhetetlen. A hígítás 
növelésének azonban a legfontosabb következménye az, hogy a viszonyszám 
megnövekszik, tehát a neutronspektrum energiája csökken. Nagyon jól illusztrálja 
ezt az intenzív energia-degradációt a 8. sz. ábra [12]. Az EBR-I jelzésű görbe, a 
már ismertetett 1 M W teljesítményű reaktor aktív zóná jának spektrumát ad ja meg. 
A z ó n a térfogata 6 1. Az EBR-II reaktor teljesítménye 60 MW, a dúsítás 50%. 
A z ó n a térfogata kb . 50 1. A P B R jelzésű görbe egy 600 M W teljesítményre ter-
Neutron energia MeV 
8. ábra. Neutron-spektrumok különböző gyors reaktorokban 
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vezett gyors reaktor zónaspektruma. A fűtó'elemek dúsítása 15—20%, a zóna tér-
fogata 800 1. (Mindhárom reaktorban acéltokozású fűtó'elemek vannak, a tenyésztő-
köpeny természetesen urán. A hűtőközeg alkáli fém, amely mindhárom esetben az 
aktív zóna térfogatának mintegy felét foglalja el.) Összehasonlításul a hasadási 
spektrumot is feltünteti az ábra. A görbék egységnyi területre vannak normáivá. 
A spektrumok között i lényeges különbséget mu ta t j a a hasadási középenergia el-
tolódása. (Azt az energiát nevezik így, amely alatt az összes hasadások fele megy 
végbe. Az ábrán a függőleges nyilak jelzik.) 
A gyors neutronspektrumnak — a magasabb középenergián kívül — még egy 
jellegzetessége van a termikus spektrummal szemben: Az eloszlás sokkal jobban 
széthúzódik, szélesebb energia-intervallumot fog át . Ezen belül egyes hatáskereszt-
metszetek némely intervallumban gyorsan változnak az energiával és emiatt a 
hatáskeresztmetszetek átlagolása széles energiatartományokban illuzórikus lenne. 
A megfelelő számítási eljárás a többcsoport módszer. Hogy érzékeltessük a fonto-
sabb állandók változását, közöljük egy tizenegy-csoportos eljárás állandóit az 
5. sz. táblázatban [13]. 
5. TÁBLÁZAT 
Csoportállandók 
j £ <4 r V <r/(28) a iTei Gin <Ti„(28) 
1 2,25 4,5 2,77 1,3 0,59 0,077 0,00941 2,3 2,87 
2 1,35 4,5 2,65 1,28 0,45 0,078 0,0192 1,85 2,44 
3 0,825 4 ,8 2,58 1,25 0,003 0,08 0,0386 1,15 1,20 
4 0,5 5,1 2,53 1,20 0 0 ,12 0,0429 1,2 0,44 
5 0,3 6,3 2,51 1,28 0 0,15 0,0694 0,7 0,47 
6 0,18 7,9 2,49 1,42 0 0,18 0,0978 0,4 0,55 
7 0,11 9,7 2,48 1,6 0 0 ,20 0,130 0 0,55 
8 0,067 10,9 2,47 1,9 0 0,25 0,143 0 0,40 
9 0,025 12,3 2,47 2,3 0 0,30 0,0778 0 0,05 
10 0,0091 13,5 2,47 3,4 0 0,35 0,0748 0 0 
11 0,000 14,3 2,47 6 ,0 0 0,45 0 0 0 
Az E az egyes energia-intervallumok felső határenergiáját jelöli MeV-ben. 
А сTf (28) oszlop az U 2 3 8 hasadási, a o in (28) pedig az inelasztikus szórási hatás-
keresztmetszetét tartalmazza, az összes többi adat az U2 3 5-re vonatkozik. Látható, 
hogy az inelasztikus szórás — amíg egyáltalán egzisztál — mennyivel nagyobb 
szerepet játszik az elasztikusnál, és U2 3 8-ra lényegesen nagyobb, mint ET235-re. 
Mivel rugalmatlan ütközésben a neutron több energiát is veszíthet, mint ami a 
felvett csoportbontás egy energia-intervallumának megfelel, a számításokhoz a 
Oj,j + k mennyiséget is meg kell adni, mint a y'-ik csoportjából a j + k-ik csoportba 
való átmenet valószínűségét, a j és к függvényében. Ezek az értékek az 5. sz. táblá-
zatban nincsenek adva, de pl. [13]-ban megtalálhatók. Egy 16 csoportos eljárás 
állandóit részletesen megadja [14]. 
Egy tipikus gyors reaktor — mint láttuk — magas dúsítású aktív zónából, 
az ezt körülvevő természetes urán tenyésztőköpenyből és esetleg még grafit reflek-
torból áll. A különböző anyagkomponensek eltérő nukleáris tulajdonságai miatt 
és a végesség következtében a spektrum a hely függvényében is változik, még pedig 
erőteljesebben, mint a termikus reaktorokban. A spektrum változása miatt a nuk-
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leáris paraméterek is erősen helyfüggőek lesznek. A 9. sz. ábra az a változását mu-
ta t ja az EBR-I reaktorban a radiális pozíció függvényében [12]. A berajzolt négy 
görbe pedig a spektrum változását érzékelteti. A jobboldali ordináta-tengelyen 
letargiaskála van, [10/EMeV természetes logaritmusa] valamint tájékoztatásul né-
hány energiaérték. 
A görbék egy-egy pozícióhoz tartozó pontjai megadják azokat az energiákat, 
amelyek alatt a hasadások 10, 20, 50, illetve 80%-a megy végbe. 
9. ábra. a és a neutron-spektrum 10. ábra. А о ja, (Pu 2 3 9 ) viszonyszámok 
helyfüggése az EBR-1. reaktorban helyfüggése a BR-1 reaktorban 
A következő ábra a szovjet BR-1 reaktorban (Pu-zóna természetes urán-kö-
peny) mért hatáskeresztmetszet viszonyokat mutat ja , szintén a radiális pozíció 
függvényében [15]. Mindegyik görbe a megfelelő hatáskeresztmetszet viszonyát áb-
rázolja a a / P u 2 3 9 ) keresztmetszethez, mely utóbbi az illető energiatartományban 
elég lassan változik. A zóna középpontjában az összes görbéket l-re normálták. 
A 10. sz. ábra is illusztrálja azt, hogy a spektrum középtől kifelé degradálódik 
és egyszersmind egyensúlyi ál lapothoz tart, hiszen a görbék asszimptotikusan 
ál landó értékekhez közelednek. 
A spektrum-kérdések megtárgyalása után visszatérünk arra a kérdésre, hogy 
miért nem lehet alacsony dúsítású, vagy egyenesen természetes uránból gyors kritikus 
rendszert építeni, hiszen a kü-
szöbenergia felett az U 2 3 8 izotóp 
jelentékeny hasadási hatáske-
resztmetszettel rendelkezik. (Ez 
a kérdés a reaktor építés törté-
netének első éveiben ténylegesen 
fel is merült.) Bár az előbbiek 
közvetve már választ adnak erre, 
hasznos lesz, ha megnézzük konk-
rétan is a természetes urán ese-
tét. A legkedvezőbb konstrukció 
nyilván a tömör fém-gömb, mely-
ben sem idegen anyagok, sem 
6. TÁBLÁZAT 
Az egyensúlyi neutronflukszus (Unat-ban) 
és a hasadási neutronfluxus csoporthányadai 
Energiacsoport 
MeV 
Egyensúlyi 
neutronspektrum 
Hasadási 
neutronspektrum 
0 - 0 , 2 0,35 0,01 
0 , 2 - 1 , 0 0,55 0,15 
1 ,0 -2 ,0 0,08 0,27 
>2 ,0 0,02 0,57 
1,00 1,00 
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üregek nincsenek. Kérdés, hogy milyen spektrum alakul ki egy ilyen fémgömbben, 
ha feltesszük, hogy a forrás-eloszlás egyenletes, azaz milyen lesz az egyensúlyi 
spek t rum. A mérések [16] az alábbi eredményt ad ják . (6. táblázat) 
Összehasonlításul megadtuk a hasadási spektrum megfelelő csoport-bontását 
is. Lá tha tó , hogy a természetes urán egyensúlyi spekt ruma igen nagy mértékben 
degradálódik a hasadási spektrumhoz képest. A neutronfluxus 90%-a 1 MeV alá 
esik. Következésképpen az U 2 3 8 hasadás teljesen alárendelt szerepet fog játszani. 
Valóban az egyensúlyi spektrumra át lagol t hatáskeresztmetszetek: 
ezekkel az értékekkel az 
X J 2 3 5 U 2 3 8 
af 1,87 0,017 
— 
0,21 7 
V 
1 1 +0Í 
fo rmula alapján t/-ra 0,3-nál kisebb ér ték adódik, tehát az önfenntar tó láncreakció 
szükséges feltétele nem teljesül, a természetes urán nagyon távol van attól , hogy 
gyors reaktorok üzemanyagaként szerepelhessen. 
Érdemes itt megemlíteni, hogy a második vi lágháború alatt Németországban 
is végeztek a kérdés eldöntésére kísérleteket [17] és ezek azzal az eredménnyel zárul-
tak, hogy egy urán f é m t ö m b akkor lehetne gyors kri t ikus, ha az U 2 3 8 hasadási 
küszöbenergiája felett emittálódó neu t ronok száma egy hasadásban nagyobb lenne 
7-nél. Tekintve, hogy a hasadási neu t ronoknak kb. 66%-a emittálódik 1.1 MeV 
felett ez azt jelentené, hogy r-nek nagyobbnak kellene lennie 10-nél. Ez jellemzi, 
hogy milyen messze van a kritikusságtól egy ilyen rendszer. Meglepó', hogy ez a 
régen végzett mérés a tényleges értékekkel milyen jól egyezik. Későbbi számítások 
szerint ugyanis ([6], 704. о.) a gyors sokszorozási tényező értéke természetes urán-
ra 0,26. 
A teljesség kedvéért megjegyezzük, hogy a hasadási spektrumra át lagolt kereszt-
metszetek alapján számítot t neutron-reprodukciós tényező értéke ^ = 1,88, tehát ha 
a hasadási spektrum nem degradálódna, lehetséges lenne természetes uránban is 
önfenn ta r tó gyors láncreakció. 
Különböző anyagösszetéte/ü rendszerek tulajdonságai 
Mint az előzőekből következik, a leg jobb neutron-ökonomiát a fémes Pu —U 2 3 8 
anyagkombináció biztosít ja. Ennek ellenére más var iánsoknak is van létjogosult-
ságuk, ezek közül tekintsünk át néhánya t . A 7. sz. táblázat adatai m u t a t j á k külön-
böző anyagösszetételű kritikus rendszerek fontosabb számított paraméterei t [18]. 
A kü lönböző komponensek arányát a gyors reaktorok jelenlegi fejlődési irányának 
megfelelően vették fel, a zóna-térfogat jelentős részét a hűtőközeg és a szerkezeti 
anyagok foglalják el. A felvett összetétel tér fogat-arányokban: 
PU239 p„240 U238 F e N a 
Aktív zóna 0 , 2 5 0 , 2 5 0 , 5 0 
Tenyésztő köpeny 0 0 0 , 6 0 0 , 2 0 0 , 2 0 
7. TÁBLÁZAT 
800 liter zónatérfogatú gömb alakú reaktorok statikus paraméterei 
R e a k t o r s z á m a í . 2. 3. 4. 5. 
Üzemanyag p u 2 3 9 P u 2 3 9 + P u 2 4 0 Pu 2 3 9 - o x i d U 2 3 3 - T h Pu2 3 9 - T h 
Zóna térfogat (lit) 8 0 0 8 0 0 8 0 0 8 0 0 8 0 0 
Ü . - a n y a g a t o m o k s z á m a 
D i l u e n s a t o m o k s z á m a 0 , 1 4 0 0 , 1 3 6 0 , 1 9 9 0 , 2 3 6 0 , 2 5 6 
Kritikus tömeg (kg) 4 6 8 4 5 6 4 1 9 4 7 5 5 2 4 
M a g r e a k c i ó k a r á n y a Z ó n a K ö p e n y Z ó n a K ö p e n y Z ó n a K ö p e n y Z ó n a K ö p e n y Z ó n a K ö p e n y 
Üzemanyag hasadás 0 , 2 9 4 0 0 , 2 8 4 0 0 , 3 0 2 0 0 , 3 8 6 0 0 , 3 3 1 0 
Üzemanyag befogás 0 , 0 6 0 9 0 0 , 0 5 8 8 0 0 , 0 7 4 2 0 0 , 0 3 2 6 0 0 , 0 6 4 1 0 
Diluens hasadás 0 , 0 5 0 2 0 , 0 1 5 2 0 , 0 6 2 5 0 , 0 1 5 1 0 , 0 4 2 2 0 , 0 2 1 8 5 0 , 0 0 8 3 6 0 , 0 0 3 4 6 0 , 0 0 8 2 3 0 , 0 0 3 3 8 
Diluens befogás 0 , 2 5 3 0 , 3 1 9 0 , 2 5 6 0 , 3 1 6 0 , 2 0 3 1 0 , 3 6 8 9 0 , 1 7 1 0 , 3 1 0 0 , 1 8 4 0 , 3 1 9 
Hűtőközeg (Na) befogás 0 , 0 0 1 3 3 0 , 0 0 0 2 4 7 0 , 0 0 1 3 2 0 , 0 0 0 2 4 5 0 , 0 0 1 1 9 0 , 0 0 0 2 8 5 0 , 0 0 1 1 6 0 , 0 0 0 3 0 4 0 , 0 0 1 2 7 0 , 0 0 0 3 1 
Szerk. anyag befogás 0 , 0 1 9 8 0 , 0 0 7 2 9 0 , 0 1 9 7 0 , 0 0 7 2 3 0 , 0 1 4 2 4 0 , 0 0 8 2 2 0 , 0 1 7 8 0 , 0 0 8 9 6 0 , 1 9 1 0 , 0 0 9 2 
Szaporítási tényező 1 , 6 1 1 , 6 3 1 , 5 2 1 , 1 5 1 , 2 7 
a (üzemanyag) 0 , 2 0 7 0 , 2 0 7 0 , 2 4 6 0 , 0 8 4 5 0 , 1 9 4 
Hasadási középenergia 0 , 3 3 4 0 , 3 6 5 0 , 2 3 4 0 , 2 5 1 
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A 2-es reaktor zóná ja jelentős mennyiségű Pu 2 4 0 - e t tartalmaz, h o g y megköze-
lítse azt a gyakorlatban előálló esetet, a m i k o r a P u 2 3 9 üzemanyag egy része sugárzási 
befogást szenved. Ha a szaporítási tényezőt a P u 2 3 9 a tomok megsemmisülésére 
számoljuk, akkor a nagyobb értéket k a p u n k , mint az l -es reaktor esetén. A 2-es 
reaktornak a kritikus tömege is kisebb, ez annak a következménye, h o g y a Pu 2 4 0  
— amely a 2-es reak torban az U 2 3 8 egy részét helyettesíti — kedvezőbb hasadási 
tulajdonságokkal rendelkezik. (Alacsonyabb hasadási küszöbenergia, magasabb 
hasadási keresztmetszet; lásd 2. sz. á b r a . ) 
Az oxid és a karbid üzemanyagú reaktorokban természetesen gyors reaktorok 
esetében is nagyobb hőigénybevételt engednek meg, m i n t a tiszta f é m e k . Emiatt 
az érdeklődés újabban az ilyen üzemanyagok felé i rányul . A 3-as r e a k t o r példája 
mutat ja , a plutoniumoxid tulajdonságait . A jelenlevő oxigén miatt a hasadási kö-
zép-energia lényegesen alacsonyabb az e lőző értékeknél. Ezért a P u sugárzási be-
fogása és ezzel az a megnő , а szaporítási tényező csökken . Az a lacsonyabb ener-
giák felé való eltolódás ugyanakkor növel i az effektív hasadási keresztmetszetet is, 
ennek következményeként a kritikus t ö m e g valamivel csökken. N a g y j á b ó l hason-
lóak a karbid-reaktorok karakterisztikái is. 
A 4-es és 5-ös reak torokban t h ó r i u m a fertilis anyag . A szaporí tási tényező 
jelentékenyen kisebb, min t a P u / U 2 3 8 rendszereké, a T h 2 3 2 rosszabb hasadási 
tula jdonságai miatt. A 4-es rendszerre ( U 2 3 3 üzemanyag) is az alacsony szaporítási 
tényező a jellemző. Figyelemre méltó az U 2 3 3 alacsony a-értéke. Ennél а két reak-
tornál a z o n b a n a tenyésztő köpeny vastagságának felvett értéke viszonylag alacsony 
volt, a méretek növelésével a viszonyok javulni fognak. A táblázat a d a t a i megfelel-
nek a z o k n a k a következtetéseknek, amelyeket a felhasznált anyagok nukleáris 
paramétereiből kvalitatíve közvetlenül le lehet vonni. Az adatok a lap ján azt mond-
hatjuk, hogy a kritikus tömegek ugyan n e m túlságosan tág határok k ö z ö t t változ-
nak, de a szaporítási tényező egyes var iánsoknál már meglehetősen közel kerül az 
l-hez. A szaporítási tényezőt illetően azonban csak nagyüzemi kísérlet után lehet 
végleges ítéletet mondani . Különösen áll ez a thor iumos rendszerekre. 
A különböző üzemanyag-ciklusok variációja még sok lehetőséget re j t magában. 
Egy érdekes variáns pl. a gyors-termikus reaktorkombináció a köve tkező módon: 
Egy gyors Pu/Th rendszerben termelt U 2 3 3 üzem-
anyagot t e r m i k u s u 2 3 3 / U 2 3 8 reaktorban használnának, 
az itt előáll í tot t Pu2 3 9-et a lkalmaznák hasadóanyagként 
a gyors r eak to rban . Számítások szerint egy ilyen kom-
binált rendszer neut ronökonomiája igen kedvező lenne. 
Nem hasadóanyagok hatása a reaktivitásra 
Mint m á r említettük, a legtöbb esetben az abszor-
beáló anyagok hatása a neu t ron-ökonomiára gyors reak-
torokban csekély. A 8. sz. táblázatban megadjuk a 
ZPR-1II. k r i t ikus rendszer egyik var iánsában mért 
centrális reaktivitási együt thatókat néhány magra [19]. 
Az anyagmintáka t (mére t : 5 , 1 X 5 , 1 X 5 , 1 cm) a re-
aktor közepén levő csatornában helyezték el. A centrális 
reaktivitási együt tható a behelyezett anyag tömegegysé-
8. TÁBLÁZAT 
Centrális reaktivitási együtt-
hatók a ZPR-II1. reaktorban 
A n y a g Reaktivi tás 
m h o u r / k g 
с + 85,6 
Cd - 30,4 
Fe - 8,0 
Co + 1,8 
Hg 
- 9,0 
Та - 38,0 
Hf - 34,3 
Li - 140 
B„C - 440 
Mn + 3,9 
Polietilén + 3400 
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gére vonatkozta to t t reaktivitás változás, az üres csatornához képest. Moderá tor 
anyagok erős pozitív reaktivitás változást okoznak, mivel a spektrumot jelen-
tősen eltolják a kisebb energiák felé. Egyéb anyagok általában csökkentik a reak-
tivitást, de némelyik ellenkező irányban hat, j o b b szórási tulajdonságai miat t . 
Ilyen az Mn és a Co. Kiemelkedő a 
bórkarbid erős negatív hatása, ezért 
a bór számításba jön vezérlőrudak 
anyagaként. 
Általában azt lehet mondani , 
hogy az inelasztikus szórásnak na-
gyobb hatása van a reaktivitásra, 
mint a befogásnak. Még a rugalmas 
szórás is domináns lehet, pl. kis-
méretű rendszerekben a zóna hatá-
rához közel. A fertilis anyag és az 
üzemanyag hasadási karakteriszti-
káinak ellentétes jellege miatt a nem 
hasadó anyagok hatását a reaktivi-
tásra elég nehéz előre megjósolni . 
Ennek illusztrálására a 11. ábrán 
bemutat juk, hogy milyen érdekes 
effektusok léphetnek fel. 
Az ábra a BR-1 reak torba helyezett rézminta reaktivitásra gyakorolt hatását 
muta t ja a pozíció-függvényében [15]. A centrumban jelentkező nagy negatív hatá-
sért valószínűleg az inelasztikus szórás a felelős, mivel a réz sugárzási befogása 
önmagában az effektust nem indokolja. Ezt az állítást a lá támaszt ják a BR-1 reak-
to rban végzett neutron-értékességi vizsgálatok is. (Ismeretes, hogy a neutron-érté-
kesség arányos azzal a teljesítményemelkedéssel, amely előáll, ha a reaktor egy 
meghatározot t pont jába meghatározot t energiájú egységnyi neutronimpulzust in-
jektálunk. Az értékesség függvénye a helynek és az injektált neut ronok energiájának.) 
A reaktor középpont jában az 5 MeV-es (Ra —a —Be forrás) neu t ronok értékessége 
mintegy 15%-al magasabb, mint a 250 KeV-eseké (Na — y — D 2 0 forrás). A nagy 
különbséget az okozza, hogy ebben a reaktorban az összes hasadások jelentős 
része — mintegy 26%-a — esik az U 2 3 8 - r a . 
Kinetika, vezérlés és biztonsági kérdések 
Gyors reaktorok kinetikus viselkedését — éppúgy mint a termikusreaktorokét 
— a késő neutroncsopor tok tulajdonságai szabják meg, ha a reaktor nincs túl közel 
a prompt krit ikus ál lapothoz. 
A késő neut ronok hányada hasadóanyagonként erősen kü lönböző és aszerint 
is eltérő — bár egészen kismértékben —, hogy termikus, vagy gyors hasadásokból 
származnak-e. Tájékoztatásul közöljük az összes üzemanyagra és fertilis anyagra 
vonatkozó értékeket a 9. sz. táblázatban [20]. v az egy hasadásban kibocsátott 
összes — prompt és késő neu t ronok — átlagos száma, ß a késő neut ronok hányada 
a v-ben. 
Az U 2 3 5 - r e közölt ß =0 ,0065 eltér a korábban általánosan elfogadott , Hughes 
és mások által publikált ß = 0,00755 értéktől. A mintegy 15%-os eltérésre egyelőre 
•6* 
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I Zóna határ0. 
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11. ábra. Rézminta reaktivitásra gyakorolt hatása 
a BR-1 reaktorban a zóna és a köpeny (U n a t ) 
különböző pontjaiban 
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nincs kielégítő magyarázat. Az U 2 3 3 és P u 2 3 9 késő-neutron hányada lényegesen 
kisebb az U 2 3 5 -nél . Következésképpen ugyanahhoz a reaktivitáshoz tar tozó asszimp-
totikus periódusidők kisebbek, az ilyen rendszerek fürgébben reagálnak a reak-
tivitás változásokra, vezérlésük kényelmetlenebb. Az U 2 3 8 viszont m a g a s //-érté-
kével tűnik ki és ez a kinetikus viselkedés szempontjából kedvező. Említet tük, hogy 
gyors reaktorokban az összes hasadásoknak mintegy 15—30%-a esik az U 2 3 8 - ra . 
9. TÁBLÁZAT 
Termikus és gyors hasadási állandók 
V ß 
gyors t e r m i k u s g y o r s termikus 
U 2 3 3 2 , 6 3 2 , 5 5 0 , 0 0 2 7 0 , 0 0 2 6 
U 2 3 5 2 , 5 6 2 , 4 7 0 , 0 0 6 5 0 , 0 0 6 4 
( J 2 3 8 2 , 6 2 — 0 , 0 1 5 7 — 
Pu2 3 9 3 , 0 1 2 , 9 1 0 , 0 0 2 1 0 , 0 0 2 1 
Pu 2 4 0 3 , 4 2 — 0 , 0 0 2 6 -
Th 2 3 2 ~ 2 , 3 - 0 , 0 2 2 
-
A késő neutronok számában való effektív részesedés azonban ennél jóva l keve-
sebb, mert az U 2 3 8 késő neutronjainak értékessége kisebb az üzemanyag csoport-
jáénál, hiszen az U2 3 8-hasadások jelentékeny része a tenyésztő-köpenyben játszó-
dik le. (A késő neutronok értékessége általában kisebb a prompt-neutronokénál, 
mivel jóval az U 2 3 8 hasadási küszöbenergiája alatt emittálódnak.) Az effektív késő 
neutronhányad meghatározása a hasadások térbeli eloszlásának különbözősége 
miatt elég nehéz feladat. A 10. sz. táblázat áttekintést ad néhány reaktor effektív 
késő neutronhányadának alakulásáról. 
10. TÁBLÁZAT 
Effektív késő neutronhányadok 
R e a k t o r 
" e f f Megjegyzés 
Godiva 0,0068 Reflektálatlan U 2 3 5 zóna 
Topsy 0,0073 Reflektált U 2 3 5 zóna 
Jezebel 0,0020 Reflektálatlan Pu2 3 9 zóna 
EBR-I 0,0068 Kísérleti teljesítményreaktor 
PBR 0,0072 Nagy teljesítményű reaktor 
A táblázat adatai világosan muta t ják a reflektor hatását (Godiva—Topsy), 
a Pu-ra jellemző alacsony //-értéket (Jezebel), valamint az U 2 3 8 /U 2 3 5 a r á n y emelé-
sének hatását a //eff növekedésére. (EBR-I —PBR). Mindenesetre leszögezhetjük, 
hogy az effektív késő neutronhányad gyors reaktorok esetén tágabb ha t á rok között 
változhat, mint a termikus reaktoroknál. A prompt neutronok élet tar tama -
amely a prompt kritikus állapot környékén határozza meg a reaktor kinetikus 
viselkedését — erősen függ a neutronok energia-eloszlásától, azaz lényegében az 
üzemanyag hígításától. (12. sz. ábra.) 
A lágyabb spektrumhoz az ütközések számának növekedése miatt természete-
sen hosszabb élettartam tartozik. A gyakorlatban előforduló eseteknél a prompt 
élettartam a 10~7 — 10~ 8 sec intervallumba esik, ez 3—4 nagyságrenddel kisebb, 
A GYORS REAKTOROK F I Z I K Á J Á N A K ALAPJAI 3 4 5 
mint a termikus energiákig lelassult neutronoké. (Az utóbbiaknál az élettartamot 
döntően a diffúziós idő határozza meg, ami itt teljesen hiányzik és a lelassulási 
időnek is csak egy kis hányada egzisztál.) Ez érezteti hatását a kis reaktivitás növe-
kedést követő, úgynevezett „p rompt ugrás" nagyobb meredekségében és természe-
tesen a p rompt szuperkritikus állapotban, amikor a teljesítménynövekedés irány-
tangensét a p rompt élettartam determinálja. 
Ezért a késleltetett kritikus állapotból p rompt 
kritikus ál lapotba való átmenet következményei 
a gyors reaktorokban igen súlyosak lehetnek. 
A 13. sz. ábra az asszimptotikus periódus idő 
tünteti fel a reaktivitás függvényében, külön-
böző prompt élettartamokra [13]. ss 
OA 0,6 
H35 dúsítás 
07 0.8 0.9 1,0 1,1 1,2 
Reaktivitás, dollár 
12. ábra. A prompt neutron-élettartam 13. ábra. Asszimptotikus periódus 
a dúsítás függvényében [12] idők a reaktivitás függvényében 
Látható, hogy pl. a 2 - 1 0 " 7 sec prompt élettartam esetén a prompt-kritikus 
állapothoz közel 0,1 dollár reaktivitás növekedés a periódus időt 0,14sec-ről 
0,0006 sec-re csökkenti. Ezért a prompt-kritikus állapot közelében akármilyen kis 
pozitív teljesítmény-koefficiens is veszélyes. Ugyanakkor termikus-reaktoroknál 
(/ = 5 - 1 0 - 5 s e c ) a prompt-kritikus állapotba való átmenet nem jelent ugrást a 
periódus időben. Az / = 6,17-10~9 sec élettartam a Godiva rendszerre vonatko-
zik. A reflektor hiánya és a rendkívül kis méretek miatt, csaknem két nagyság-
renddel kisebb ez az érték, mint egy átlagosnak tekinthető gyors reaktor esetében. 
Érdekes megjegyezni, hogy éppen ezzel a rendszerrel végeztek prompt szuperkriti-
kussági kísérleteket egy urándugónak a rendszerbe való gyors belövésével. A telje-
sítmény felfutást a rendszer termikus expanziója korlátozza. 
Gyors reaktorok vezérlésére két út kínálkozik: 
1. Abszorbens vezérlés. 2. Üzemanyag-, illetve reflektor vezérlés. 
Utóbbi esetben a zóna, illetve a köpeny egy része mozgatható és a reaktivitás 
csökkentését a mozgó résznek a zónától való eltávolításával érik el. Mindkét mód-
szernek vannak előnyei és hátrányai. 
A vezérlő abszorbens anyagok választéka nem olyan nagy, mint termikus 
reaktorok esetén. Eddig csupán a B '° bizonyult megfelelően hatásos anyagnak és 
ez meglehetősen drága. (Kevésbé effektív anyag használata túl sok vezérlőrúd alkal-
mazását tenné szükségessé és az szerkezeti komplikációkhoz és egyéb hátrányok-
hoz vezetne.) Hátránya ennek a módszernek, hogy a neutronabszorbció egy része 
az abszorbensben és nem a fertilis anyagban történik, a szaporítási tényező értéke 
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tehát valamelyest csökken. Biztonsági szempontból há t rányos az is, hogy a reak-
tivitás csökkenése csak a vészjel beérkezése után bizonyos idővel következik be, 
mivel a biztonsági rudak aktív szakasza üzemi á l lapotban nemcsak a zónából, 
hanem tenyésztó'-köpenyből is ki van húzva. Előnye viszont, hogy kisebb tömege-
ket kell mozgatni és a mechanizmusok elhelyezése egyszerűbb. Az is előnyös, hogy 
egyenlő kompenzált reaktivitásra számítva sokkal kevesebb hő fejlődik a vezérlő 
elemekben. A gyakorlatban csak az egészen kis teljesítményű kísérleti berendezé-
sekben alkalmaznak üzemanyag-, illetve reflektor-vezérlést, nagyobb teljesítményű 
reaktorokban a szerkezeti egyszerűség az abszorbens-vezérlés javára dönti el a 
kérdést. 
A gyors reaktorok biztonsági tulajdonságainak szintén van néhány speciális 
vonása. Nehéz lenne megmondani, hogy veszélyesebb-e egy gyors reaktor a ter-
mikus típusoknál, vagy éppen ellenkezőleg. Röviden áttekintjük a biztonságot 
meghatározó tényezőket. 
Előnynek tudható be, hogy egy gyors reaktorban az üzemidő alat t sincsenek 
tárolt mechanikai és kémiai energiák. Az alkáli hűtőközeg ugyanis a megkívánt 
üzemi hőmérsékleten nem igényel nyomást , ami a termikus reaktorok egyetlen 
hűtőközegéről sem mondha tó el, másrészt a reaktorban alkalmazott egyetlen anyag-
gal sem lép kémiai reakcióba. A nátrium ugyan a levegőn meggyullad, de a normális 
körülmények között semleges gázzal töl töt t reaktortartályban még akkor is csak 
kevés energia szabadulhat fel, ha valamilyen módon levegő kerül a gáz helyére. 
Következésképpen csak nukleáris megfutás okozhat a tartályon törést. Ekkor a 
nátrium égése már nagy energiákat szabadíthat fel. Er re a hipotetikus esetre ter-
vezik a gyors reaktorok védőtartályát, amely a reaktort és a primer — tehát aktív 
— hűtőrendszert foglalja magában. (Ilyen védőtartályok alkalmazása termikus tel-
jesítmény-reaktoroknál is szokásos.) 
A beépítendő többlet-reaktivitással szembeni követelmények alacsonyak: 
1. A hasadási mérgek nagy rezonancia-abszorpciói a neutronspektrum alatt 
helyezkednek el és a hasadási termékek mennyisége a normálisan előforduló besu-
gárzási időtartamra alacsony az üzemanyag mennyiségéhez képest. 
2. A kiégés alig csökkenti a reaktivitást, mert a belső konverziós tényező 
(amely a zónában és a belső köpenyben levő fertilis anyagra érvényes) elég magas, 
továbbá egy expozícióban a hasadóanyagnak csak kis hányada égethető ki. 
3. A hőmérsékletváltozás hatásának kompenzálására sem szükséges nagy 
reaktivitástöbblet, mivel a neutrongáz hőmérséklete alig függ a reaktor hőmérsékle-
tétől és a reaktivitás a nátr ium sűrűségére sem nagyon érzékeny. (A hőfoktényező 
А к 
általában — Ю - 5 — - /°C nagyságrendbe esik.) Ezekből következik, hogy a beépí-
к 
tett többletreaktivitás nem elegendő a prompt-kritikus állapot eléréséhez és ez 
igen nagy előny. (Az Enrico Fermi E rőmű összes beépített többlet-reaktivitása 
0.644% és ez kisebb, min t a késő neutronhányad.) Valószínű azonban, hogy a 
Pu üzemanyag esetén ez a helyzet a rendkívül alacsony késő neutronhányad miatt 
nem tar tható fenn. 
Ugyanakkor vannak olyan tényezők, amelyek a biztonságot károsan befolyá-
solják. Ezek közül már említettük a rendkívül alacsony prompt-neutron élettarta-
mot, amely a teljesítményszint igen gyors emelkedéséhez vezet, ha a prompt-kritikus 
állapotot túllépik. Prompt-kritikus állapot ugyan nem áll elő addig amíg a reaktor-
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szerkezet ép, de üzemzavar esetén a hasadóanyag az eredetinél kompaktabb el-
rendezésbe és ennek következményeként prompt szuperkritikus ál lapotba kerülhet. 
Ilyen üzemzavar okozója lehet a hűtés kimaradása vagy akár lokális csökkenése, 
mert ez a rendkívül magas teljesítménysűrűség miatt elég gyorsan az aktív zóna 
megolvadásához vezethet. Szerencsétlen körülmények között ezután a megolvadt 
hasadóanyag a tartály al ján összegyűlhet és a prompt-kritikus mennyiséget elérheti. 
Ezért a hűtés feltétlen üzembiztonságát gondos tervezéssel biztosítani kell. 
A zóna megolvadásából származó reaktivitás-növekedés és az ebből eredő 
energia felszabadulás mértékének megbecsülése nagyon bizonytalan. Az EBR-I. 
reaktorban egy kísérlet közben — több detektor egyidejű meghibásodása miatt 
már bekövetkezett zóna-olvadás [21]. A reaktor nem került prompt-kritikus álla-
potba — bár ezt 84%-ig megközelítette. A csúcsteljesítmény elérte a 9000 kW-ot, 
a felszabaduló összes energia mennyisége kb. 3,9 k W ó volt. 
A rövid prompt-neutron élettartam különösen szükségessé teszi, hogy a telje-
sítmény-koefficiens komponensei közül egyetlen egy sem legyen pozitív. Az ilyen 
lehetőségek elkerülése megint csak igen gondos tervezést és kivitelezést kíván meg, 
mivel a fűtőelemek relatív helyzetének már igen kis megváltozása is nagy változáso-
kat okozhat a reaktivitásban. Az EBR-I . reaktorban pl. a következő effektus egy 
pozitív hőfok-koefficiens összetevőt eredményezett: A hőmérséklet eloszlás gra-
diense a fűtőelemekben úgy hat, hogy azok — konvex oldalukkal a zóna közép-
pontja felé fordulva — meggörbülnek. A mechanikai rögzítés lehetővé tette, hogy 
emiatt a fűtőelemek középső szakasza egymáshoz közelebb került és így a reak-
tivitás emelkedett. A megfogások áttervezésével ezt a jelenséget kiküszöbölték és 
azóta is minden reaktorkonstrukciónál elkerülik. 
Összefoglalva azt mondhatjuk, hogy ma már a gyors reaktorok fizikai és tech-
nikai tulajdonságai eléggé ismertek ahhoz, hogy üzemeltetésük biztonsága gondos 
tervezéssel garantálható legyen. 
Összegezés 
A gyors reaktorok legnagyobb előnye a kiváló neutron-ökonomia. Ez mint 
láttuk annak következménye, hogy magas neutronenergiákon a hasadás dominál 
minden más folyamattal szemben. Ennek köszönhető, hogy erős abszorbens anya-
gok nincsenek. Nagyobb választék nyílik a szerkezeti anyagok tekintetében, nem 
merülnek fel élesen a tisztasági követelmények, alacsony a mérgeződés hatása stb. 
Az egyetlen eddig bevált hűtőközeg — a Na, illetve a NaK-eutektikum hő-
technikai oldalról is kiváló tulajdonságokat kölcsönöz a gyors reaktoroknak. Egy-
szersmind azonban sok technológiai problémát is okoz, amelyek megoldhatók 
ugyan, de csak költséges berendezések segítségével. A gyors reaktorok által nyújtott 
lehetőségek mindenesetre csak akkor lesznek reálisnak tekinthetők, ha majd a 
tenyésztett üzemanyag visszatáplálása és az ezt megelőző technológiai eljárások 
sorozata is gazdaságos lesz. Valószínű, hogy a hasadási termékek alárendeltebb 
szerepe miatt az eljárás kevesebb nehézséggel jár majd , mintha a recirkuláltatást 
termikus reaktorokon végeznék. 
M a még a gyors reaktor nem tekinthető a legolcsóbb energia-termelőeszköznek, 
de ha a nukleáris-energia jelentősége az energiagazdálkodásban hosszú időre fontos 
szerepet kap, akkor — mai ismereteink szerint — az egyetlen eszköz lesz az U 2 3 8 
és a T h 2 3 2 latens energiájának mobilizálására. A fejlesztés során természetesen 
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még egy sor kérdésre választ kell adni. Hogy csak néhányat említsünk : milyen lesz 
az optimális reaktor-típus? mi a különböző technikai nehézségek leküzdésének 
legcélszerűbb m ó d j a ? hogyan illeszkedjenek be a gyors reaktorok az atomenergia-
iparba és az energiatermelő-rendszerbe? hogyan fog végül is alakulni a nagytelje-
sítményű gyors reaktorok szaporítási tényezője? stb. 
Az utolsó kérdésre még külön is kitérünk. Lát tuk, hogy a nagyobb teljesítmény 
nagyobb hőátadó-felületet, ennek következtében nagyobb zóna-térfogatot, vagyis 
nagyobb hasadóanyaghígítást tesz szükségessé. Emiatt a neutronspektrum lényege-
sen degradálódik, ennek következtében az effektív nukleáris paraméterek — így 
a szaporítási tényező is — kedvezőtlenebbé válnak. A hígított zónákra érvényes 
szaporítási tényezőkre már láttunk példákat a 7. sz. táblázatban. Ha a teljesítmény-
függvényében nézzük ezt az alapvető adatot, akkor a kép nem túlságosan biztató. 
(11. sz. táblázat.) 
11. TÁBLÁZAT 
Szaporítási tényező különböző teljesítményű rendszereken 
Reaktor Teljesítmény Szaporítási tényező 
BR-l  50 W 2,45 
BR-2  100 kW 1,6 
EBR-I  1400 kW 1,3* 
EBR-II  62 MW 1,13 
E. Fermi Erőmű 300 MW 1,12 
* Az eredeti köpeny méretnövclésével elérhető hipotetikus érték 
A nagyobb teljesítmény-reaktorok üzemeltetési tapasztalatai még csak ezután 
á l lnak majd rendelkezésre. Remélhető, hogy ezek a tapasztalatok kedvező választ 
a d n a k a ma még nyitott kérdésekre is, hiszen ezek nem a gyors reaktorok elvi fizi-
k a i oldalát érintik, hanem a technológiai problémákkal függnek össze. Úgy tűnik 
azonban , hogy a nagy teljesítmény és a kedvező szaporítási tényező összekapcsolása 
nem lesz túl egyszerű feladat. 
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1. Bevezetés 
Nagyenergiájú ( ^ l O G e V ) magaktív1 részecskék nukleonokkal vagy atom-
magokkal történő inelasztikus kölcsönhatása során — mint ismeretes — a több-
szörös részecske keltés jelensége lép fel. A keletkezett részecskék típusában, az egyes 
típusok multiplicitásában, a részecskék szög-, impulzus- és energiaeloszlásában, 
stb. azok a paraméterek nyilvánulnak meg, amelyek az atommagok, a nukleonok, 
valamint más elemi részecskék belső tulajdonságait írják le. A nagyenergiájú mag-
kölcsönhatások tulajdonságainak vizsgálata tehát a modern fizika egyik legérdeke-
sebb és legfontosabb feladata. 
A feladat elvégzéséhez az első lépéseket kb. 20 éve a kozmikus sugárzás át-
hatoló záporaira vonatkozó alapvető vizsgálataival Jánossy és munkatársai tették 
meg [1, 2, 3]. Az általuk kidolgozott G M csöves módszer az elmúlt két évtizedben 
igen eredményesnek bizonyult, és még ma is olyan módszernek tekinthető, mely 
reális lehetőséget nyújt — néhány hónapos vagy év nagyságrendű mérési időtartam 
alatt — a 10—lOOGeV energiájú magkölcsönhatásoknak a gyorsítók mérési ered-
ményeivel összevethető pontosságú vizsgálatára (pl. a nagyenergiájú szekunder 
részecskék számának, az ütközések inelaszticitásának, az ütközési hatáskereszt-
metszetek, stb. megállapításánál). G M csövek segítségével ugyanis oly nagyméretű 
mérőberendezések építhetők, amelyekkel a nagyenergiájú kozmikus részecskék kis 
intenzitása és a berendezésben kis valószínűséggel létrehozott magkölcsönhatások 
ellenére is megfelelő mérési pontosság érhető el. 
* Kandidátusi értekezés. 
1
 Magaktív részecskék leírását lásd a 356. oldalon. 
1 Fizikai Folyóirat X I / 5 
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Ezt figyelembe véve a K F K I Kozmikus Sugárzási Labora tór iumában 1956 elején 
Jánossy professzor irányítása mellet t ilyen G M csöves kísérleti berendezéseket 
épí tet tünk és az általa végzett korábbi m u n k á k a t folytatva (vő. [4]) ki ter jedt 
méréssorozatot kezdtünk a nagyenergiájú magkölcsönhatások tanulmányozására 
10—lOOGeV energia tar tományban. 
A méréssorozatot egy korább i , a kozmikus sugárzás á t h a t o l ó részecskéket 
létrehozó semleges komponensének tulajdonságaira vonatkozó vizsgálat során [5, 6] 
szerzett kísérleti tapasztalatok a l ap ján kezdtük el. A méréssorozat keretében meg-
ha tá roz tuk 30—60 GeV közepes energiájú á tha to ló záporokat ( továbbiakban Ä Z ) 
keltó' részecskék abszorpcióhosszát levegó'ben [7], és ólomban [8], valamint vizs-
gá la tokat végeztünk az ÁZ-ok á tmenet i görbéjére és a kiterjedt ÁZ-ok ó lomban 
való abszorpciójára vonatkozóan is. A méréssorozat újabb fázisában közepes ener-
giával rendelkező' kozmikus sugárzási neutronok ütközési szabad úthosszát m é r -
tük ó lomban és szénben [9, 10]2. 
A jelen munka célja az, hogy ezen vizsgálatokról összefoglaló képet ad jon és 
rámutasson az eredményeknek a speciálisan a kozmikus sugárzási kutatások szem-
pont jából jelentó's összefüggésein kívül a nagyenergiájú magkölcsönhatások mecha-
nizmusa szempontjából fontos vonatkozásaira is. 
Eredményeink kiértékelésénél olyan tárgyalásmódot követünk, mely nemcsak 
kritikai összehasonlítást tesz más szerzők mérési adataival, h a n e m egyes, a nagy-
energiájú magkölcsönhatások mechanizmusa szempontjából f o n t o s mennyiségek 
kiszámításánál, ahol az szükséges és meg-
engedhető, fel is használja azokat. 
Mielőtt azonban erre rátérnénk, rövid 
történeti összefoglalást a d u n k a nagyener-
giájú magkölcsönhatásokra vonatkozó ku ta -
tásokról, kü lönös tekintettel a GM csöves 
technikával elért eredményekre. Részleteseb-
ben foglalkozunk továbbá az ÁZ-okat ke l tő 
magaktív részecskék abszorpcióhossza és 
közepes ütközési szabad úthossza közöt t i 
kapcsolattal, valamint e mennyiségek G M csö-
ves technikával történő mérési módszereivel. 
2. Történeti áttekintés 
2.1 Áthatoló záporokban keletkezett részecskék 
tulajdonságainak vizsgálata 
1
 Nagyenergiájú magaktív részecske nukleonnal 
vagy atommaggal történő inelasztikus ütközésénél 
az ütköző részek tömegközépponti rendszerének a 
laboratóriumi rendszerhez viszonyított nagy sebessége 
miatt a keletkezett, még jelentős energiával rendel-
kező részecskék (többségükben rr-mezonok) a labo-
2
 Az ólomra vonatkozó mérést az említett [9] munka, ill. ennél alaposabban Fenyves Ervin 
doktori értekezése [11] tartalmazza. E munkában találhatók részletesen kifejtve a mérésnek a mag-
struktúra, ill. a nukleon-nukleon ütközési hatáskeresztmetszet szempontjából jelentős vonatkozásai. 
t 
•< 'i . 1 
h 
50jj 
1. ábra. Egy tipikus n—n kölcsönhatás 
emulzióban [12]. 
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ratóriumi rendszerben a bejövő részecske mozgásának irányában kis kúpszögbin emittálódnak. 
Ha az ütközés atommaggal történik, akkor ezeken a részecskéken kívül, a míipnenisszió után 
visszamaradt kis gerjesztési energia hatására a magból néhány lassú nukleon vag/ migtöredék is 
kilép különböző irányokban. 
A laboratóriumi rendszerben a kölcsönhatás rendszerint olyan, mint amit az 1. ill. 2. ábrán 
bemutatott emulzióval ill. ködkamrával nyert felvételeken láthatunk. 
Ilyen magkölcsönhatások tulajdonságainak behatóbb tanulmányozását — mint már emlí-
tettük — Jánossy és munkatársai indították el G M csöves technikával. Vizsgálataikat a 3. ábrán 
látható G M csöves berendezéssel végezték. 
A berendezés felső 9 GM csövét olyan módon kapcsolták, hogy minden 3 cső egy csoportot 
képezett (1, 2, 3, csőcsoportok). Az alsó 8 csövet pedig 4—4 csőből álló A és В csoportra osztották. 
E csoportok közötti ötszörös koincidenciák egy neoncső indikátort vezéreltek, mely megmutatta, 
hogy a középső (H) esősor 8 csöve közül melyik szólalt meg. A számlálók közötti teljes ólomvas-
tagságot ( Z = £ i + Z+) 0 - 50 cm-ig lehetett változtatni. ATólomabszorbensréteg 1,8 cm vagy 10 cm 
volt. A mérés során {[1, 2, 3 A, B] H
 2} típusú eseteket regisztráltak, vagyis olyanokat, mikor az 
[1,2, З А , В] koincidenciákat 2 vagy több számlálócső kisülése kísérte a H esősorban. 
A T = l , 8 c m Pb-réteggel nyert mérési eredményeket a 4. ábra szemlélteti. 
A növekvő 2 abszorbensvastagsággal a beütésszám kezdeti gyors csökkenését azzal a ténnyel 
magyarázták, hogy az ilyen koincidenciákat az atmoszférából beeső fotonok és elektronok által 
T-ben keltett „elektronzáporok" okozzák. 
A nagy ólomvastagságnál megfigyelt koincidenciák eredetét viszont már nem tudták elektro-
mágneses természetű kölcsönhatásokkal értelmezni. 50 cm Pb-rétegen áthatolni képes nagyener-
giájú fotonok vagy elektronok száma ugyanis elenyészőnek bizonyult ahhoz, hogy az ilyen koin-
cidenciaszámot meg lehessen velük magyarázni. Ugyancsak elenyészőnek adódott annak a való-
színűsége is, hogy egy /(-mezon Ó-(knock-on)3 záporok révén hozzon létre egy {[1,2, 3 А, В]Н
е
г} 
koincidenciát. 
Fel kellett tehát tételezniük, hogy a berendezést nagy vastagságnál megszólaltató eseményeket 
főleg olyan T-ben létrehozott (nem elektromágneses természetű) kölcsönhatások okozzák, melyekből 
áthatoló részecskék keletkeznek. Az elektronzáporoktól való megkülönböztetésül ezeket az ese-
ményeket helyileg keltett (lokális) ÁZ-oknak nevezték. Azóta is a nagyenergiájú magkölcsönhatá-
sok GM csövei (vagy ködkamrával) történő vizsgálatokban ,,ÁZ" néven szerepelnek. 
Arra a kérdésre azonban, hogy mik az áthatolóképes záporrészecskék: /(-mezonok, vagy 
a Powell és munkatársai által 1947-ben [13] felfedezett л ± -mezonok-e, sem a fentihez hasonló típusú 
mérések, sem Rochester és munkatársainak [14] közvetlenül a szekunder részecskék természetének 
vizsgálatára vonatkozó, mágneses térbe helyezett ködkamrával végzett kísérletei sem tudtak vá-
laszt adni. 
A kérdést eldöntő bizonyítékokat későbbi kísérletek szolgáltatták. Piccioni 1950-ben [15] 
késleltetett koincidencia módszerrel kimutatta, hogy a nagyenergiájú magkölcsönhatásból szár-
mazó szekunderek között a legtöbb л ±-mezon. Arra vonatkozóan azonban, hogy a szekunder 
részek között quantitative mennyi а л ±-mezonok előfordulási gyakorisága, a mérés nem szolgál-
tatott információkat. 
Az első idevágó pontosabb eredményeket Camerini és munkatársai [16] fotoemulziós techni-
kával végzett mérései szolgáltatták. Eszerint egyszeresen töltött, ún. szürke és zápor részecskék4 
esetén a különböző típusú szekunder részecskék előfordulási gyakorisága a következő: 
Szürke részecskékre 
л ± -mezon 
proton 
deuteron v. 
triton 
36 + 2 ,5% 
5 1 + 2 , 9 % 
13 + 1,5% 
Záporrészecskékre 
л I-mezon 
proton 
deuteron v. 
triton 
69 + 6 % 
1 7 + 3 % 
1 4 + 1 , 3 % 
3
 ő-vagy knock-on záporoknak nevezzük azokat az elektron-foton kaszkádokat, melyeket 
a /í-mezonok által meglökött elektronok indítanak el. 
4
 Gyors- vagy záporrészecskék alatt olyan szekunder részecskéket értünk, amelyek ionizá-
ciója In l , 4 / o ahol Io a részecskék által létrehozott minimális ionizáció; szürke részecskén pedig 
olyat, melynek az ionizációja az 1,4 /0 és 41 0 közé esik. 
I* 
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2. ábra. Pb-maggal történt köl-
csönhatás ködkamrában. 
(Felvétel: KFKI Kozmikus 
Sugárzási Laboratórium. 
ó 6 ó 
? ?? 99 9 J 
20 40 cm 
3. ábra. Jánossy és munkatársai 
áthatoló záporberendezésének 
vázlata [2]. 
toa С 
so 60 
I , * 22, cm Pb 
4. abra. Jánossy és munkatársai 
által nyert kísérleti adatok. 
Ordináta: a 100 órára vett 
beütésszám logaritmusa, ab-
cissza: a 2 = 2 i + 2i ólomré-
teg vastagsága [2]. 
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A 71 -mezonok létezését a szekunderek között 1950-ben Breidt, Kaplan és Peters [17], Carl-
son. Hooper és King [18] valamint Pickup és Voyvodic [19] fotoemulziós mérései bizonyították. 
A záporrészecskék között ugyanis olyan összetartozó elektronpárokat találtak, amelyek alapján 
arra következtettek, hogy az elektronpárokat keltő fo tonok а т"-mezonok bomlástermékei. A [18J 
munkában kimutatták ezenkívül, hogy a semleges és töltött л-mezonok aránya N\0jNK± = 0 , 4 5 ± 0 , 1 
azaz, hogy а л + , л - és л "-mezonok kb. egyenlő számban keletkeznek5 . 
A későbbi vizsgálatok részben az ismert típusú szekunder részecskék tulajdonságainak meg-
ismerésére, részben továbbra is a magkölcsönhatások során keletkező új típusú részecskék kere-
sésére irányultak. 
így ködkamrával ill. fotoemulzióval végzett közvetlen mérések segítségével sikerült megha-
tározni a szekunder pionok és nukleonok közepes ütközési szabad úthosszát. (E mérések könnyen 
áttekinthető összefoglalása Marshak könyvében található, [20], (Meghatározták ezenkívül egyes 
anyagokban a szekunder részecskék abszorpcióhosszát is (pl. Ritson [21]). 
Másrészről a szekunderek közöt t felfedezték a K-mezonokat (Rochester és Butter6 [22],) ill. 
a hyperonokat (Armenteros és munkatársai6 [23]). Kimutatták továbbá, hogy ezek az új részecs-
kék társasan keletkeznek (Sorrels és munkatársai [24]). 
A közben megindult gyorsitós mérések részben megerősítették a kozmikus sugárzással kapott 
eredményeket a megfelelő energiatartományban, részben újabbakra is vezettek. A gyorsitós méré-
sek révén tudjuk pl. azt, hogy a nagyenergiájú magkölcsönhatásokban antirészecskék is keletkez-
nek [25]. 
Főleg a magemulziós technika segítségével s zámos adatot nyertek az egy kölcsönhatás folya-
mán keletkezett részecskék össz-számának (я) energiafüggésére, amely n — E ' alakú összefüggéssel 
közelíthető, ahol Kimutatták továbbá, hogy az ütközö részek tömegközépponti rend-
szerében a szekunder részecskék szögeloszlása a primér-energia növelésével egyre anizotropabbá 
válik, és hogy az emissziós szögtől függetlenül a részecskék átlagos transzverzális impulzusa ál landó; 
0,3—0,4 GeV/c. A különböző t ípusú ritka részecskék л-mezonokhoz viszonyított keletkezési ará-
nyát illetően viszont — különösen a lOGeV feletti primérenergiájú eseményeknél — csak becslé-
sek történtek (néhány százalék). 
A fentieken kívül mérések történtek az ütközö részek tömegközépponti rendszerében a sze-
kunder részecskék által elvitt energiának a rendelkezésre álló energiához való viszonyára („in-
elaszticitás" — lásd 1. Függelék) vonatkozóan is, amelyre átlagosan 0 ,4 körüli érték adódott . 
Egyes magkölcsönhatások analízise, valamint a kozmikus sugarak magaktív részecskéinek 
az atmoszférában való terjedésének tulajdonságai alapján továbbá arra lehetett következtetni, 
hogy a szekunder részecskék között kell lenni egy (vagy több) olyan részecskének, amelynek nagy 
impulzusa van, azaz amely a primér részecske energiájának nagyrészét magával viszi. E részecske 
természetét illetően egyelőre az a legvalószínűbb, hogy az maga a primér részecske, de nem lehet 
kizárni azt a lehetőséget sem, hogy egy (vagy több) ,-r-mezon, vagy más ritka részecske [26]. 
Az általunk végzett mérésekből — mint látni fogjuk — az adott energiatartományban éppen 
az utóbbi problémakörre vonatkozóan nyerhetők információk (vö. 9. fejezet). 
2.2. Az áthatoló záporokat keltő primér részecskék tulajdonságainak vizsgálata 
Jánossy és munkatársai első kísérleteinek [2, 3] nemcsak az ÁZ-okban keletkezett szekunder 
részecskék tulajdonságainak vizsgálata volt a célja, h a n e m az ÁZ-okat létrehozó priméreké is. Kísér-
leteik során kimutatták, hogy 
a) az ÁZ-ok mind ionizáló, mind nem ionizáló sugárzás hatására keletkeznek, 
h) az ionizáló sugárzás főleg gyors protonokból, a nem ionizáló sugárzás pedig főleg gyors 
neutronokból áll. 
c ) az ÁZ-okat gyakran kiterjedt légizáporok7 kísérik (ezek az ún. kiterjedt ÁZ-ok) , 
5
 Meg kell jegyezni, hogy az ÁZ-okra vonatkozó korábbi vizsgálatok is kimutatták (а л°-
mezonokból keletkező) elektronkaszkádok jelenlétét, de eredetükről n e m tudtak megfelelő bizo-
nyítékot szolgáltatni. Minthogy az ÁZ-okban a A'-mczonok keletkezése miatt kiküszöbölhetetlen 
az elektronkaszkádok jelenléte, az ÁZ-okat „elektron-mag záporoknak" is nevezik. 
" A fenti szerzők a ê" és К л 2 ill. а Л° és « - -részecskéket fedezték fel. 
7
 Egy nagyenergiájú primér kozmikus sugárzási részecske által az atmoszférában keltett má-
sodlagos kölcsönhatások valamely láncolatát kiterjedt zápornak nevezzük. A kiterjedt zápor min-
denfajta részecskét tartalmaz, amelyek közül az elektronok és a fotonok a legszámosabbak. 
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cl) a T ólomabszorbens növelésével (vö. 3. ábra) a benne keletkezett ÁZ-ok száma állandóan 
növekszik, míg kb. 10cm vatagságnál el nem ér egy lapos maximumot. 
Ezek az eredmények — a rendelkezésre álló összes detektáló technikákkal — széleskörű kuta-
tómunkát indítottak meg az ÁZ-okat keltő primérek tulajdonságaira vonatkozóan. A kísérletek 
arra irányultak, hogy a szóban forgó részecskéket pontosabban identifikálják, megállapítsák inten-
zitásukat, energia spektrumukat.8 stb. 
Az ÁZ-okat keltő részecskékre vonatkozó, nagyszámú kísérletek alapján a következőket 
mondhatjuk : 
a) ezekhez a részecskékhez főleg nukleonok, kisebb mértékben töltött pionok (a töltött pio-
nok aránya a nukleonokhoz = 2 0 % ) , valamint igen csekély mennyiségben K-mezonok és hypero-
nok tartoznak (a K-mezonok és hyperonok aránya a nukleonokhoz < 5 % ) , melyeket közösen 
magaktív részecskéknek nevezünk. A K-mezonok és hyperonok járuléka rövid élettartamuk és 
kis keltési hatáskeresztmetszetük miatt a tekintett (10 —lOOGeV) energiatartományban csaknem 
teljesen elhanyagolható9. A .-rc-mezonok т а 2 , 2 - 10- 1 6 sec élettartamuk miatt nem keltenek 
az atmoszférában magkölcsönhatást. 
Az antinukleonok kis keltési hatáskeresztmetszetük miatt szintén elhanyagolható szerepet játsza-
nak az ÁZ-ok létrehozásában. A /(-mezonok bár igen kis keresztmetszettel — de létrehoznak 
ÁZ-okat. Járulékuk vastag abszorbensréteg alatt tengerszinten egyes méréseknél jelentőssé is vál-
hat (Froelicli és Sitte [28])10. 
h) a semleges és töltött részecskék aránya tengerszinten ~ I és lassan változik az észlelés 
magasságától és a részecskék energiájától függően,11 
c) eredetüket illetően az az álláspont alakult ki, hogy többségükben a világűrből érkező 
primér részecskéknek (nagyenergiájú protonok, «-részecskék vagy nehezebb magok) a légkör felső 
rétegeiben lejátszódott magkölcsönhatásaiból származnak és csak csekély számban vannak közöt-
tük primér protonok. 
d) energiaspektrumuk F ( > E ) = cE"v alakú hatványspektrum, ahol a y integrális spektrum-
kitevő értéke s*I,5 és с az atmoszféra adott mélységében állandó érték (Bridge és Rediker [30]. 
Zacepin és munkatársai [31]). 
e) intenzitásuk az atmoszféra gi'cm2-ben kifejezett mélységével exponenciálisan csökken 
(pl. Tiniot [32]) de a geomágneses szélesség (tp) értékétől gyakorlatilag független (Appapillai és Mail-
vaganam [33], valamint Walsh és Piccioni [34]).12 
Az ÁZ-okat keltő primér részecskék természetének pontosabb ismerete (hogy t. i. a töltött 
primér részecskék főleg protonok és kisebb mértékben rri-mezonok, a semleges részecskék pedig 
neutronok) továbbiakban olyan mérések kivitelezésére ösztönözte a kutatókat, melyeknek éppen 
e nagyenergiájú részecskék tulajdonságainak megállapítása volt a célja, nevezetesen az. hogy külön-
böző anyagokban hogyan abszorbeálódnak (pl. Bridge és Rossi [37]) és milyen az ütközési hatás-
keresztmetszetük (pl. Cocconi [38]. Walker és munkatársai [39]. 
A kutatásoknak ebbe az ieen fontos szakaszába kapcsolódtunk be mi is, GM csöves techniká-
val, 1956-ban. 
2. 3. Elméleti megfontolások a nagyenergiájú magkölcsönhatások mechanizmusára vonatkozóan 
Történeti áttekintésünk keretében említést kell tennünk azokról az elméleti megfontolásokról 
is, amelyek a nagyenergiájú magkölcsönhatások mechanizmusának megértésére irányultak és szinte 
a kísérleti vizsgálatokkal egyidejűleg indultak meg. Előbb Heisenberg [40]. Lewis, Oppenheimer 
és Woiithuysen [41], majd Fermi [42] és Landau [43] kidolgozták a mezonoknak egy elemi kölcsön-
hatásban való keletkezésének elméletét (multiplett mezonkeltési elméletek). 
Heitler és Jánossy [44] majd Heitler és Terreaux [45] a mezonoknak több elemi kölcsönhatás 
során való keletkezésének koncepcióját alapozták meg (plurális elméletek). 
8
 Ezekről a mérésekről Rossi könyvében [27] találhatunk alapos összefoglalást. 
9
 Ha azonban energiájuk olyan nagy lesz, hogy nagyobb utat tudnak bomlás nélkül megtenni 
a levegőben, mint a közepes ütközési szabad úthossz, akkor a záporkeltéshez hozzájárulhatnak. 
10
 A földalatti magkölcsönhatásokat csaknem teljesen //-mezonok okozzák [29]. 
11
 Részletesen lásd 8.1.-t. Az irodalmi hivatkozásokat itt tüntettük fel. 
12
 Ez utóbbi tények összhangban vannak azzal az állásponttal, hogy olyan magkölcsön-
hatásokból származnak, melyeknek primérjei a geomágneses energialevágás Fmm = '5 cos4 q> 
GeV értékénél [35] nagyobb energiával rendelkeznek [34, 36]. 
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A kétfajta koncepciónak a kísérleti adatokkal történő összehasonlítása az idő folyamán tisz-
tázta azt, hogy nukleon-nukleon ütközésekben a mezonok egy aktusban keletkeznek, de az is vilá-
gossá vált. hogy az itt felsorolt elméletek egyike sem helytálló. (Blohincev [46].) 
A jelenleg rendelkezésre álló nukleon-nukleon ütközésekre vonatkozó kísérleti adatokat azok 
a félempirikus elméletek közelítik legjobban, melyek „két centrum" ill. „tűzgolyó" modell néven 
ismertek [47 — 51]. Az előbbiek szerint [47] egy nagyenergiájú nukleon-nukleon ütközés lezajlása 
után a tömegközépponti rendszerben az ütközés előttihez képest kisebb sebességgel haladó két 
nukleon egy-egy gerjesztett izobárt képez, amely bizonyos idő után mezonokat emittál. Az utób-
biak [49 — 51] szerint viszont a tömegközépponti rendszerben gyorsan haladó nukleonokat egy-egy 
valamivel lassabban mozgó „tűzgolyó" követi, mely bizonyos idő után szintén új részecskéket emit-
tál. 
Az itt vázolt izobár modellek nagy hibája, hogy túl sok szabad paramétert tartalmaznak és 
híjával vannak a mélyebb térelméleti megalapozottságnak; munkahipotézisként azonban gyümöl-
csözőnek bizonyulhatnak. 
Az elemi kölcsönhatásra tett fenti elképzelések alapján az a felfogás alakult ki, hogy egy komp-
lex maggal történő ütközésnek egy olyan intranukleáris kaszkád folyamatot kell eredményeznie, 
(Böhm [52], Maor és Yekutieli [53], Sitte [54], Cocconi [55]) amely a primér részecske útja mentén 
levő csonka kúp vagy henger alakú térrészben zajlik le. (Ez a kép, a pluro-multiplett mezonkeltési 
koncepció, a Jánossy—Heitler elképzelések egy sajátos továbbfejlesztésének tekinthető). Annak 
eldöntésére, hogy ez az intranukleáris kaszkád adott energiánál hogyan zajlik le és milyen szerepet 
játszanak kifejlődésében a különböző típusú szekunderek, a jelen helyzetben még több kísérleti 
vizsgálat elvegzése szükséges. 
Az általunk kivitelezett abszorpciós kísérletek révén indirekt, de igen hasznosnak bizonyul-
ható információkat kapunk egy, a valóságot jól leíró elmélet kidolgozásához. 
3. Áthatoló záporokat keltő részecskék abszorpcióhosszának (z A ) 
és közepes ütközési szabad úthosszának (Ac) értelmezése 
A nagyenergiájú magkölcsönha tásoknak az abszorpciós módszerrel történő' 
vizsgálata során szigorúan meg kell különbözte tni két foga lma t : az abszorpcióhossz 
és a közepes ütközési szabad úthossz foga lmát . 
Á Z - o k a t keltó' részecskék abszorpcióhosszán olyan fenomenológiai mennyisé-
get é r t ünk , amely az E ^ e 0 energiánál nagyobb energiájú magaktív részecskék 
számának az átfutott anyagvastagság függvényében va ló csökkenését jellemzi. s0 
jelöli azt a minimális energiát (küszöbenergiát), mellyel a részecskéknek rendelkez-
niük kell, hogy olyan magkölcsönhatásokat keltsenek, melyeket a de tek tor még 
észlelni t u d . Ha £ < e 0 , e részecskék regisztrálható Á Z - o k szempontjából hatás-
ta lanokká válnak, azaz „abszorbeá lódnak" . 
A tapasztalat szerint az £ S £ 0 energ iá jú magaktív részecskék n(e, Z) száma 
elég nagy I g/cm2 abszorbensvastagságtól kezdve13 
n(e,i) = n(e,q)e-2l^ (1) 
lesz, aho l n(e, 0) =
 0 ) az abszorbensre esó' e^e0 energiájú részecskék száma. 
XA t e h á t azt a (g/cm 2 -ben kifejezett) anyagvastagságot reprezentálja, mely alatt 
az Á Z - o k a t keltó' részecskék száma e-ed részére csökken. 
Közepes ütközési (vagy kölcsönhatási) szabad úthossz alatt viszont azt a (g/cm2-
ben kifejezett) átlagos távolságot ér t jük, melyet két kölcsönhatás közö t t tesz meg 
egy Á Z - o k a t keltő' részecske. 
13
 Vö. 7.2. pont. 
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Következésképpen azon £ s e 0 energiájú magaktív részecskék száma, melyek 
ugyancsak I vastagságú abszorbensrétegen kölcsönhatás nélkül áthatolnak: 
n' (e, i ) = n(e, q ) e - ( 2 ) 
Ilyenek az ÁZ-okat keltő részecskék számának anyagban való csökkenését 
szkematikusan bemutató 5. áb rán az a )-val jelölt részecskék. A c), d) és e)-vel jelöltek 
a i anyagrétegben egy vagy t ö b b magkölcsönhatást szenvedtek, tehát az n'(e, 2Г) 
számhoz nem járulhatnak hozzá . 
Ha az ÁZ-oka t keltő részecskék első kölcsönhatásuk során elabszorbeálódnának. 
(5. ábra b) eset, „katasztrofális ütközés"), vagy további magkölcsönhatásokat már 
nem okoznának, nyilvánvalóan a 
Л
А
= Л
С
 egyenlőség teljesülne. 
Mivel azonban a bejövő ÁZ-okat 
keltő részecskék első kölcsönhatásuk 
után még annyi energiával rendelkez-
nek, hogy további magkölcsönhatá-
sokat is képesek előidézni (5. ábra e) 
eset), és mivel a szekunderek között ú j 
magaktív részek vannak (5. ábra c) és 
d) esetek), az abszorbensben magkasz-
kád folyamat alakul ki. 
Ezért, mint ahogyan a gyakorlat 
is muta t ja , А
л
 lényegesen nagyobb lesz, 
mint Ac, és értéke függeni fog a kö-
zepes ütközési szabad úthossztól. 
Másrészről azonban az ÁZ-okat 
keltő részecskék energiájának növeke-
désével növekedhet a száma (multi-
plicitása) az egyes magkölcsönhatá-
sokban keletkező azon szekunder ma-
gaktív részecskéknek, amelyeknek a 
primér részecske á tad ja energiája nagy 
részét. Ez a körülmény A4-nak a pri-
mér részecske energiájától való függését idézheti elő. 
Továbbá, tekintettel arra. hogy az ÁZ-okat keltő kozmikus részecskék nem 
monoenergetikusak, A4 függeni fog ezen részecskék energiaspektrumának alak-
já tó l . 
A áá érték a fentieken kívül bizonyos mértékig függhet a zápordetektor meg-
szólalási valószínűségétől és ezen keresztül a detektor sajátos geometriájától is. 
Mint azt a következőkben látni fogjuk, a ÀA és Ac közötti összefüggésnek bár-
milyen abszorbens esetén a következő alakja lesz: 
ac=aa(1 - A ) ( 3 ) 
ahol A az egy kölcsönhatási folyamatban keltett további ÁZ-okat keltő részecskék 
átlagos számát jelenti. 
a b с d e 
\ j 
f 7  <
> 
e 
< 
) 
i 
? 
\ a 
< < 
с s 
с \ 
1 \ 
а с d' d" e 
5. ábra. ÁZ-okat keltő részek szánta anyagban 
való csökkenésének szkematikus reprezentá-
ciója. (A vastag vonallal jelzettek olyan ré-
szecskék, melyeknek energiája ío-nál kisebb.) 
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4. Magaktiv részecskék kaszkádjára vonatkozó elméleti megfontolások 
4. 1. Abból a célból, hogy a àa és Ac mennyiségek közötti (3) összefüggést 
kvantitatív módon is levezessük, a magaktív részecskéknek ado t t közegben (atmoszfé-
rában vagy sűrűbb anyagban) való longitudinális terjedését leíró diffúzió egyenletét 
kell megoldanunk . 1 4 
A dif fúzió egyenlet felírásához a következő ' je löléseket vezetjük be : 
Jelölje n(E,x) a magak t ív részecskék differenciális energiaspektrumát az adott 
közeg x mélységében. E n n e k megfelelően n(E,x)dE az x mélységben az E, E + dE 
energiaintervallumba eső magaktív részecskék számát jelenti . Jelölje cp(E, E') a 
keltett részecskék energiaspektrumát, azaz cp(E, E')dE je lent i azon E,E + dE energia-
intervallumba eső magakt ív részecskék számát , melyek egy £ ' > £ energiájú mag-
aktív részecskének egy magga l való kölcsönhatása során keletkeznek. (A </>(£,£') 
spektrum az egy kölcsönhatás során lé t re jöt t totális magak t ív részecskeszámra van 
normáivá.) Legyen továbbá mind a keltő, m i n d a keltett magakt ív részecskék közepes 
ütközési szabad úthossza (Я
с
) azonos és energiafüggetlen. 
E jelölések felhasználásával a magak t ív részecskék longitudinális terjedését 
leíró diffúzió-egyenletet a következő a l a k b a n írhatjuk: 
дп(Е,х) 1 1 
s x — = - т
с
п ( е
'
х ) +
т
с
„ 
£ 
</(£,£>(£', x)dE (4) 
ahol az egyenlet jobbo lda lának első t ag ja az E és E + dE energiaintervallumba eső 
magaktív részecskék s z á m á n a k csökkenését írja le, a másod ik tag pedig azon részecs-
kéktől származó növekedést reprezentálja, amelyeknek eredetileg E ' > E energiájuk 
volt. 
Mivel a magaktív részecskék a közegben egymás u t án következő ütközéseket 
szenvednek, s így részecskék különböző generációi jönnek létre, a (4) egyenlet meg-
oldását a következő a l a k b a n kereshetjük [56, 57] : 
n(E, x ) = 2 n,(E, x) = 2 Wi(x)F{(E) (5) 
i = 0 i = 0 
ahol W|(x) annak a valószínűsége, hogy egy magaktív részecske valamilyen x vas-
tagságú abszorbensen é p p e n i ütközést szenvedjen, és £ , ( £ ) az /-edik generációban 
keletkezett részecskék energiaspektruma. 
Tekintet tel arra, hogy w,(x) Poisson eloszlást k ö v e t ; 
n{E, x) = e~*Fc 2 Щ^- £,(£) (6)15 
i=o г! 
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 Feltételezzük, hogy jogos a magaktív részecskék terjedésének egy-dimenziós tárgyalása, 
és hogy a részecske-energiák nagysága megengedi az ionizáció miatti energiaveszteségek elhanyago-
lását. 
1 5
 A z rt(E, x) mennyiség természetesen a kezdeti feltételtől, azaz F»(E) konkrét alakjától is 
függ. 
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H a e kifejezést (4)-be helyettesítjük, a 
2 í= о 
W'-ci' j j w r (Ejq(E, EjdE' - Fi+1(E) = 0 (7) 
összefüggés adód ik , amely rekurziós formulát szolgáltat az egyes generációkból 
származó spekt rumokra : 
Fi+1(F) = f L;(E')q (E, EjdE (8) 
Ha a fenti integrált q(E, E') és F0(E) a l ak j á r a tett ésszerű feltételezések esetén 
kiszámoljuk, és a (6) egyenletbe helyettesítjük, a magaktív részecskék longitudinális 
terjedését leíró (4) egyenlet egy (általában exponenciális alakú) megoldását kap juk , 
melyet a konkré t méréseredményekkel hasonlí thatunk össze. E n n e k segítségével az 
abszorpcióhossz reciproka (a p' abszorpciós együttható) az a lábbi alakban ál l í tható 
elő : 
в = 
1 I дп(е, x) 
n (E, x ) ôx 
1 
1 - i=o r-
z ^ f f e ) 
i=o /: 
Jn(E,x)cpE, E')dE' 
1 
n(E, x) (9) 
A (4) egyenlet megoldásával kapcsolatban célszerűnek t a r t j uk az a lábbiakat 
megemlíteni. 
Az adott p robléma Jánossy és Heitler 1949-ben publikált e lső idevágó m u n k á j a 
ó t a [58] gyakran tárgya elméleti vizsgálatoknak, melyeket lényegében három csopor tba 
sorolhatunk : 
Az első csopor t szerzői (munkáik összefoglalását lásd [59]-ben) Jánossyt és 
Heitlert követve azt tételezik fel, hogy a magkölcsönhatásokban keletkező részecskék 
spektruma csak a keltő és a keletkezett részecskék energiájának arányától f ü g g ő 
0-ad fokú homogén függvény, azaz 
dE 
<p(E,E')dE=(p(EIE') — 
A (4) egyenletnek ekkor zárt a lakban előáll í tható megoldása lesz. A magakt ív 
részek longitudinális terjedésének elméleti tárgyalása így könnyen áttekinthetővé 
vá l ik (pl. egyszerűen lehet tekintetbe venni különböző t ípusú magaktív részek 
egymásba való átalakulásának folyamatát is). 
A homogén függvények segítségével történő megoldásokon kívül az utóbbi években történ-
tek kísérletek arra vonatkozóan is, hogy a diffúzió egyenletet a homogén függvényeknél általáno-
sabb energiapsektrum alkalmazásával oldják meg, melyek a különböző mezonkeltési modellek 
[42. 43] alapján származtathatók [60]. Ilyen speciális spektrumok leszármaztatása azonban a model-
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leknek a nukleon-mag ütközésekre általánosított formalizmusa alapján igen bonyolult, jelenleg 
még megoldatlan matematikai feladatot jelent. 
Egy külön csoportot alkotnak azok a szerzők, (pl. [61—64]) akik <p(E,E') alakját valamilyen 
speciális mezonkeltési elméletből veszik, és — speciális kezdeti feltételek alapján — közvetlen nume-
rikus számolással (számológépek segítségével) kiszámolják pl. a magaktív részecskék energiaspekt-
rumát, vagy az atmoszférában való abszorpcióját. 
Minthogy azonban az adott modellek több szabad paramétert tartalmaznak, melyek numerikus 
értékére feltételezéseket kell tenni, nagyon nehéz kiválasztani, hogy melyik modell az, amely a fizi-
kai valóságot jobban leíró közelítést szolgáltat. Ugyanis ezekkel az „alkalmasan" választott para-
méterekkel különböző modellekre hasonló eredmények adódnak. 
Egy célravezető megoldásnak mutatkozik — melyet a következőkben alkalmazni is fogunk — 
hogy a Jánossy —Heitler módszert követve olyan homogén <p(E,E') függvényt keresünk, mely a 
magaktív részek kölcsönhatása közvetlen vizsgálataival kapott energiaeloszlással összhangban 
van. A (4) diffúzió egyenlet így analitikus alakban megoldható, s lehetővé válik, hogy a nagyener-
giájú magkölcsönhatások egyik alapvető mennyiségét, a szekunder részecskéknek átadott energia 
mértékét meghatározzuk. 
4. 2. Tételezzük tehát fel, hogy a cp(E, E') spektrumot elő lehet állítani homogén 
függvény a lakjában (amit azért tehetünk meg, mert a számunkra szóbajövő energia 
intervallumban az inelaszticitás nem függ lényegesen a primérenergiától), azaz hogy 
dE 
<p(E, E')dE = q>(E/E', 1 ) — = <P(u)du (10) 
ь 
alakú,1 6 ahol u = E\E'. Tételezzük továbbá fel, hogy erre az alábbi összefüggések 
teljesülnek : 
t 
J Ф(и) du =N (10')17 
о 
ahol N a magaktív részecskék teljes száma, és 
e' 
i f (p(E,E')EdE 
f u<P(u)du = 0 — = C (10") 
о f 
ahol С — a kölcsönhatás után megjelenő összes magakt ív részecske által elvitt 
közepes energiahányad — állandó. Ekkor a (8) rekurziós formula segítségével a (4) 
diffúzióegyenlet analit ikus a lakban előállítható megoldását kaphat juk. 
Minthogy tapasztalat szerint az abszorbeáló közegbe (atmoszféra, szilárd 
anyag) olyan primér részecskék érkeznek, melyek differenciális energiaspektruma 
hatványspektrum, az E' és E'+dE' energiaintervallumba eső részecskék száma: 
F0(E')dE' =cE'~G+VdE' (11) 
ahol у = konstans a megfelelő integrálspektrum kitevője és с állandó. 
1 6
 Ugyanis, ha felveszünk egy tetszőleges с állandót, a homogenitás miatt azt kell kapnunk, 
hogy tp(E,Ej = c<p(cE,cE'). На с = ( £ ' ) - 1 . a fenti egyenlőség azonnal adódik. 
17
 Az integrálás alsó határa a részecskék nyugalmi tömege miatt természetesen nem pontosan 
zérus. 
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A (11) kezdeti feltétel és a (8) rekurziós formula felhasználásával Fx(E)-ie 
a következő egyenletet kap juk: 
- i 
Fx(E) = c J E'-<-v+i)ip(E,Er)dE' = cE-b>+ J u^{u)du = cE~('+l4 (12) 
e о 
F2(E)-re pedig FX(E') segítségével 
. i 
<p(E, E')dE' = F2{E) = c f £"-ri+d jиуф(и)du 
e О -* 
= Jи'Ф(и)du =c£-<r+1M2 
(13) 
adódik. 
Hasonlóan £,(£)-re 
Fi(E)=cE-^+v>Ai (14) 
A (12) egyenlet megadja A jelentését; ui. A azon magaktív részek átlagos számát 
jelenti, melyek adot t E ' > E energiájú magaktív részekkel való egyetlen kölcsön-
hatás során keletkeztek, s amelyek száma a primér energiaspektrum kitevőjétől 
függ. (Másrészt A a kaszkád kialakulásában legfontosabb szerepet játszó ún. multi-
plikációs tényező, amely a részecskék egymás után következő generációjában az 
energiaspektrumot átviszi egymásba.) 
Tehát az (5) egyenlet megoldása: 
n ( E , x ) = cE-(y+De-xiXc ^ Щ ч - А < = с£-(?+1) е-а-а)*Мс (15) 
i=o i\ 
Az abszorpcióhossz és az ütközési szabad úthossz közötti összefüggés tehát a (9) 
egyenletnek megfelelően 
Xc = XA(l -A) (16) 
alakú. Az összefüggésben szereplő A értéke XA és Xc mérése alapján kísérletileg 
határozható meg. 
Eredményünk azt mutatja, hogy tisztán hatványtörvényt követő primér spektrum 
esetén a magaktív részecskékből álló kaszkád abszorpcióját egy adott közegben a 
у spektrumkitevőtől függő, p' = \/XA abszorpciós együtthatójú exponenciális függ-
vény írja le, és a magaktív részecskék energiaspektruma a közeg valamennyi 
mélységében ugyanolyan у kitevőjű hatványtörvényt követ, mint a primér spektrum. 
4. 3. A (16) összefüggés alapján információkat kaphatunk a magaktív részecskék 
kölcsönhatásainak néhány tulajdonságára vonatkozóan. Ehhez csupán а Ф(и) 
függvény alakjára tett konkrét feltételezések alapján a A mennyiséget kell kiszámí-
tanunk. 
Tételezzük fel, hogy annak a valószínűsége, hogy egy E ' energiájú magakt ív 
részecskének egy atommaggal való ütközése során egy Et ( / = 1 , . . . , N ) energiájú 
szekunder részecske keletkezik, csak az Ej/E' hányadostól függ és pfEJE') = 
ó(oCj — Ej/E') értéket vesz fel, ahol ô a Dirac-féle delta-függvény és a, konstans, 
így annak a valószínűsége, hogy £ j , EN energiájú részecskék együttesen 
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keletkezzenek, nyilvánvalóan 
W(EltE2, ...ЕЯ;Е')= ПН«,-Е,1Е') (17)18 i= 1 
A (f (E, E') spektrumot ennek alapján a következőképpen kaphat juk: 
£ ' e• 
<p(E, E')dE = /.../W(E,E2, ... EN;E')E'~NdEdE2...dEN + 
о 0 
E' £' 
+ J ...f W(Ey, E, ... EN;E')E'~NdEldE...dEN+ (18) 
о 0 
с r N dE 
+ J ... J W(Ey,E2,... E;E')E'-NdEídE2 ... dE= 2 
о i = 1 e 
Tekintettel az u = E\E' helyettesítésre: 
N 
<p(E, E) dE = <P(u)du = 2 - "M" (19) 
• =i 
Ф(и)-пак ez az alakja eleget tesz a (10') és (10") feltételeknek, mert 
f 2 S(a,-u)du = 2 /á(a (-и)</и = A (19') 
es 
Innen 
1
 n 
f 2 uö(a, — u)du= 2 <x, — C (19") 
i=i 
i 
(20) / N N V 
ti* 2 <H«i - u)du = 2 / "v<5 (a,- - u)du = У 
о Í=I . = 1(7 Í=I 
adódik, vagyis (16) 
alakban írható. (21) olyan általános összefüggést ad, mely tartalmazza Zacepin 
[66], Sitte [36], Greisen és Walker [67], Siibramanian és Verma [68] más úton levezetett 
formuláit. 
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 W-nek ezen alakja tág lehetőséget biztosít különféle megfontolások esetére. Tekintsük pl. 
az említett tűzgolyó modellekből [49- 52] nyert, ill. Vernov és munkatársai által [65] kapott ered-
ményeket, miszerint a nagyenergiájú magkölcsönhatásokban a beeső részecske energiájának jelentős 
hányada egy, vagy csak néhány szekunder részecskére koncentrálódik. Vernov szerint a beeső ré-
szecske ütközése során energiájának 70%-át megtartja. Ekkor (17)-ben <n=0,7 . Ez összefüggés 
szerint a feltevést úgy is variálhatjuk, hogy pl. két magaktív részecske keletkezik lényegesen külön-
böző energiával és így a, =0,6 és а> = 0,1 ; vagy hét részecske egyforma energiával jön létre s így 
«I = . . .=07 =0 ,1 . 
3 6 4 BOZÓKI GY. : MAGAKTÍV KOZMIKUS SUGÁRZÁSI RÉSZECSKÉK ABSZORPCIÓJA 
A b b a n a fontos esetben, ha csak egy magaktív részecske, pl. a pr imér viszi 
tovább az energia nagyobb részét; (19") összefüggés éppen az и mennyiség közép-
értékét a d j a 1 9 , vagyis a primér által elvitt közepes energiahányad, az ún. elaszticitás 
Й = а = ( 1 - * Г ) = Ж (23) 
ahol K / N a többi ú jonnan keltett szekunder részecskének (főleg л-mezonnak) á tadott 
közepes energiahányad 2 0 (inelaszticitás). Tehá t a (21) és (23) összefüggések segít-
ségével, a XA és Ac kísérleti megállapítása révén az inelaszticitás meghatározható . 
E módszer — bár közvetett — de mégis egyike az elég kisszámú lehetséges meg-
határozási módszereknek. 
A ő-függvények segítségével tekintetbe vehetjük az elaszticitás fluktuációját is 
a maximális határok közöt t . 
Ezek azok az esetek, ha a primér vagy magával viszi csaknem teljes energiáját , 
vagy a magával vitt energia elhanyagolhatóan kicsi. E k k o r ugyanis: 
0(u)du = [aó(1 — и) + (1 — a) ó(0 — «)]du (24) 
Következésképpen : 
Á = x és ú=oc = zl (25) 
Tehát a primér által elvitt közepes energiahányad valódi értékének a (23) és (25) 
összefüggések által megadot t értékek közé kell esnie: 
Д<а=зД1/у (26) 
A (26) összefüggés azt mutat ja , hogy a magaktív részecskék kaszkádjának 
longitudinális terjedésénél, ha figyelembe vesszük az egyedi aktusoknál bekövetkező 
fluktuációt is, az elaszticitás mértéke k isebb lesz, mintha a (23) átlagértéket tekin-
tenénk. Az ettől való eltérés azonban igen csekély, mert a fluktuáció mértékét a 
(24) feltevés igen erősen túlbecsüli. 
4. 4. Magaktív részek longitudinális terjedését leíró (4) diffúzió egyenlet megoldásánál nem 
tettünk különbséget levegőben és sűrű közegben való abszorpció értelmezésénél, mert matematikai-
lag azonos módon tárgyalhatók. 
Abból azonban, hogy a Föld légkörének, mint a kozmikus térből jövő primér sugárzás abszor-
bensének, az a laboratóriumi feltételek között nem utánozható sajátossága van, hogy az anyag kis 
sűrűsége mellett nagy kiterjedésű, két lényeges különbség származik. 
a) Az instabil magaktív részecskék nagy részének az atommagokkal való ütközésük előtt 
alkalmuk van elbomlani. így a leghosszabb élettartamú részecskék a töltött л- és K-mezonok 
( t ~ 1 0 - 8 sec) — keletkezési helyüktől függően csak 40 — 60GeV feletti energiáknál kezdenek „ef-
fektíven" hozzájárulni a magaktív részecskek kaszkádjához (vö. 2. Függelék). Következésképpen 
a légköri magaktív komponens túlnyomórészt nukleonokból áll. Ilyen energiák alatt tehát a J" v 
érték főleg nukleonokra vonatkozik21 (vö. 8. I. pont). 
Könnyű belátni, hogy a zi"v egyúttal az atmoszféra különböző mélységeiben a neutronok 
és protonok arányára is jellemző lesz. Ugyanis tekintettel arra, hogy a primér kozmikus sugárzás 
nem tartalmaz neutronokat, és hogy a neutronok és a protonok levegőmagokkal való kölcsönhatá-
19
 А Ф(и) függvény ekkor nyilvánvalóan azt a valószínűséget reprezentálja, hogy a primér 
egy maggal való ütközése után ütközése előtti energiájának и hányadát vigye magával. 
2 0
 Az inelaszticitás a jelenlegi kísérleti eszközökkel 10 GeV-nél nagyobb energiatartományba 
eső kölcsönhatások esetén csak igen kedvező körülmények között mérhető. 
21
 Alev mérése az atmoszférában közvetlenül nem végezhető el, ezért a . Ilev meghatározá-
sára a levegő „átlagos atomszámához" közeleső elemre: a szénre vonatkozó értéket fogjuk 
felhasználni. 
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saik során átlagosan egyenlő számban hoznak létre további protonokat és neutronokat, akkor 
a (15) összefüggés segítségével 
/V '/2 • cE ~ r + " e- á - с ( 1 - g - Jx/Лс) _ 1-
е
-ал/д
с 
Т ~ Чг• СЕ-О +1)е-(1 -4)х/Лс(1 + е-^Г'-с) ~ 1
 +e-Axßc ( ' 
Sűrű közegben azonban az atmoszférában lejátszódó folyamattal szemben a töltött л- és K-
mezonok, valamint a ~ 10" 7 sec élettartamú semleges K2 mezonok (az összes semleges K-mezo-
noknak kb. 50'%-a) közül gyakorlatilag egy sem bomlik el (vö. 2. Függelék) és így ezen instabil 
magaktív részecskék hozzájárulhatnak a kaszkád fenntartásához. A semleges K-mezonok másik 
részének (K? mezonok) és a hyperonoknak a hatása a rövid élettartam (r~ (10 1 0 — 10" ") sec) 
és a kis keltési hatáskeresztmetszet miatt elhanyagolható. 
Minthogy eddigi ismereteink szerint a nagyenergiájú instabil részecskék kölcsönhatási szabad 
úthossza kb. ugyanaz, mint a nukleonoké [69] és a nukleonok által keltett magrobbanásokból szár-
mazó részecskék energiaspektrumát nem lehet meg-
különböztetni а л- és K-mezonok által keltettekétől, 
elfogadhatjuk azt a feltevést, hogy az általunk tekintett 
energiatartományban energiaspektrumuk egyébként meg-
egyező feltételek esetén egymással azonos. Következés-
képp a kaszkádfolyamat éppúgy a (4) diffúzióegyenlettel 
irható le, csak a sűrű közegben végzett abszorpcióméré-
sek alapján kapott l-mennyiség a nukleonokra, valamint 
a tőlük megkülönböztethetetlen я ± - és K-mezonokra 
(a K? mezonokat kivéve) is vonatkozik. 
Kézenfekvőnek látszik tehát, ha a levegő átlagos 
atomsúlyához közeleső atomsúlyú sűrű közegekre (víz, 
szén) vonatkozó JC,H2O ül. a levegőre vonatkozó /l l ev 
mérése segítségével megbecsülni a nagyenergiájú mag-
kölcsönhatásokban keletkezett, további magkölcsönha-
tások létrehozására képes töltött n- és K-mezonok vala-
mint К5 mezonok együttes ß számát. A fentiekben el-
mondottak alapján ugyanis 
. 1 C , H 2 0 — / J l e v — ß ( 2 8 ) 
b) Az atmoszféra sűrűsége másrészről egy geomet-
riai természetű különbséget hoz létre a levegőben és a 
sűrű közegben lejátszódó abszorpció között. Levegőben történő abszorpció mérésnél ugyanis a 
levegő kis sűrűsége miatt egy-egy ütközés során keletkezett magaktív részecskék az esetek túlnyomó 
részében szétválnak és egyenként érik el az N ÁZ-detektort, vagyis a levegőben az egyes magaktív 
részecskék abszorpcióját mérjük (6. ábra). 
A sűrű abszorbens belsejében keletkezett magaktiv részecskék viszont nem válnak széjjel, 
hanem csoportosan érik el N-t s egy ún. „sűrűségi átmeneti effektust" [70, 71] okoznak2 2 . Így vég-
eredményben még akkor is, ha a levegőréteg abszorpcióképessége azonos a sűrű anyagéval, a sűrű 
abszorbensre és a levegőre vonatkozó abszorpciógörbe alakja lényegesen különbözhet. Mint ahogyan 
azonban a tapasztalat mutatja, hogy abszorbensvatagságoknál a sűrűségi átmeneti effektus hatása 
már elhanyagolható. 
4. 5. A fentiekben elmondottak alapján kézenfekvő, hogy a különböző elemekre 
vonatkozó kA és Ac mennyiségek mérése révén a következő, igen fontos információkat 
nyerhetjük a nagyenergiájú magkölcsönhatások tulajdonságaira vonatkozóan: 
aj Kísérleti ada toka t a különböző elemek magjaival történő ütközések során 
keletkezett ÁZ-okat kel tő részecskék átlagos számára vonatkozóan, 
b) a levegőre vonatkozó abszorpcióhossz és a levegő átlagos atomsúlyához 
közeleső atomsúlyú elemre (pl. víz, szén) vonatkozó közepes ütközési szabad úthossz 
2 2
 Az 5. I. pontban ezzel a problémával részletesebben foglalkozunk. 
I 
6. ábra. Magaktív részek levegőben 
lejátszódó kaszkádjának szkematikus 
rajza. (N az ÁZ-detektort jelöli.) 
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mérésével meghatározhat juk az inelaszticitást és az atmoszféra különböző mélységeire 
vonatkozóan az N/P viszony várható ér tékét , 
с) a levegő átlagos atomsúlyához közeleső atomsúlyú sűrű közegekre (víz, 
szén) vona tkozó d c , H 2 ° mérése segítségével ped ig megbecsülhetjük a nagyenergiájú 
magkölcsönhatásokban keletkezett ÁZ-okat kel tő n ± , К ± , K? mezonok együttes 
ß számát. 
А А
л
 és Ác mennyiségek tehát alapvető fontosságúak a fizikai következtetések 
szempontjából . Ezért igyekeztünk — a köve tkező fejezetekben leírt — méréseinket 
lehetőség szerint tiszta és egyértelmű kísérleti körülmények között elvégezni. 
5. Áthatoló záporokat keltő részecskék 
abszorpcióhosszának és közepes ütközési szabad úthosszának GM csöves 
technikával való mérési módszere 
3. 1. Az abszorpcióméréseknél legáltalánosabban használt ÁZ-detektorok tipikus példáját 
a 7. ábrán bemutatott berendezés szemlélteti (N). 
Egy ilyen speciális koincidenciarendszerbe kapcsolt, ólomblokkba ágyazott GM csöcsopor-
tokból álló berendezésnek határozott iránytulajdonsága s valamilyen e 0 küszöbenergiája van. GM 
csövekkel koincidenciába kapcsolt egy 
vagy több impulzus-ionizációs kamra 
szintén ilyen tulajdonságokkal rendel-
kezik, s ezért ezt a detektor-típust is 
gyakran alkalmazzák. Egy példáját a 
8. ábrán mutatjuk be. 
Az ío küszöbenergia az áthatoló 
részecskéknek azzal a minimális szá-
mával kapcsolatos, amelyre a detek-
tor már működésbe jön. A detektort 
megszólaltató magaktív részecskék mi-
nimális és átlagos energiáját tehát rész-
ben a GM csövek közötti abszorbens-
rétegek vastagságával, részben a koin-
cidencia multiplicitással változtathat-
juk. Az abszorbensrétegek vastagságá-
val és a multiplicitás növelésével a 
berendezés nyilvánvalóan egyre inkább 
a nagyobb energiájú magaktív részecs-
kéket fogja regisztrálni. 
Ha a (15) összefüggésnek meg-
felelően n(E, X) az E energiájú ma-
gaktív részecskék differenciális energia 
spektruma egy adott X abszorbensréteg 
alatt, és w(E) egy E energiájú magaktív 
részecske regisztrálási valószínűsége, 
akkor az N detektor által regisztrált 
magaktív részecskék gyakoriságát az 
alábbi kifejezés írja le: 
C(X) = / w(E)n(E, X) dE (29) 
о 
A w(E) függvényt 
С 0 , ha £ - = е о 
"'(£) = À (30) 
( a = konst., ha £ s e o 
7. ábra. ÁZ-okat keltő részecskék abszorpcióhosszának 
mérési szkémája. A z N detektor kapcsolása pl. olyan 
mint Jánossy és munkatársai által használt berendezésnél. 
А X „változtatható" vastagságú abszorbensréteg részben 
úgy viselkedik, mint az abs.orbensre eső részecskék el-
nyelő közege, részben pedig mint az N-t megszólaltató 
ÁZ-ok forrása. E a kiterjedt záporok hatásának kimu-
tatására szolgáló GM csőcsoport. 
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alakú függvénnyel közelítve 
C(2) = aN(E, 2) (31) 
lesz, ahol 
N(E,2)= / n(E, 2)dE = c e - r i -U J E~b+t)dE=N0(E, 0 ) e - s / Х л 
«о го 
a magaktív részecskék integrális energiaspektruma a 2 abszorbensréteg alatt (v. ö. (1) összefüggés-
sel). Ha a 2 abszorbensréteg vastagságát változtatjuk, s regisztráljuk a megfelelő típusú C(2) gyako-
riságokat, akkor a kapott görbének egy lapos maximummal rendelkező átmeneti tartománya utáni 
lefutásából a magaktív részecskék abszorpcióhosszát meg tudjuk határozni.23 
Az így nyert kísérleti 
eredmények kvantitatív in-
terpretálása miatt tekintetbe 
kell azonban vennünk, hogy 
a regisztrált koincidenciá-
kat két különböző jelenség 
okozhatja : 
a ) egy E s e 0 energiájú 
magaktív részecske által kel-
tett magkölcsönhatás vagy 
magkölcsönhatások lánco-
lata, melyet „lokális ÁZ"-
nak nevezünk, 
b) kiterjedt zápor. 
Mint már említettük, 
a kiterjedt zápor minden-
fajta részecskét tartalmaz, 
melyek közül az elektronok 
és fotonok a Iegszámosab-
bak. így abban az esetben, 
ha az abszorbensréteg még 
vékony, egy kiterjedt zápor 
elektronkomponense meg-
szólaltathatja a közvetlenül 
az abszorbens alatt levő 
G M csöveket. Ugyanakkor 
a magaktív részecske egy 
lokális záport hozhat létre, 
mely megszólaltatja a de-
tektor jobban árnyékolt 
számlálóit. (9a ábra.) 
Megtörténhet, hogy a detektor megszólal kiterjedt záporok olyan áthatoló részecskéire, melyek 
csoportosan esnek a berendezésre (9b ábra) s így imitálhatják a kívánt eseményt. Az itt felsorolt 
lehetséges eseteket kiterjedt ÁZ-oknak nevezik. (Az, hogy a lokális ÁZ-ok számához viszonyítva 
mennyi ezek részaránya, az főleg a detektor megválasztásától függ.) 
A kiterjedt ÁZ-ok a fent vázolt módon tehát meghamisíthatják a magaktiv részek abszorpció-
hossz meghatározására vonatkozó mérési adatokat. Ennek a zavaró hatásnak a kiküszöbölésére 
Broadbent és Jánossy [73] módszerét követve az ÁZ-detektort egy tőle nem távol 10 m) elhe-
lyezett nagyfelületű lefedetlen £ G M csősorral célszerű kiegészíteni (lásd 7. ábra24). így külön regiszt-
2 3
 Ha a töltött vagy töltetlen magaktív részecskék abszorpcióhosszát külön-külön akarjuk 
meghatározni, akkor ezt egy, a 2 abszorbens fölé helyezett A GM csősor segítségével tehetjük 
meg (lásd 7. ábra). Az A csősor vagy hodoszkopizálva van, vagy a kiválasztott N koincidenciatípus-
sat antikoincidenciába van kapcsolva ((N), —A). 
2 4
 Az E csősor alkalmazása a lokális és kiterjedt ÁZ-ok szétválasztására azon az ésszerű meg-
fontoláson alapszik, hogy ha egy légizápor néhány részecskéje közrejátszik abban, hogy az ÁZ-
detektor megszólaljon, a légizápornak már elég nagy sűrűségűnek kell lennie. Ezért nagyon való-
színű, hogy az E csősor is megszólal. 
2 Fizikai Folyó i rat X I / 5 
8. ábra. Rediker [72] által használt berendezés abszorpcióhossz 
mérésére. Az I ionizációs kamra és az А, В és С GM csösoro-
zatok közti (AIBC) koincidenciákat regisztrálta a 2 Pb-ab-
szorbensvastagság függvényében. 
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rálhatók azok az események, melyekben a detektor által jelzett (N)-koincidenciákat az E csövek 
valamelyikének egy impulzusa kiséri ( (N, E)-koincidencia, kiterjedt ÁZ) és azokat, melyek során 
E nem ad impulzust ((N,—E)-antikoincidencia, lokális ÁZ). 
Az itt kifejtetteket tekintetbe véve látható, hogy a kiterjedt záporok befolyásolhatják az (A') 
típusú események abszorpciógörbéjének alakját, s az ebből meghatározott Я
А
 érték csak első köze-
lítésként szolgálhat. A pontosabb Яд érték nyilván az(N,—E) események abszorpciógörbéjéböl szá-
molható ki. 
A kapott értéket azonban még korrigálni kell, a »-mezonok által keltett hamis esetek (háttér) 
[28], valamint a magaktív részecskék irányeloszlása miatt. A »-mezonok ugyanis — bár hatáskereszt-
metszetük igen kicsi — kb. 1 0 - 3 0 cm 2 — képesek ÁZ-okat kelteni. Másrészről elektromágneses 
kölcsönhatás révén ún. knock-on záporokat hoz-
hatnak létre az egyes csősorokban, melyek ked-
vező esetekben ÁZ-okat utánozhatnak.25 Ha-
sonló effektust okoz két vagy több »-mezonnak 
a detektor érzékeny térfogatán való véletlen egy-
idejű áthaladása. Á három jelenség együttes fel-
lépésének hatására a 27 abszorbens vastagságától 
függő háttér jelentkezhet. Minthogy a detektoron 
áthaladó »-mezonok száma elég tekintélyes a töl-
tött magaktív részek számához viszonyítva, ez a 
háttér elég jelentőssé válhat. 
A magaktív részecskék irányeloszlása miatt 
azért kell korrekciót alkalmaznunk, mert a külön-
böző irányokból a detektorba érkező részecskék 
által az abszorbensben megtett átlagos úthossz, 
az abszorbens 27eff effektív vastagsága nagyobb 
lesz, mint az alkalmazott 2 vastagság. 
A korrekció számításánál (vö. 3. Függelék) 
tekintettel kell lenni a differenciális szögeloszlás alakjára és a detektor iránytulajdonságára. 
Az elmondottak mind a levegő, mind a sűrű abszorbens esetén végzett abszorpcióhossz mé-
résre egyaránt vonatkoznak. 
Sűrű abszorbensre vonatkozó abszorpcióhossz mérése esetén azonban a előző fejezetben 
már említett „sűrűségi átmeneti effektus"-ra is tekintettel kell lennünk. „Sűrűségi átmeneti effektus" 
az ÁZ-okat keltő részecskék sűrű közegben bekövetkezett kaszkádja s e részecskék G M csöves 
detektorral történő regisztrálásának együttes hatására lép fel [70, 71]. 
A detektor ugyanis különböző valószínűséggel regisztrálja azokat az Ese0 energiájú magaktív 
részecskéket, melyek 27-ban csak egy ÁZ-t keltenek, s azokat, amelyek 27-ban és a detektorban ÁZ-ok 
sorozatát (magkaszkádot) hozzák létre. Ez érthető, hiszen az előbbi esetben egy, az utóbbiban pedig 
több magkölcsönhatás eredményeképpen létrejövő áthatoló részecskék szólaltatják meg a detektort. 
Más szavakkal, a detektor érzékeny térfogatában az áthatoló részecskék „sűrűsége" az utóbbi 
esetben nagyobb lesz. 
Amennyiben nagy koincidencia multiplicitással működő berendezés, ún. kemény detektor 
regisztrálja az ÁZ-okat keltő részecskéket, a többszörös záporok átlagos regisztrálási valószínűsége 
(w") nagyobb lesz az egyszeresekénél (w')- Ennek eredményeképpen a mért abszorpció görbén 27 = Л
с  
körül egy lapos maximum jön létre.26' 2 7 
Elég nagy abszorbensvastagságtól kezdve viszont, mikor már az egyszeres magkölcsönhatá-
soktól származó regisztrálások relatív szerepe elenyészővé válik és már a detektort megszólaltató 
áthatoló részecskék száma is állandó marad, az abszorpció görbe torzítatlan, csak a valódi Яд-tól 
függő exponenciális lefutást mutat. 
Hogy a sűrűség átmeneti effektus milyen mértékű torzítást okoz az abszorpciógörbe alakjá-
ban, természetesen elsősorban a konkrét detektor típusától függ. Számszerű becslést adni erre vo-
b) 
9. ábra. Kiterjedt ÁZ-ok különböző esetei 
(magyarázatát lásd a szövegben). 
2 5
 Az innen eredő háttér a koincidencia multiplicitás növelésével erősen lecsökkenthető [2]. 
2 6
 Ilyen típusú görbét Broadbent és Jánossy [73] észlelt először. 
2 7
 Amennyiben w"-c и/, (ún. lágy detektornál pl. antikoincidencia berendezéseknél) a sűrű-
ségi átmeneti effektus az abszorpciógörbe alakjában minimumot eredményez [75]. Ha pedig w" = w', 
az abszorpciógörbe tisztán exponenciális alakú. 
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a) b) 
10. ábra. A közepes ütközési szabad úthossz mérésére szolgáló berendezés alapelve 
natkozóan csak igen pontatlanul lehet, vagy éppenséggel lehetetlen. A leghelyesebbnek látszik a 
kérdésre az adott abszorpciómérés esetén kísérletileg választ kapni. 
5.2. A közepes ütközési szabad úthossz mérésénél28, mivel csak azon Eme0 energiájú mag-
aktív részecskék által keltett koincidenciákat kell regisztrálni, melyek egy 2 vastagságú abszor-
bensréteget kölcsönhatás nélkül szelnek át, a 7. ábrán bemutatott berendezést egy В GM csősoro-
zattal és egy 2' abszorbensréteggel szokás kiegészíteni (lásd 10a ábra). 
Az 2 és 2' abszorbenseket szétválasztó hodoszkopizált vagy antikoincidenciába kapcsolt 
В GM csősorozat a A a mérés esetén alkalmazott abszorbensréteg kettős funkcióját szünteti meg 
О 
(lásd 7. ábra szövegét); 2 ezentúl csak abszorbensként, 2'pedig csak az N-t megszólaltató záporok 
forrásaként szerepelhet. 
E számlálócsövek ugyanis, ha hodoszkopizálva vannak, lehetővé teszik azon esetek kizárását, 
ahol ß-ben kettő vagy több G M cső szólal meg (106 ábra a eset). Antikoincidencia kapcsolásban 
pedig e csősor biztosítja, hogy csak semleges részecskék szólaltassák meg a detektort, azaz kizárja 
a 106 ábra b típusú eseményeket. A z (N Bi A) koincidencia, ill. (N,—B ) antikoincidencia gyakorisá-
gok2 9 a 2 abszorbensvastagság függvényében a (31) összefüggésnek megfelelően nyilvánvalóan 
C\2)=aN\E, 2) = aNo(E, 0]e~2ßc (32) 
alakú lefutást követnek. Ennek alapján tehát a megfelelő közepes ütközési szabad úthosszak meg-
határozhatók. 
Az ezzel a módszerrel kivitelezett méréseknek azonban, mint azt több szerző [5, 28, 76, 77] 
kimutatta, több szisztematikus hibájuk lehet. 
Egyik szisztematikus hiba olyan eseményekből származik, melyeknél a bejövő részecske ener-
giájának csak kis részét adja át a szekundereknek, úgyhogy ezek a kisenergiájú részecskék nem tud-
ják elérni а В csöveket és ezért a mért Ac érték néhány százalékkal nagyobb lesz [28], mint a valódi 
(lásd 11a és 116 ábra a események). 
28
 A közepes ütközési szabad úthossz mérési módszerei és az azzal kapcsolatos elvi kérdések 
részletesebben [U]-ben vannak kifejtve. 
29
 A kiterjedt ÁZ-ok hatásától nyilván az [(A, B, A)-E] ill. [(Л?, — В)-E] események lesznek 
mentesek. 
2' 
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Hasonló effektust okoz a következő szisztematikus hiba is: Minthogy az N detektornak 
határozott iránytulajdonsága van, és az ÁZ-okat keltő részecskék differenciális szögeloszlása a füg-
gőlegeshez viszonyítva cos7 0 [78] alakú függést mutat , az abszorbenst olyan alakúra kell kiképezni, 
mely jól lefedi a detektor által meghatározott térszöget. 
Megtörténhet azonban, hogy éppen az abszorbens alakja miatt mind töltetlen, mind töltött 
részecskék által az abszorbens szélén keltett kölcsönhatások esetén az összes ionizáló szekunderek 
(11a ábra b eset) ill. egy magaktív ionizáló szekunder kivételévela többiek (116 ábra b eset) elkerül-
hetik а В csősort, s így téves számolások jöhetnek létre. 
Mindkét szisztematikus hiba vékonyabb abszorbensrétegek közé ágyazott hodoszkopizált 
vagy antikoincidenciába kapcsolt GM csösorozatokkal elenyészővé tehető. 
b) с) a) a) c) b) 
11. ábra. Közepes ütközési szabad úthossz mérésénél előforduló 
szisztematikus hibák illusztrálása. 
\ 
Ez után már csak a következő, igen kicsiny valószínűséggel fellépő hibák lehetősége fordulhat 
elő: a) semleges részecske kölcsönhatása során ionizáló részecske egyáltalán nem keletkezik (vö. 
11a ábra с eset) b) töltött részecske kölcsönhatása esetén csak egy ionizáló részecske keletkezik 
(116 ábra с eset). 
Ki kell hangsúlyoznunk, hogy a közepes ütközési szabad úthossz mérésére a semleges részecs-
kékkel (neutronokkal) végzett kísérletek az előnyösebbek, mivel: 
a) töltött primérek esetén a protonok mellett — bár csekély mértékben — a л ± -mezonok 
is kelthetnek ÁZ-t . 3 0 Antikoincidenciába kapcsolt csősorok esetén nincs ilyen zavaró effektus, 
mert csak neutronok szólaltatják meg a detektort. 
b) a p.-mezonok okozta háttér-effektus az antikoincidencia-módszerrel elenyészővé tehető. 
Töltött részekkel végzett méréseknél ennek az effektusnak meghatározására segédméréseket kell 
végezni. 
Azt azonban, hogy a áA-ra vonatkozó méréseket a fenti hibák ellenére mégis a kozmikus su-
gárzás teljes (töltött és töltetlen) nagyenergiájú magaktív komponensével célszerű és szokásos elvé-
gezni, az ÁZ-okat keltő részecskéknek főleg а X abszorbens nagy vastagsága esetén jelentkező igen 
kis intenzitása indokolja. 
3 0
 Ez a szisztematikus hiba 7A mérésénél is jelentkezik. 
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6. Kísérleti berendezések Aa és ) . c meghatározására 
Az előző fejezetben kifejtetteket tekintetbe véve építettük meg a K F K I Kozmikus 
Sugárzási Labora tór iumában az ÁZ-okat ke l tő részecskék abszorpcióhosszának 
levegőben és ó lomban , ill. közepes ütközési szabad úthosszának szénben va ló meg-
határozására szolgáló kísérleti berendezéseinket. A jelen fejezetben ezeket a berende-
zéseket i smer te t jük . 
6. 1. Mérőberendezés áthatoló záporokat keltő részecskék 
levegőben való abszorpcióhosszának meghatározására 
A mérés lényege az, hogy egy ÁZ-detektor által mért események gyakoriságát 
meghatározzuk az atmoszféra különböző mélységeiben. Erre a célra a 12. ábrán 
bemutatott Á Z detektort épí te t tük meg. 
A felső ( 1 , 2 , 3 , 4 ) G M csöveket az a l só ( 5 , 6 , 7 , 8 ) csövektől 113 g /cm 2 , az 
alsó csöveket egymástól 56 g / cm 2 ólom válasz to t ta el. Az oldalárnyékolást biztosító 
falak vastagsága 170 g/cm2 ó lom volt. A G M csövek á tmérője 4 cm, érzékeny 
hosszúsága ped ig 80 cm vo l t 3 1 . 
Az ( 5 , 7 ) és (6,8) G M csövek pá rhuzamosan voltak kapcsolva. Az 1 , 2 , 3 , 4 
valamint az (5, 7) és (6, 8) G M csövek kiol tó formáló körön ( továbbiakban Kfk)32 
keresztül két (Ä"4 és Kb) koincidenciaegységhez csatlakoztak (13. ábra). A Vx vég-
fokozat a C 4 = ( 1 , 2, 3, 4) négyes koincidenciákat, a V2 pedig a C 6 = [(1, 2, 3, 4), 
(5, 7), (6, 8)] h a t o s koincidenciákat regisztrálta. A készülék megszólal tatásához tehát 
olyan magkölcsönhatások vo l t ak szük-
ségesek, melyek során legalább 3 olyan 
részecske keletkezett , amely a felső 
G M csöveket, illetve a 3 részecske kö-
zül 2 olyan, amely az alsó G M csö-
veket is megszólaltat ta. 
A berendezés könnyebb szállít-
hatósága és kezelhetősége mia t t nem 
alkalmaztunk E elektrondetektort . 
Tinlot [32] és Hodson [82] mérései 
szerint ugyan i s ez megtehető, mert a 
kiterjedt Á Z - o k által lé trehozott ese-
mények az abszorpcióhossz értékére 
csak lényegtelen befolyást gyakorol-
nak. Ezért a C 6 koincidenciák órán-
kénti számát igen jó közelítésben a 
lokális Á Z - o k gyakorisága mértékének 
lehet tekinteni . 
A C 4 , ill. C6 eseteken kívül a 
C 2 = ( 2 , 4) koincidenciák gyakoriságát 
(vagyis a /<-mezon komponens inten-
31
 Az összes általunk épített mérőberendezésnél a felhasználásra került GM csövek megszó-
lalási valószínűsége £99,9% [79.80]. 
32
 Az elektronikus egységek specifikációja [81] munkában található. 
I Pb 
pe 
I 1 1 r 
0 to 20 30 cm 
12. ábra. Detektor ÁZ-okat keltő részecskék 
abszorpcióhosszának mérésére levegőben. 
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zitását) is regisztráltuk, hogy a g-mezonok által okozott háttérre vonatkozóan 
korrekciót végezhessünk. 
A készüléket Budapesten (Csillebérc, 410 m) elvégzett különböző mérések után 
Romániába szállítottuk, aho l a bolgár—magyar hegyi laboratórium elkészültéig 
a Déli-Kárpátokban, Busteni közelében levő hegyi állomáson (950 m), ill. Bukarest-
ben (80 m) üzemeltettük. A bolgár—magyar hegyi laboratóriumnak 1960 első felében 
történt üzembehelyezése ó ta pedig a készülékkel a Rila-hegységben levő Műszállá 
csúcson (2925 m) folytattunk méréseket. A Műszállá csúcson levő laboratóriumban 
működő berendezést a 14. ábrán mutat juk be. 
13. ábra. A detektor elektronikus blokk-szkémája (a betűjelzéssel feltüntetett fokozatok 
magyarázatát lásd a szövegben). 
[7 14. ábra. ÁZ-berendezés a Műszállá csúcson levő kozmikus sugárzási laboratóriumban. 
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6. 2. Mérőberendezés áthatoló záporokat keltő részecskék 
ólomban való abszorpcióhosszának meghatározására 
Az N detektor ólomblokkba ágyazott А, В, С és D számlálócső' sorozatból 
állott (15. ábra). Minden számlálócsó'sorozat 10 számlálót tartalmazott. A számláló-
csövek átmérője 4 cm, érzékeny hosszúsága pedig 40 cm volt. Az A és D számláló-
csövek közöt t három egyenlő vastagságú rétegben összesen 170 g/cm2 ólom volt 
elhelyezve. Az A számlálók fölé helyezett ólomabszorbens vastagságát, amelyben 
az á tha to ló záporokat keltő részecskék abszorpcióját mértük, 0—900 g/cm2-ig 
változtat tuk. 
Az А, В, C, D számlálócsöveknek a Kk katód-követőkkel megrövidített jelei 
( ~ 1 5 p. sec) az Ad, Bd, Cd. Dd diszkriminátor fokozatokba kerültek. Adot t diszkri-
minációs feszültségszintnél nagyobb amplitúdójú jeleket az I f impulzus-formálók 
segítségével négyszögesítettük. Az így uniformizált jeleket egy Kd 4-es koincidencia 
fokozatban vittük (felbontóképesség ~ 5 p. sec) és az eredő jeleket egy V végfokozat-
tal regisztrál tuk. A berendezés elektronikus blokkszkémája a 16. ábrán látható. 
A diszkriminátorok segítségével olyan eseményeket választottunk ki, melyek 
az А, В, С és D számlálócső-sorozatok mindegyikében egyidejűleg legalább 2, ill. 
3 számlálócsövet szólaltattak meg. Ezeket a (AS2, BS2, C a 2 , Ds2), illetve (A^3, 
С г 3 . Z>£3) típusú koincidenciákat (N2), illetve (ÉV3)-mal jelöltük. 
Az Ä Z-detektortól másfél méternyire egy le nem fedett, 3200 cm 2 érzékeny 
felületű E számlálócső-csoportot (10 db 4 cm átmérőjű és 80 cm effektív hosszúságú 
GM cső) helyeztünk el a kiterjedt ÁZ-ok regisztrálása céljából. 
1,5 m 
I t . - H 
О Ю 20 30 cm 
15. ábra. Abszorpcióhossz mérésére szolgáló berendezés vázlata 
3 7 4 BOZÓKI GY. : MAGAKTÍV KOZMIKUS SUGÁRZÁSI RÉSZECSKÉK ABSZORPCIÓJA 
16. ábra. A berendezés elektronikus blokkszkémája (a betűjelzéssel feltüntetett fokozatok 
magyarázata a szövegben található). 
17. ábra. ÁZ-okat keltő részecskék abszorpciójának mérésére szolgáló berendezés 
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Egyidejűleg mértük az (N2), (N2, E), (N2, - E) vagy az (N3), (N3, E), (N3, - E) 
koincidenciákat, ill. antikoincidenciákat.3 3 
Minden abszorbensvastagság mellett azonkívül meghatároztuk az Bsl, 
C B 1 , D в О = (N1), valamint az (AS2, Bsl, D^f), (AS1, BS2, CSÍ, Dsl) stb. 
és az (AS3, Bsl, C B 1 , £>B 1) , (AS1, Bs3, Csl, Dsl) koincidenciák gyakoriságát, 
hogy az N detektorra eső p-mezonfluxust, valamint az А, В, С és D számlálócső-
sorozatokra vonatkozó egyszeres és kétszeres knock-on keltés valószínűségét meg-
állapítsuk. 
A mérések befejező szakaszában egy hodoszkópberendezést is a lkalmaztunk. 3 4 
A hodoszkópot ál talában (N2) koincidenciajelekkel vezéreltük. Az előbb leírt 
és a hodoszkóppal végzett mérések eredményeit a primér részecskék energiájának 
meghatározásánál a zavaró effektusokra való korrigálásnál használtuk fel és egyben 
a készülék helyes működésének ellenőrzésére alkalmaztuk. A berendezést a 17. 
ábrán m u t a t j u k be. 
6. 3. Mérőberendezés áthatoló záporokat keltő neutronok szénben való 
közepes ütközési szabad úthosszának meghatározására 
A berendezés egy, az előző pontban leírt N áthatoló zápordetektorból s az 
ezt kiegészítő E1,F2,F3 számlálócsősorozatokból, valamint a 113 g/cm2 vastag-
ságú I ' generáló ólomrétegből állott. Az 5. 2.-ben kifejtett szisztematikus hibák 
kiküszöbölése végett az F2 és F3 csősorozatokat a szén abszorbens közé helyeztük, 
s így azt h á r o m rétegre tagol tuk. A totális szénvastagságot 0-tól 53 g/cm -ig változ-
tattuk. (18. ábra.) 
Az F 3 számlálócsőcsoport 51 db 4 cm vastagságú és 120 cm effektív hosszú-
ságú, az F2 és F3 csőcsoport pedig 65 db ugyanilyen vastagságú, és 180 cm effektív 
hosszúságú G M csőből á l l t . 3 5 
Az Fi,F2,F3 csőcsoportok 19 db Kfk-el uniformizált 15 p. sec hosszú) 
impulzusai egy Kd diódás keverőbe ju to t t ak , amely párhuzamosra kapcsolta a 
három csőcsoportot : F3 + F2 + F3 = F. 
Az ÁZ-detektor jeleit egy művonalon keresztül (kb. 2 p, sec-al) megkésleltetve, 
egy AKi antikoincidencia fokozatba vit tük. A K, egység ugyanide csat lakozott . 
3 3
 A mérési idő egy részében egy, az N detektortól 3 m-nyire elhelyezett 12 000 cm 2 érzékeny 
felületű Ez (25 db 4 cm átmérőjű és 120 cm érzékeny hosszúságú cső) számlálóegységgel való koin-
cidenciákat és antikoincidenciákat is megvizsgáltuk. Ezenkívül magaktív részecskéket tartalmazó 
kiteredt légizáporok vizsgálata céljából az ÁZ-detektort és kiterjedt légizáporokat regisztráló be-
rendezéssel is koincidenciába kapcsoltuk [83]. 
34
 Minden egyes Kk lényegében egy MTX-80 típusú glimmlámpához csatlakozott. Vala-
hányszor egy vezérlő (pl. (/V2)-koincidencia) jel érkezett a hodoszkóp HK keverőjébe, csak azok 
a glimmlámpák gyulladtak ki, amelyekhez tartozó G M csövek részt vettek a vezérlő (N2) jel kiala-
kításában. Ugyanakkor egy F filmfelvevő is működésbe jött. A felvételekről megállapítható volt 
a vezérlő jelet kiváltó magkölcsönhatás töltött szekunder részecskéinek multiplicitása és haladá-
sának iránya. 
3 5
 A mérés során — tekintettel arra, hogy ezek a GM csövek antikoincidencia kapcsolásban 
dolgoztak — különös gondot fordítottunk arra, hogy a GM csövek megszólalási valószínűség-túl-
feszültség karakterisztikájuk közepére legyenek állítva. Ezért a G M csövek feszültségbeállítását 
a feszültségosztók segítségével naponta kontrolláltuk. Ugyancsak nagy gondot fordítottunk a 
zavarszűrésre is, és ezért minden egyes GM csövet nemcsak feszültségosztóban, hanem közvetle-
nül a cső felhasználási helyén is leblokkoltuk. 
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A fokozat kimenetén regisztráltuk az (N2, — F) antikoincidenciákat, vagyis 
azoknak az ÁZ-oknak a számát, melyeket neut ronok hoznak létre a 2" abszorbensben. 
A mérési idő egy részében a kiterjedt záporokkal kapcsolatos események elő-
fordulási gyakoriságának megállapítására egy K2 kettős koincidenciaberendezés 
mérte az [(TV2, — F ) E ] koincidenciákat. A berendezés elektronikus blokkszkémája 
a 19. ábrán látható. 
A mérőberendezés kontrollálása céljából a fenti mérésekkel egyidőben mér tük 
az (n2) és (n2, e) koincidenciákat is. Továbbá ugyanebből a célból időnként 
regisztráltuk az (nx), (nx, e) koincidenciákat, valamint az (W, , — f ) antikoinci-
denciákat is. Ez utóbbi mérések révén meghatározhattuk az egész antikoincidencia-
rendszer teljes megszólalási valószínűségét úgy, hogy a I ' generáló réteget eltávolí-
tottuk. A megszólalási valószínűség 99,98 %-nak adódott. A mérőberendezést a 
20. ábrán muta t juk be. 
OOOOQOOOO с 
v 
XZ& Pb 
E551 с 
ES3 Fe 
18. ábra. Közepes ütközési szabad úthossz mérésére szolgáló berendezés vázlata. 
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19. ábra. A berendezés elektronikus blokk-szkémája (az ábra betűjelzéseinek magyarázatát 
lásd a szövegben). 
« -
20. ábra. Az ÁZ-okat keltő neutronok közepes ütközési szabad úthosszának mérésére 
szolgáló berendezés 
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7. Mérési eredmények 
7. 1. Áthatoló záporokat keltő részecskék levegőben történő abszorpciójára vonatkozó 
mérési eredmények 
7. 1. 1. A 6. 1. pon tban ismertetett zápordetektorra l végzett méréseinket a 
;j.-mezonok okozta háttéresemények gyakoriságának megállapításával k e z d t ü k . Ez 
ugyanis az atmoszféra nagyobb mélységeiben, ilyen egyszerű detektor használa ta 
esetén m á r jelentős lehet (vő. [72], [84]). 
A vizsgálatokat Budapesten, 8 m mélyen a földfelszín a la t t (17 m. v. e.) végeztük 
el36 , ahol a magaktív komponens már gyakorlat i lag elabszorbeálódott (az intenzitás 
kb. e - 8 ' 5 ^2 -10 _ 4 - s ze r e sé r e csökken, ha XA %200 g/cm2), s így az itt mér t C 6 koin-
cidenciák egyedül a [u-mezonoknak tu la jdoní tha tók. Gyakoriságuk ( A / ) = 
= (0,064 ± 0,009) c/h-nak adódo t t . 
Ha a C 2 koincidenciák (A2) gyakoriságát a föld a la t t és a földfelszínen, ill. 
különböző tengerszint feletti magasságokban megmérjük, a ^.-mezonok ál ta l okozot t 
háttéreffektus nagysága az egyes mérési pon tokon meghatározható, és az i t t mért 
C6 koincidenciák gyakorisága (N6) ennek megfelelően korrigálható. 
A fö ld alatt regisztrált 2-es koincidenciák gyakorisága (Ní) = (1719 + 6) e/h 
volt. Az (N 6 ) és (N2) gyakoriságokra pedig az atmoszféra négy kü lönböző mély-
ségében mérve a következő adatokat k a p t u k (lásd I. Táb láza t ) : 3 7 
I. TÁBLÁZAT 
Mérés helye A t m . mélysége (g/cm2) 
Koincidenciák gyakorisága 
(c/A) 
mér t 
( N 6 ) 
k o r r . 
( N 6 ) ( N 2 ) 
Bukarest (80 m) 1009 1,17 + 0,02 1,00 + 0,04 4430 + 30 
Budapest (410 m) 969 1,73 + 0,03 1,55 + 0,04 4848 + 30 
Busteni (950 m) 907 2,57 + 0,03 2,37 + 0,04 5240 + 50 
Műszállá csúcs (2925 m) . . . 703 13,96 + 0,10 13,67 + 0,11 7 8 3 6 + 1 7 
Az I. Táblázat 4. osz lopában a u -mezonok okozta há t t é r r e korrigált koinciden-
ciák gyakoriságát tünte t tük fel. A korrekciót az alábbi összefüggés a lapján számol-
tuk : 
(A6korr) = (/V™ért)— 7Yp\(N2) (33) (Аг) 
Az (ATgorr) gyakoriságokat az a tmoszfer ikus mélység függvényében a 21. ábrán 
grafikusan is ábrázoltuk. 
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 A /i-mezonok okozta háttér földalatti méréssel történő meghatározására s így a mérés 
metodikáját illetően tiszta körülmények teremtésére — tudomásunk szerint — a jelen mérést meg-
előzően csak Cocconi [38] végzett vizsgálatot. 
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 А С a koincidenciák gyakorisága ugyanolyan magasságfüggést követ, mint a C2 koinci-
denciáké, amely arra utal, hogy ezeket a koincidenciákat túlnyomórészt ,u-mezonok által keltett 
knock-on záporok okozzák. A korrekció számításához tehát ezen értékek is felhasználhatók. 
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Az ábrából jól látható, hogy az abszorpciógörbe alakja nem tér el szignifikánsan 
az exponenciálistól. Adataink alapján a levegó're vonatkozó abszorpcióhossz értékét 
a maximális valószerű-
ség módszerével [85] ha- Л / Д 
tároztuk meg, amelyre 
Яа
у
 == (119± 1) g/cm2 
adódot t . 
A kapott eredményt 
korrigálnunk kell, mi-
vel — mint már emlí-
tet tük — a magaktív 
részecskék nem egészen 
párhuzamos nyalábban 
érkeznek a mérőberen-
dezésbe. A pontos kor-
rekció elvégzéséhez a 
berendezés megszólalási 
valószínűségének szög-
függését kellene ismerni. 
Ezt azonban nem lehet 
kiszámítani [82], és kí-
sérleti meghatározása is 
súlyos technikai nehéz-
ségekbe ütközik ( több 
tonna súlyú berendezést 
vízszintes tengely körül 
kellene forgatni). 
A korrekció nagysága azonban ésszerű feltételezések esetén megbecsülhető. 
A 5. Függelékben vázolt becslés alapján az alkalmazandó korrekció 6 + 2%. 
Ezt elfogadva a valódi abszorpcióhossz 
Aav = ( 1 2 6 ± 2 ) g/cm2-nek 
becsülhető. 
A korrekcióra lényegében véve ugyanez az érték adódott Hagedornnak [86] 
egy sík felületre (egymás mellé fektetett GM csövek) és egy gömbre (gömbionizációs 
kamra ) vonatkozó pontos számításai alapján is. Ez arra utal, hogy alkalmazott 
korrekciónk a jelen mélységintervallumban (az atmoszféra alsó harmada) a készülék 
geometriájától nem függ kritikusan. 
A berendezés küszöbenergiáját s az általa detektált magaktív részecskék közepes 
energiáját a mért koincidenciák gyakorisága alapján becsültük meg a 4. Függelék-
ben vázolt módon. 
Durva közelítéssel a küszöbenergiára eu « 10 GeV, a közepes energiára pedig 
( £ ) --- 30 GeV adódot t , vagyis a detektor a magaktív részecskék energiaspektrumának 
abban a tar tományában regisztrált, ahol az alacsonyabb energiájú л ± -mezonok 
effektív kölcsönhatási valószínűsége W ^ 50% (2. Függelék). 
21. ábra. Az (Ng° r r) koincidenciaszám/óra az atmoszferikus 
mélység függvényében 
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7.1.2. Az £ = 1 0 — l O O G e V energiatartományra vonatkozó, s a mienkhez 
hasonló módszerrel és hasonló magasságokban mért abszorpció hosszak értékeit 
a II . Táblázatban gyűjtöttük össze. 
II. TÁBLÁZAT 
Szerző 
A ,ev 
nem korr . 
g/cm2) 
korr. 
Tinlot [32] 1 1 8 + 2 
Walsh és Piccioni [34] 1 1 2 + 2 140* 
Hodson [82] 1 1 8 + 1 ,1 129 + 2 
Azimov és mtsai [87] 123 + 6 
Schultz [88] 125 + 5 
Rizskova és Szaricseva [89] 1 1 5 + 2 131 + 3 
L. Altman Farrow [90] 137 + 3 
Jelen kísérlet 1 1 9 + 1 126 + 2 
* Statisztikus hiba nincs közölve. 
A II. Táblázat 2. oszlopában azokat az adatokat tüntettük fel, amelyeket a 
szerzők a közvetlen mérési eredményekből határoztak meg. A 3. oszlopban a korrigált 
értékek láthatók, (A korrekciót több szerző a meghatározásnál felmerülő nehézsé-
gek miatt nem számította ki.) 
A I I . Táblázat adatai alapján láthat juk, hogy a jelen mérés eredménye jó egyezés-
ben van más szerzők mérési eredményeivel. Képezve a Táblázatban feltüntetett 
korrigált adatok súlyozott közepét, a 10—lOOGeV energiaintervallumban az ab-
szorpcióhossz legvalószínűbb értékére 
да = (130 ± 2 ) g/cm2 
adódik . 3 8 A statisztikus hiba ( ± 1,2 g/cm2) helyett a korrekciók bizonytalansága 
miat t a középérték szórását tüntet jük fel. 
7. 2. Áthatoló záporokat keltő részecskék ólomban történő 
abszorpciójára vonatkozó mérési eredmények 
7. 2. 1. Az 5. 1. pontban rámutat tunk, hogy a sűrűségi átmeneti effektus adott 
detektor esetén előre pontosan nem kiszámítható mértékben befolyásolhatja az 
abszorpciógörbe lefutását. Célszerűnek tartottuk ezért T = 0 g/cm2 vastagságtól 
kezdve kísérletileg meghatározni az abszorpciógörbe alakját, s így eldönteni, hogy 
a sűrűségi átmeneti effektus milyen vastagságnál válik már elhanyagolhatóvá. 
A 6. 2. pontban ismertetett detektorral I = 0, és 900 g/cm2 abszorbensvastag-
ságok között mért (N2), (N2, — E), (N3), ( N 3 , — E ) koincidenciák, ill. antikoinci-
denciák gyakoriságát a 22. ábrán tüntet jük fel. 
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 A [89] és [97] szerzők magasabb energiatartományban végzett mérései alapján feltehető, hogy 
/,дУ értéke 103 GeV körüli energiák esetén sem változik. Ezt a következtetést még a fentinél 
nagyobb energiák (=-3-10 3 GeV) felé is megerősíti néhány emulzióval végzett kisebb pontosságú 
vizsgálat [91,92]. 
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A görbék 0 és kb. 450 g/cm2 ólomvastagságok között pregnáns sűrűségi átmeneti 
effektust mutatnak. Maximumuk 1 = 1 5 0 g/cm2 körül van, amely kb. a geometriai 
közepes ütközési szabad úthossznak felel meg (Ágb = 160 g/cm2). A görbék alakja 
450 és 900 g/cm2 között nem tér el szignifikánsan a (31) összefüggés által megadot t 
exponenciális görbétől. A sűrűségi átmeneti effektus tehát 1 = 450 g/cm2 ( ~ 3 2gb)-
22. ábra. Az (N2) , ( N 2 , - E ) , (N3) , ( N 3 , - E ) koincidenciák ill. antikoincidenciák gyakorisága a 27 
abszorbensvastagság függvényében. 
tói kezdve elhanyagolható. Ezt az eredményünket más szerzők [30, 75, 77, 93, 94] 
mérései is alátámasztják. 
A fenti összefüggés alapján az abszorpciógörbének a 450, 680 és 900 g/cm2 
vastagságokhoz tartozó pontjait használva a konkrét XA értékeket a maximális 
valószerűség módszerével [85] határoztuk meg. 
Az így kapott értékeket a 27eff effektív vastagságára vonatkozóan korrigáltuk 
(vö. 4. Függelék). A korrigált értékeket a IIL Táblázatban adjuk meg. 
7. 2. 2. az ( n 2 , e) és (n3, e) koincidenciák gyakoriságát a 27 függvényében 
a 23. ábrán ábrázoltuk. Könnyen megállapítható, 
hogy ezek a görbék határozottan különböznek 
azoktól, amelyek a 22. ábrán láthatók és semmiféle 
kifejezett maximumot nem mutatnak. 
A megfelelő kA értékeket az előbbiekhez ha-
sonlóan a 450, 680 és 900 g/cm2 értékekhez tar-
tozó pontokból és ugyanazon korrekció segít-
ségével számítottuk mint a 22. ábra görbéinél. 
Az így nyert ÁA értékeket szintén a IIL Táblá-
zatban közöljük. 
III. TÁBLÁZAT 
Koincidenciák típusa Л
А
 ( g / c m 2 ) 
( N a , - E ) 4 5 5 ± 2 1 
( N 3 , — E ) 3 9 4 ± 2 5 
( N a ) 5 3 4 ± 2 4 
( N 3 ) 4 4 3 ± 2 7 
( N a , E ) 6 7 3 + 1 1 7 
( N 3 , E ) 5 9 8 ± 9 9 
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7. 2. 3. Eredményeink megerősítik az ÁZ-okat keltő részecskék abszorpcióhosszának meg-
határozásánál a kiterjedt ÁZ-ok zavaró effektusára vonatkozóan az 5. 1. pontban tett kijelentésein-
ket. 
A mérések szemléltetően mutatják, hogy a kiterjedt ÁZ-okkal kapcsolatos (N 2 , E), (N J t E) 
események, amelyeket egyedi magaktív részecskéken kívül asszociált áthatoló részecskék (o-mezo-
nok és magaktív részecskék) is előidézhetnek, nem mutatnak kifejezett maximummal rendelkező 
átmeneti effektust és nagyobb abszorpcióhosszuk van, mint a lokális ÁZ-oknak, s így ez utóbbiak-
tól különböző fizikai jelenséget reprezentálnak. 
Az ( N 2 ) és (N, ) koincidenciáknak megfelelő események mind lokális, mind pedig kiterjedt 
ÁZ-okat tartalmaznak, s így egy összetett fizikai jelenségnek felelnek meg. Tehát a nagyenergiájú 
magaktív részecskék abszorpcióhosszának meghatározásához az (N 2 , — E), (N 3 , — E) lokális ÁZ-ok 
abszorpciógörbéjét kell használni. 
A lokális záporoknak az összes áthatoló záporok közül való kiválasztása, mint már ezt emlí-
tettük, függhet a használt kísérleti berendezéstől, különösen az E elektrondetektor felületének nagy-
ságától és az E valamint az N ÁZ-detektor közötti távolságtól. 
Tekintetbe kell vennünk továbbá a következő kísérleti tapasztalatokat. Több szerző [31, 95], 
[96] azt találta, hogy a magaktív részecskék energiaspektrumának exponense olyan részecskékre, 
melyet légizápor kísér, kisebb ((у'к;0,9) mint olyan részecskékre, melyeket légizápor nem kísér 
(y«s 1,5). Ez azt jelenti, hogy a kiterjedt ÁZ-ok mérése a .kisebb energiájú magaktív részecskék detek-
tálási valószínűségét csökkenti és fordítva, a lokális ÁZ-ok kiválasztásával a nagyobb energiájú 
magaktív részecskék detektálási valószínűsége csökken. Feltételezve az N detektor küszöbenergiá-
jának konstans voltát, a fenti effektusok a kiterjedt (illetve lokális) ÁZ-ok mért abszorpcióhosszá-
nak növekedését (illetve csökkenését) okozhatják (lásd (16) összefüggést). 
Mind a kiválasztást, mind a -/-függést az E detektor felületének nagysága határozza meg. 
Egy nagyobb felület a lokális áthatoló záporok jobb szelekcióját biztosítja, de erősebben csökkenti 
a nagyobb energiájú magaktív részecskék észlelésének valószínűségét. 
Ezzel kapcsolatban végzett korábbi mérések megmutatták azonban, hogy E felületének és 
a zápordetektortól való távolságának megválasztása nem nagyon kritikus39. Ezért használtunk 
— szokás szerint — az N detektortól 1,5 m-re annak felületével azonos nagyságrendű E de-
tektort. 
7.2.4. Az (N 2 , - E ) é s a z (N 3 , - E ) típusú antikoincidenciákat az 5. 1. pontban leírt zavaró 
effektusok is okozhatják, melyekre adatainkat korrigálnunk kell. 
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 A 33. sz. lábjegyzetben említett E2 felülettel mért (N2> E2) eseményekre /.a = (518±48) 
g/cm2 , a detektortól 5 ill. 10 m-re elhelyezett E felülettel mért (N2 , E) eseményekre pedig AAm = 
= (658 ±136) g/cm2, ill. Á^0m = (645 ±157) g/cm2 adódott. 
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a) A knock-on záporokra vonatkozó korrekciót az alábbi gyakoriságok segítségével lehet 
kiszámítani: 
1. a p,-mezonok különböző abszorbensvastagságok esetén mért intenzitása, azaz az ( N i ) 
koincidenciák gyakorisága. (Ennek a F abszorbensvastagságtól való függését a 24. ábrán 
szemléltetjük.) 
2. az egyes számlálócsősorozatokban 2 vagy 3 számlálócső egyszeres ill. kétszeres knock-on 
folyamatok által létrehozott megszólalásának, azaz az (A s
 2, В s i, С ^ i ,D s i) stb. illetve 
az ( A s з, B s i, С s i, D a 0 stb. koincidenciáknak gyakorisága. 
A megfelelő gyakoriságokat a 2) = 113, és 900 g/cm2 abszorbensvastagságok esetén а IV. Táb-
lázatban adjuk meg. 
IV. TÁBLÁZAT 
Koinc. típusa 
Gyakoriság (c/h) Knock-on folyamat valószínűsége ( A B C D)/(N,) 
Г = 1 1 3 g/cm2 í = 9 0 0 g/cm 2 1 = 1 1 3 g/cm 2 X= 9 0 0 g/cm 2 
( N „ ) 
A s 2 B s 1 C s l D s l 
B g 2 C s i 
A ^ i B g l C S 2 
Á s l B s l C ^ j 
10 9 2 7 ± 9 
3 2 4 , 0 + 2 , 2 
2 7 5 , 5 + 2 , 5 
2 7 0 , 0 + 1 , 8 
2 4 5 , 0 + 1 , 5 
7 2 1 4 ± 1 0 
2 1 0 , 0 + 5 , 9 
1 8 7 , 5 + 6 , 1 
1 9 0 , 0 + 5 , 0 
1 6 5 , 0 + 5 , 0 
0 , 0 2 9 6 
0 , 0 2 5 2 
0 , 0 2 4 7 
0 , 0 2 2 4 
0 , 0 2 9 1 
0 , 0 2 6 0 
0 , 0 2 6 3 
0 , 0 2 3 1 
Á S 3 B s l C B 1 D s l 
B s 3 C ^ j 
A s l B ^ C % 3 D ^ j 
B e l C £ 1 D s 3 
3 9 , 0 + 0 , 7 
3 0 , 8 + 0 , 4 
2 6 , 0 + 0 , 3 
2 1 , 2 + 0 , 3 
2 3 , 7 + 2 , 0 
2 0 , 7 + 1 , 9 
1 4 , 7 + 1 , 6 
1 4 , 7 + 1 , 6 
0 , 0 0 3 6 
0 , 0 0 2 8 
0 , 0 0 2 4 
0 , 0 0 1 9 
0 , 0 0 3 2 
0 , 0 0 2 9 
0 , 0 0 2 0 
0 , 0 0 2 0 
A táblázat utolsó két oszlopában az egyes csősorokra vonatkozó egyszeres illetve kétszeres 
knock-on valószínűségeket is megadjuk. Az adatok szemléletesen mutatják, hogy a valószínűségek 
gyakorlatilag függetlenek a detektor felett levő S abszorbens vastagságától. 
Az adatok alapján könnyen belátható, hogy a knock-on folyamatokból származó korrekció 
(a véletlen 4-es koincidenciák gyakorisága) elhanyagolható (3 -:-4- 10- 3 c/h). 
b) Az asszociált /(-mezonoktól származó véletlen ( N 2 , — E) antikoincidenciák maximális 
gyakoriságát a megfelelő abszorbensvastagság esetén a 2 Nf(27)r összefüggés alapján számol-
hatjuk ki, ahol t a berendezés felbontóképessége. Az így adódott értékek rendre 27 = 450, 750 és 
900 g/cm 2 esetén 0,240; 0,200 és 0,144 c/h. (A véletlen (N.,, — E) antikoincidenciák száma elhanya-
golhatónak bizonyult.) 
c ) Miután a /(-mezonok hatáskeresztmetszetét olyan záporok keltésére, amelyek berende-
zésükkel észlelhetők, nem ismerjük kielégítően, erre az utóbbi effektusra nem végeztünk korrek-
ciót . 4 0 
4 0
 Az effektus lehetséges felső határának becslését a következő módon végezhetjük el. Isme-
retes, hogy a //-mezonok áthatoló záporkeltési hatáskeresztmetszete 1 0 - 3 0 cm 2 nagyságrendű [42]. 
Ennek ólom esetén 3,45-108 g/cm2 közepes ütközési szabad úthossz felel meg. A készülék 
megszólalási valószínűsége kb. 0,4 (v. ö. 4. Függelék). A 27-ban egy zápor létrehozásának valószínű-
sége: 1 — е - г /А£ Értéke 27 = 900g/cm2 maximális abszorbensvastagságnál 0 ,26 -10~ 5 . 27 = 450 g/cm2 
esetén a /(-mezon gyakoriság 0,93-104 c/h. A /(-mezonok okozta regisztrálások számának lehet-
séges felső határa tehát: 9 , 6 - 1 0 - 3 c/h. Ez arra utal, hogy a pontos korrekció Aa értékében nem 
okozna szignifikáns változást. 
3 Fizikai Folyóirat XI/5 
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Az (jV2, — E) és (7V3, — E) eseményekre vonatkozó, 
az asszociált [u-mezonok véletlen koincidenciáira korrigált 
abszorpcióhossz értékek az V. Táblázatban találhatók. 
Látható , hogy az V. Táblázatban feltüntetett Адогг  
értékek jó egyezésben vannak. Minthogy független mé-
rési eredmények,4 1 képezhetjük súlyozott átlagértékü-
ket, amelyre 
; P b = (414+17) g/cm2 
adódott . 
Ez az érték annak ellenére, hogy kissé befolyásolja: 
a ) a lokális ÁZ-oknak a kiterjedt ÁZ-októl való nem tökéletes elválasztása, 
b) a nagyobb energiájú részecskék detektálásának előnyben részesítése, és 
c ) a [r-mezonok által keltett ÁZ-ok hatásának elhanyagolása, 
a valódi abszorpcióhossz jó közelítésének tekinthető. 
24. ábra. A «-mezonok abszorpciója ólomban. A mérési pontok alapján a «-mezonok abszorpció-
hossza: A£ = (1975±5) g/cm2 . (A feltüntetett (N i ) gyakoriság a scaler beosztás miatt a valódinak 
16-od része). 
Az ( N 2 , E ) , ill. ( N 3 , E ) eseményekre vonatkozó súlyozott át lagérték: 
Р Г = (630 + 77) g/cm2 . 
4 1
 Vő. 375. old. 
V. TÁBLÁZAT 
Koinc , típusa 
Д
кОГГ
 (g/cm2) 
(N2, —E) 4 2 9 ± 2 2 
( N 3 , — E ) 3 9 4 + 2 5 
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7. 2. 5. A berendezést megszólaltató magaktív részecskék közepes energiáját 
a 4. Függelékben ismertetett módszerekkel becsültük meg. 
A számítások alapján azt mondhat juk, hogy az (JV2, —E) és (N3, —E) anti-
koincidenciákat olyan magaktív részecskék keltik, melyek átlagos energiája 30 és 
60 GeV között van, s a kapott л£ь abszorpcióhossz erre az energiatartományra 
vonatkozik. 
Más szerzők által [30, 31, 77, 84, 9 7 - 9 9 ] a 10—100 GeV energiatartományban 
végzett hasonló kísérletek eredményeit а VI. Táblázatban állítottuk össze. 
A táblázatból világosan látható, hogy a mért értékek a különböző technikák 
ellenére sem különböznek szignifikánsan egymástól. A jelen mérés előtt publikált 
adatok súlyozott átlaga (АдЬ) = (420 ± 19) g/cm2 , j ó egyezésben van az általunk 
kapot t értékkel. 
A kiterjedt légizáporokkal asszociált nagyenergiájú magaktív részecskék ab-
szorpcióhosszát Zacepin és munkatársai [31] л'дЬ = (570 ± 120) g/cm 2 -nek találták. 
Ez az érték nincs ellentmondásban az (N2, E) és (Ar3, E) koincidenciákból kapott 
Х'Г értékkel. 
VI. TÁBLÁZAT 
Szerzők Alka lmazo t t technika 
А д
Ь
 (g/cm2) 
Fahy és Schein [97] ionizációs kamra 434 
Stinchcomb [98] ionizációs kamra 350+40 
Zacepin és mtsai [31] ionizációs kamra 340+60 
Bridge és Rossi [84] ionizációs kamra és GM számlálók 330 + 90 
Bridge és Rediker [30] G M számlálók 440 + 50 
Rosser és Swift [99] emulzió, megkölcsönhatások 380+65 
Azimov és mtsai [77] G M számlálók 482 + 31 
Jelen kísérlet G M számlálók 414+17 
7. 3. A thatoló záporokat keltő neutronok szénben való 
közepes ütközési szabad úthosszára vonatkozó mérési eredmények 
7. 3.1. A Ac mérését a 6. 3. pontban ismertetett berendezéssel végeztük. A Acb 
meghatározására korábban végzett méréshez [9, 11] hasonlóan, ebben az esetben 
is az ( N 2 , — F ) antikoincidenciák gyakoriságát regisztráltuk a 2 abszorbensvas-
tagság függvényében. 
Az ólomabszorbenssel végzett mérés esetén az ( N 2 , — F ) antikoincidenciák 
gyakorisága jól illeszkedett egy exponenciális görbéhez (25a. ábra). Kézenfekvőnek 
látszott ezért a szén esetén is a tiszta exponenciális abszorpció paramétereinek meg-
határozására a Jánossy és Rupp [100] által kidolgozott módszert követni. 
Jánossy és Rupp kimutatták ugyanis, hogy tisztán exponenciális abszorpció 
esetén, adott mérési időn belül az abszorpciós együtthatót (u.) legpontosabban két 
mérés segítségével határozhatjuk meg. Az abszorbens vastagságát ekkor 2L = 0 , 
2-, = 2 , 5 6 u _ 1 - n e k , a megfelelő mérési időket pedig 
ш ' 
arányban kell megválasztani, ahol rx és r2 a megfelelő gyakoriságok. 
3 
BOZÓKI OY. 
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1,1 H 1 ' 1 I 1 1 —: 
0 to 20 30 OO 50 60 g/cm2 
b) 
25. ábra. Az ( N 2 , — F) antikoincidenciák a L ólom ill. szén abszorbensvastagság 
(a ill. b ábra) függvényében. 
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A X2 abszorbensvastagságra geometriai ütközési szabad úthossz (A^ = 60g/cm2) 
feltételezése esetén 160 g/cm2 értéket kellett volna választani. Ilyen vastag csonka 
gúla alakú széntömbnek a berendezés fölé való helyezése azonban technikailag 
lehetetlen volt. így X2-re e z e n értéknek egyharmadát, 54 g /cm 2 - t választottunk. 
A totális mérési idő — Ac azonos pontossága mellett — ennek megfelelően 30%-kai 
megnövekedett. 
Szénabszorbensként grafitpor állt rendelkezésünkre, amit alumínium dobozokba 
töltöt tünk. Hogy az alumínium zavaró hatását kiküszöböljük, az üres dobozokkal 
meghatároztuk a = 0 g/cm2 pon tban az ( n 2 , — f ) antikoincidenciák gyakoriságát. 
A 2 j = 0 és 2 2 = 5 4 g / c m 2 abszorbensvastagságoknál történő mérések idejének 
körülbelüli megválasztása a (34) összefüggés alapján történt. A megfelelő pontokban 
mért gyakoriság értékeket a 25 b. ábrán és a VII. Táblázatban tüntettük fel. 
VII. TÁBLÁZAT 
I szénabszorbens 
(g/cm2 ) 
Mérési ídö 
(h) 
- F ) 
összbeütésszám 
gyakoriság 
(c/h) 
0 
2 7 
5 4 
1071 
2 5 3 
1 8 1 7 
4 4 5 
6 4 
3 5 7 
0 , 4 1 4 + 0 , 0 2 0 
0 ,253 + 0 , 0 3 2 
0 , 1 9 7 + 0 , 0 1 0 
7. 3. 2. A mért adatokat a p-mezonok okozta háttér-effektusokra nem volt 
szükséges korrigálni, mert — mint már említettük — az egész antikoincidencia 
rendszer teljes megszólalási valószínűsége 99,98% volt . Ezt egyébként az is bizonyítja, 
hogy а г generáló abszorbens nélkül kapott (n2, — f ) gyakoriság görbének (25 a 
ábra) a meredeksége (Acá"ír = (188 ± 3 4 ) g/cm2) nem tért el szignifikánsan а Г gene-
ráló abszorbens jelenléte esetén kapot t görbe meredekségétől (Acb = (208 ± 12) g/cm2). 
Amellett a mérés azt is bizonyította, hogy a hátteret olyan neutronok okozzák, 
melyek az A csövek alatti ólomrétegben hoznak létre ÁZ-okat. Az abszorpciós 
görbe alakját azonban ezek nem változtatják meg, s ezért járulékukra nem 
szükséges korrekciót végezni. Ugyancsak ólomra vonatkozó vizsgálatok során ki 
lehetett mutatni, hogy az oldalzáporok hatása is jelentéktelen. Éppen ezért a szén-
nel történt mérésnél mind a háttér, mind az oldaleffektus mérésétől eltekintettünk. 
A kiterjedt ÁZ-ok ([/V2 , — £ ) £ • ] események) gyakorisága — az ólomabszorbens 
esetén nyert adatoknak megfelelően — az [/V2, — f ] eseményeknek csak jelenték-
telen hányadát képezték ( < 2 % ) . Ezért korrekcióba vételüktől szintén eltekintet-
tünk. 
Az elmondottak alapján az ÁZ-okat keltő neutronok szénre vonatkozó közepes 
ütközési szabad úthossza közvetlenül a mért ada tokból számolható. A maximális 
valószerűség [85] módszerével erre az értékre (tekintetbe véve, hogy a neutron-
nyaláb nem párhuzamos): 
Ac
 = (74 ±7 ) g/cm2 
adódot t . Az így nyert adat (E) = 30GeV közepes energiájú neutronokra vonatkozik. 
Az energiabecslés a 4. Függelékben ismertetett módszerek alapján történt. 
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Az összehasonlítás kedvéért a VIII. Táblázatban feltüntetjük a korábban 
(10—100) GeV energiatartományban töltött (/) és töltetlen (и) magaktív részecskék 
segítségével végzett kísérletek eredményeit. 
VIII. TÁBLÁZAT 
Pr imér «C 
Szerzők Használt technika részecske / . ^ ( g / c m 2 ) 
t ípusa 
Alekszejeva és Grigorov [101] G M csövek i, n 6 3 + 1 1 
Azimov és mtsai [77] G M csövek i , n 7 0 + 7 
Askovitz és Sitte [102] G M csövek + ködkamra42 i, n 7 5 + 1 0 
Walker és mtsai [76] G M csövek-1-ködkamra i, n 7 6 + 8 
Pomeroy [103] G M csövek i, n 8 0 + 7 
Boehmer és Bridge [104] G M csövek n 8 5 + 1 2 
Walker és mtsai [59] G M csövek i 8 2 + 8 
n 8 0 + 7 
Brown [105] G M csövek i 8 9 + 1 2 
n 6 5 + 5 
Coccani [38] G M csövek i 100+ 5 
Jelen mérés G M csövek n 7 4 + 7 
Képezzük a fenti adatok súlyozott átlagát. Eredményül (Яс) = (79 ± 2) g/cm2 
értéket kapunk, mely szignifikánsan nagyobb a geometriai értéknél (Ag = 6 0 g/cm2). 
Az általunk végzett mérés során (amelynél a kísérleti körülmények gondosan 
úgy voltak megválasztva, hogy a háttérre nem kellett korrekciót végezni) kapot t 
eredmény szintén a geometriainál nagyobb ütközési szabad úthosszra utal. Ebbó'l 
arra következtethetünk, hogy a szénre vonatkozó közepes ütközési szabad úthossz 
tényleges értékének az eddigi mérések súlyozott átlagértéke közelében kell lennie. 
Ólomabszorbens esetén ugyanezzel a detektorral hasonló körülmények között 
végzett mérés szignifikánsan nagyobb közepes ütközési szabad úthosszát 
(ЯГ = (208 + 12) g/cm 2 ) eredményezett, mint a geometriai szabad úthossz (Agb = 
= 160 g/cm2).4 3 
E tények arra engednek következtetni, hogy mind könnyű, mind nehéz elemek-
nél a valódi közepes ütközési szabad úthossz értéke nagyobb, mint a geometriai; 
azaz mind a könnyű, mind a nehéz magok nagyenergiájú magaktív részecskékkel 
szemben bizonyos mértékig transzparensek. 
Ezt a következtetést megeró'síti a vasra vonatkozó adatok súlyozott átlagértéke 
(<Ac> = (141 ± 6 ) g/cm 2 [11]) amely szintén szignifikánsan nagyobbnak adódik, 
mint a geometriai érték (AgC = 100 g/cm2). 
4 2
 A ködkamrás technikával történő / c meghatározás részletes leírását [11] tartalmazza. 
4 3
 Az ólomra kapott korábbi mérések súlyozott átlagértéke a geometriai értékkel megegye-
zik: 
= ( 162 ± 4) g/cm2 (v.o. [11]). 
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8. Mérési eredmények kiértékelése 
A következőkben az általunk kapot t és az i rodalomban közölt adatok alapján 
a 10—lOOGeV energiatartományban a (16) összefüggés alapján meghatározzuk a 
levegőben és sűrű közegben az egy kölcsönhatás során keletkezett áthatoló záport 
keltő részecskék átlagos számát. 
8.1. 1. Levegő esetén A igen jó közelítéssel meghatározható a levegő átlagos 
atomsúlyához (alev = 14,5) közeleső, szénre vonatkozó közepes ütközési szabad 
úthossz Ac = (74 ± 7 ) g /cm 2 alapján. Az 5. Függelékben közölt számítás szerint 
ugyanis A-c" értéke 11,5%-kal nagyobb Ac kísérletileg meghatározott értékénél, azaz 
A£v = (83 + 8) g/cm2 
A levegőre kapott korrigált abszorpcióhossz értéke 
A'jv = (126 + 2) g/cm2 
Ezekkel az adatokkal 
Jlev _ 0,34 + 0,06 
Ha a levegőre vonatkozó közepes ütközési szabad úthossz átlagértékét 
(AJ?V) = ( 8 8 + 2 ) g/cm2-t 
— melyet a szénre vonatkozó átlagértékből ((Ac) = (79 ± 2) g/cm2) kapunk (vö. 5. 
Függelék) — ill. a korrigált átlagos abszorpcióhosszat 
(A'*v) = (130 + 2) g/cm2-t 
vesszük tekintetbe, akko r az átlagos d l e v-re 
(zl le í) = 0,32 ±0,02 
adódik. 
A n n a k ellenőrzésére, hogy (d l e v) fenti értéke valóban a helyes értéket szolgál-
tatja-e, közvetlen (és egyetlen) kísérleti lehetőségként az mutatkozik, hogy a (27) 
összefüggésbe helyettesítve kiszámítjuk az NjP arányt az atmoszféra mélységének 
függvényében4 4 és összehasonlítjuk az erre az arányra kapot t tapasztalati értékekkel. 
A mondot tak szerint eljárva az A / P arányra olyan görbét kapunk (26. ábra) 
mely jól egyezik a 10—100 GeV energiatartományban (vagyis ahol még nem nagyon 
jelentős a töltött instabil részecskék zavaró effektusa) a végzett mérések [16, 38, 39, 
67,107—110] eredményeivel. 
Az egyezés arra utal , hogy a ( J l e v ) mennyiségnek a szénre vonatkozó közepes 
ütközési szabad úthossz korrigálása út ján történő meghatározásánál nem követtünk 
el lényeges szisztematikus hibát. 
8.1. 2. Tekintsük mos t a levegő átlagos atomsúlyához (5. Függelék) közeli 
atomsúlyú sűrű közegre vonatkozó A értéket. 
4 4
 A (27) összefüggés nem veszi tekintetbe az instabil részecskék szerepét a kaszkád fejlő-
désében. 
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Ennek meghatározásához szükséges lenne pl. a szénre vagy vízre vonatkozó 
abszorpcióhossz értékének ismerete. Ezt azonban eddig technikai nehézségek45 
miatt nem volt lehetőségünk kimérni, így e tekintetben irodalmi adatokra vagyunk 
utalva. 
Szénre vonatkozóan egyetlen elfogadható GM csöves méréseredmény áll 
rendelkezésre; Azimov és munkatársai [77] által kapott Яд = (216±15) g/cm2-es 
abszorpcióhosszérték. 
26. ábra. Az N /P arányra vonatkozó összefüggés grafikus ábrázolása az atmoszféra .x/AjS* egy-
ségekben mért mélységének függvényében ( Jev) = 0,32 ± 0 , 0 2 esetén. A szaggatott vonallal jelölt 
görbék a (. 1iev)-paraméter egyszeres statisztikus hibával történő megváltozásának felelnek meg. 
A kísérletileg kapott értékek a következő szerzők mérési eredményeit ábrázolják (zárójelben az al-
kalmazott technikát tüntetjük fel): 
1. Camerini és mások [16] (emulzió) 
2. Walker és mások [39] (GM cső) 
3. Cervasi és mások [107] (GM csö) 
4. Brown és mások [108] (emulzió) 
5. Greisen és Walker [67] (GM cső + ion. kamra) 
6. Kasnitz és Sitte [109] (GM cső + Wilson kamra) 
7. Cocconi [38] (GM csö) 
8. Chakrabarty [110] (GM cső + ion. kamra). 
A kísérleti pontok abszcisszaértékeit A{Sv = 90g/cm2 esetére (vö. 5. Függelék) adtuk meg. 
4 5
 A mérés azért ütközik nagy nehézségekbe, mert ha átmeneti sűrűségi effektustól mentes 
abszorpcióhossz értékeket akarunk kapni — mint azt 7. 2. A.-ben kimutattuk — 2T=-3Ag g /cm 2 
mennyiségű szenet (vagy vizet) kellene a detektor fölé helyezni. Ilyen vastagságú abszorbensrétegnek 
a detektor fölé való helyezésére nem volt lehetőségünk. (Ugyanez vonatkozik megfelelő méretű 
víztároló építésére is.) 
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IX. TABLAZAT 
Azimov és m á s o k 
vizsgálatai 
; H 2 0 
A 
(g/cm2) 
Detektor t ípusa 
[93] 206 ± 9 ionizációs kamra 
[93] 210+15 GM csövek 
[87] 170+10 GM csövek 
[111] 223+15 GM csövek 
Vízre vona tkozóan már t ö b b 
adat ismert ugyancsak Azimov 
és munkatársai más mérései 
alapján (lásd I X . Táblázat). 
. A fenti Яа2° értékek súlyo-
zot t átlaga <Aa2°> = ( 2 0 0 ± 6 ) 
g / c m - 2 jó egyezést mutat а Яд-re 
kapot t ér tékekkel . 
Tehát szén illetve víz esetén 
a A mennyiségre a következő, gyakorlatilag azonos értékek a d ó d n a k : 
(Ac) =0 ,63 ± 0 , 0 4 
illetve, azzal a feltételezéssel, hogy Я с 2 ° ^ Я с 4 7 
(AH2°) = 0,61 ±0,02 
A szénre és a vízre vonatkozó méréseket összegezve, a könnyű magokra 
(Ac- H 2 ° ) = 0,61 ± 0 , 0 2 
- t kapunk. 
Ha ezt az értéket összehasonlítjuk a levegőre vonatkozó <JI,:V) mennyiséggel, 
szignifikáns eltérést tapasztalunk, ugyanis 
Képezve a 
ß = < jc ,H î 0 >_( j i ev> = 0,29 ±0 ,03 
ß = 0 , 4 8 ± 0 , 0 5 
(ac- H2°) 
arányt , l á tha t juk , hogy a szénben vagy vízben áthatoló záporoka t létrehozó mag-
aktív részecskéknek 50%-a a levegőben nem vesz részt a magakt ív részecskék kasz-
kádjában. 
Ha va lóban nem gyakorol hatást a tek in te t t kísérletek eredményeire egy, 
egyelőre fel n e m derített, a sűrűségi átmeneti effektussal ana lóg effektus4 8 , a k k o r 
a ß-re kapott fen t i érték a levegőben bomlást szenvedő ÁZ-oka t keltő részecskék 
átlagos számának tekinthető. 
Arra nézve, hogy ezek a részecskék konkré tan milyen t ípusúak, (л-illetve 
A-mezonok vagy hyperonok-e) a probléma mai ál lapotában korai bármilyen biz-
tosnak tűnő kijelentést tennünk. A kérdéssel foglalkozó korábbi munkákkal egybe-
hangzóan [12, 75, 93, 112] mi is csak további kísérleti és elméleti kutatások fontos-
ságát hangsúlyozzuk ki. 
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 Azimov és munkatársai a vastag abszorbensréteg elhelyezésével járó technikai nehézsé-
geket úgy hidalták át, hogy N detektoraikat acéltartályban olyan mélyre (2ч-10]т) engedték egy 
tó vízébe, hogy az átmeneti effektus már nem befolyásolta az abszorpcióhosszra kapott eredmé-
nyeiket. 
4 7
 értéke ugyanis az általunk tekintett energiatartományban nem ismeretes. 
4 8
 Egy ilyen effektust nem lehet teljesen kizárni, mert sűrű közegben az összes keletkező sze-
kunder részecskék, köztük a passzív részecskék is (pl. а л±-mezonokból származó /t-mezonok, 
vagy а л "-mezonokból származó elektron-foton záporok) bizonyos szempontból megváltoztat-
hatják a detektor működésbe lépését. 
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8. 1. 3. Ólomra vona tkozóan a kölcsönhatásonként keletkezett magaktív részecs-
kék át lagos száma a berendezésünkkel meghatározot t AAb és Acb ér tékek alapján 
(tehát geometriai eredetű szisztematikus hibalehetó'ség nélkül ) 
<dPb) = 0,50 ±0,04-nek, 
azaz valamivel kisebbnek adódik a szén esetén kapott értéknél, bár a különbség 
korántsem szignifikáns. 
I roda lmi adatok a l a p j á n lehetőségünk nyílik arra, hogy a szénre és ólomra 
vonatkozó A mennyiségeken kívül még egy közepes tömegszámú elemre, a vasra 
is megad juk а Л értékét a 10—lOOGeV energia tar tományban. 
Ehhez Azimov és m á s o k [77], ill. Bridge és Rossi [84] á l ta l k a p o t t / Г = (344 + 25) 
g/cm2 illetve Aa = (320 ± 70) g/cm2 abszorpcióhosszak súlyozott középértékét 
< A a > = ( 3 4 2 ± 2 3 ) g / cm 2 - t valamint a [ l l ] - b e n kiszámolt <ác x = (141 ± 6 ) g/cm2 
közepes ütközési úthossz értéket használ juk fel. 
Az a d o t t középértékek alapján tehá t 
(dFe> = 0 ,59 ±0 ,05 
8. 1. 4. Ha a növekvő tömegszám szerint összeállítjuk a kapott d-ér tékeket 
(дс ,н
г 0 ) _ 0,61 ±0 ,02 
<dFe> = 0,59 ±0 ,05 
( j P b ) = 0 ,50 ±0 ,04 
azt tapasztal juk, hogy a további Á Z - o k a t keltő részecskék átlagos s z á m a (sűrű 
közegben) az adott energ ia ta r tományban könnyű és nehéz magok esetén közel 
egyenlő. 
M i n d h á r o m esetben továbbá azt t a lá l juk , hogy 
^ = 2 ,0 + 2,5 
Az Á Z - o k a t keltő részecskék abszorpciója tehát könnyű és nehéz e lemekben átlag-
ban egyarán t kb. 2 + 2,5 magkölcsönhatás után következik be. 
Ez u tóbb i eredmény szemben áll n é h á n y szerző [71, 77] azon megállapításával, 
hogy a A A / A c arány a s z ó b a n forgó anyagokra 3 + 3 ,5 4 9 . 
8.1. 5. Tekintettel a r r a az emulzióval végzett mérésekkel is bizonyítot t tényre, 
hogy a magaktív részecskék a tommagokka l való ü tközése során a m a g o n belül 
nuk leonokka l vagy n u k l e o n csoportokkal ha tnak kölcsön (v.ö. 6. Függelék),várható, 
hogy nehéz magokból (a belsejükben lezajló kaszkádfolyamat révén) átlagosan 
nagyobb számú szekunder magaktív részecske fog keletkezni, mint könnyűekből . 5 0 
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 A fenti megállapítás azon felfogásnak volt következménye, hogy az inelasztikus ütközési 
hatáskeresztmetszet (s így a közepes ütközési szabad úthossz is) nagy energiáknál geometriai érté-
ket vesz fel. Ez a felfogás korábbi, főleg ólomra vonatkozó ütközési szabad úthossz méréseredmé-
nyek nyomán vert gyökeret (v.ö. [11]). 
50
 [77] szerint rr-mezonok, vagy más olyan instabil részecskék is részt vehetnek a magon 
belüli kaszkádfolyamatban, amelyeknek a magon belüli ütközési szabad úthossza összevethető 
vagy kisebb a közepes bomlási úthossznál. Ez az effektus, ha létezik, nehezebb magokban a köny-
nyű magokhoz képest megnövelheti a magaktív részecskék átlagos számát. 
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A d-mennyiségekre vona tkozó előbbi összeállítás szerint viszont mind a k ö n n y ű , 
m i n d a nehéz magokból közelí tőleg egyenlő számban keletkeznek ÁZ-okat ke l tő 
részecskék, sőt bizonyos indikáció látszik a r r a nézve, hogy át lagosan kevesebb 
i lyen részecske keletkezik nehéz magokból, min t a könnyűekből . 
Ez az ef fektus azonban é p p e n a magon belüli kaszkádfolyamat segítségével 
értelmezhető. 
Nehéz és könnyű magokbó l kilépő magak t ív részecskék energiaspektruma 
ugyanis e részecskéknek a maganyagon való á thaladása során szekunder kölcsön-
hatások, szóródás miatt — egyébként azonos primérenergiánál — lényegesen kü lön-
b ö z ő : nehéz anyagokból nagyobb számú, de kisebb energiájú magaktív részecske 
emittálódik, m i n t könnyűekből . 5 1 (Az energiaspektrum m a x i m u m a nehéz m a g o k 
esetén kisebb energiaértékeknél nagyobb lesz, min t könnyűeknél.) A magok a t o m -
súlyának növekedésével így egyre több szekunder részecske energiá ja lesz kisebb 
a detektor küszöbenergiájánál . 
Ezen a magyarázaton kívül természetesen nincs kizárva az, hogy további vizs-
gála tok eredményeként ne lehessen más mechanizmust is találni, amely értelmezni 
t u d j a a fenti effektust . 
9. Magkölcsönhatások inelaszticitásának meghatározása 
9. 1. Nukleon-könnyű atommag ütközések inelaszticitása 
A 4. 3. p o n t b a n kimutat tuk, hogy a levegőre vonatkozó d l e v mennyiség m ó d o t 
a d arra, hogy a á £ n inelaszticitásnak, azaz az ú j o n n a n keltett részecskéknek á t ado t t 
energ iahányadnak átlagos értékét az általunk tekintet t energiatar tományban meg-
határozzuk. 
A levegőben ilyen energiáknál történő abszorpciómérésnél, min t ezt előbb m á r 
említettük, az instabi l részecskék hatása nem n a g y o n jelentős s az áthatoló zápor -
de t ek to r t főleg egyesével érkező nukleonok szólal tat ják meg. 
Tételezzük fel, hogy a d l e v-mennyiség nukleon-levegőatomok ütközése során 
a primér nukleon által elvitt á t l agos a energiahányaddal a (23) és (25) egyenletek 
a lap ján van közvetlen kapcsola tban, tehát a m é r t d l e v értékből az a elaszticitás 
illetve a K j totá l is inelaszticitás meghatározható . 5 2 
5 1
 A szekunder részecskék közepes energiájának csökkenésére közvetlen bizonyítékot nem-
régiben 9 BeV-es nukleonok és emulziómagok kölcsönhatásának vizsgálata során a budapesti cso-
port [113] talált. 
5 2
 Azt a feltevésünket, hogy a primér energia nagy részét — méréseink szerint a felét — egy 
ívagy két) részecske, éspedig maga a primér viszi el, a következő becslés is alátámasztja. Tételez-
zük fel, hogy a primér energia N darab magaktív részecske között egyenlő mértékben oszlik meg, 
azaz E 0 = N E ; akkor 
N 
így y — 1,5 esetén N = d 1 / - ) , + 1 =s9 érték adódik a multiplicitásra. Igen nagy energiáknál megfigyelt, 
multiplicitások azonban nagyságrenddel nagyobbak, mint N = 9, equipartició pedig valószínűtlen. 
Ugyanakkor zliev értéke állandó marad (v.ö. 380. old. lábj.). Kénytelenek vagyunk tehát fentebb 
tett feltevésünket elfogadni. Megjegyezzük, hogy nukleon természetesen gerjesztett állapotban 
(nukleon-pion izobárként, hyperon- vagy más baryonként) is emittálódhat. 
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Ha tekintetbe vesszük az energiaveszteség fluktuációját, a nukleon-levegőmag 
kölcsönhatás átlagos elaszticitásának, ill. inelaszticitásának valódi értéke a (26) 
összefüggés szerint a következő határok közé esik: 
0,32 + 0,02 = (d l e v)<a^<z|iev)i/y
 = 0,47 + 0,02 
ill. 
0,53 ± 0,02 K l N < 0,68 ± 0,02 
ahol y = 1,5. 
A (24) feltételezés, mint arra felhívtuk a figyelmet, erősen túlbecsüli az energia-
fluktuáció mértékét s így a értéke а felső, K i " értéke pedig az alsó határhoz esik 
közelebb. 
Ezzel összhangban vannak a következő tények: Nemrégiben Fretter és Hansen 
[114] mágneses térbe helyezett ködkamrával méréseket végeztek kozmikus sugárzási 
nukleonok és szénmagok kölcsönhatására vonatkozóan. Abban az energiatarto-
mányban, amelyre a mi vizsgálataink is vonatkoznak, közvetlen mérés útján 
KnLN = 0 ,45+0,18 
értéket kaptak, jó egyezésben az ál talunk kapott eredménnyel. 
Birger és munkatársai [115] 5—50 GeV energiatartományban Be-target esetén, 
ill. L. Montanet és munkatársai [116] 100 GeV körüli primérenergiáknál Al target 
esetén ugyancsak mágneses térbe helyezett ködkamrával 
Kf ^0,4 
-et ál lapítottak meg. 
Az általunk kapott inelaszticitás érték alsó határával áll összhangban Sub-
ramanian és Verma [68] vizsgálatainak egyik eredménye. 
E szerzők a tengerszinten mért p-mezon energiaspektrum alapján számolt 
я-mezon energiaspektrumot a primér nukleonok energiaspektrumával hasonlították 
össze. Számításaik eredményeképpen az adódik, hogy A^- i i ak 0,3 és 0,5 határok 
közé kell esnie. (Azok a mérési adatok, amelyeket az N/P arányra kaptak a külön-
böző ku ta tók a tekintett energiatartományban, közvetve szintén megerősítik ered-
ményünket.) 
9. 2. Nukleon-nukleon ütközések inelaszticitása 
A szukcesszív ütközések modellje alapján (6. Függelék) a nukleon-mag ütkö-
zések esetén meghatározott átlagos elaszticitás (a) értékéből а nukleon-nukleon 
ütközések átlagos é, elaszticitását, ill. К™ inelaszticitását is meghatározhatjuk. 
E modell szerint ugyanis 
Í = a (34) 
ahol V = NaAc egy nagyenergiájú nukleon által egy A atomsúlyú magban elszenve-
dett ütközések átlagos számát jelenti. N a Lochsmidt-szám, a a magon belüli átlagos 
effektív nukleon-nukleon ütközési hatáskeresztmetszet, Ac pedig az A atomsúlyú 
elemre vonatkozó közepes ütközési szabad úthossz. 
A V értékére levegő esetén 1.4 + 0,1 adódik (vö. 6. Függelék). így 
£ = a1/» = 0,58 + 0,02 és K™ = 1 - Ç = 0,42 + 0,02 
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А К1" érték a laboratóriumi rendszerre vonatkozik. Ezt a mennyiséget az ütköző' 
nukleonok tömegközépponti rendszerébe transzformálhatjuk az alábbi összefüggés 
segítségével (1. Függelék). 
K T = Л ^ Г (35) L
 ус+ I е k 
Esetünkben 
yc = 4 s így 
K"c" = 0 ,52± 0,0353 
A kapott értéket összehasonlítjuk a 6, ill. 9 GeV energiájú nukleonok és a mag-
emulzió szabad vagy kvázi-szabad nukleonjai között létrejövő' ütközések analízise 
révén nyert átlagértékekkel [117—120]. 
Ezeket az adatokat a X. Táblázatban közöljük. A Táblázatban feltüntettük 
még Dobrotin és munkatársai [121] nemrégiben 100 GeV körüli energiájú nukleonok 
és LiH (lithiumhidrid) közötti ütközések (feltehetően többségükben nukleon-nukleon 
ütközések) vizsgálata alapján kapott átlagértéket is. 
A X. Táblázat szemléletesen mutatja, hogy a totális inelaszticitás átlagértéke a 
6—30 GeV energiatartományban, sőt még azon túl sem változik lényegesen. 
X. TÁBLÁZAT 
Szerző 
Primér részecskék 
energiája GeV-ben 
Totál is inelaszticitás 
át lagértéke Részecske forrás 
Külbach és mások [117] 
Dániel és mások [118] 
Bogacsev és mások [119] 
Van Su Fen és mások [120] 
Dobrotin és mások [121] 
Jelen kísérlet 
6,2 
6,2 
9 
9 
100 
(AT™ = 0,37) 
30 
0,49 + 0,05 
0,43 + 0,06 
0,52 + 0,03 
0,55 + 0.03 
0,42 
0,52 + 0,03 
Gyorsitó 
Gyorsító 
Gyorsító 
Gyorsitó 
Kozmikus 
sugárzás 
Kozmikus 
sugárzás 
Célszerűnek tartjuk még megvizsgálni, hogy a Kf és K™ mennyiségek а Ас 
értékének esetleges kisméretű megváltozásával szemben hogyan viselkednek. 
Ezért a fenti mennyiségeket a Aqv függvényében ábrázoltuk (lásd 27—28. 
ábrákat). A görbék lefutása azt mutatja, hogy ezek Ас" néhány százalékos meg-
változtatására nem nagyon érzékenyek. így a jelen munkában meghatározott átlagos 
inelaszticitásértékek a valódi értékek jó közelítésének tekinthetők. 
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 A mezonkeltésre vonatkozó elméletekben а К'/." inelaszticitásnak alapvető fontossága 
van. Ugyanis ezen elméletek szerint számolt K™ értékek közvetlen kapcsolatban vannak a nuk-
leon centruma körüli térenergia eloszlással [26] s így K/" kísérletileg meghatározott értéke nemcsak 
a multiplett mezonkeltés mechanizmusára, hanem a nukleon struktúrájára vonatkozó feltevések 
próbájaként is szolgálhat. 
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27—28. ábra. A nukleon-mag ill. nukleon-nukleon ütközésekre vonatkozó 
inelaszticitások ( K j f ill. К™) a i f " függvényében k ' f = 130 g/cm2 esetén. 
y = 1,5, 5 = 26 mb. A vonalkázott terület azt a hatást mutatja, amelyet Я^"-пак 
±10g/cm 2 -e l való változása okoz. 
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10. Összefoglalás. Köszönetnyilvánítások 
Az eddig kb. 5 éven át tartó vizsgálataink eredményeit az alábbi pontokban foglalhatjuk össze : 
A) Elméleti megfontolásokat végeztünk arra vonatkozóan, hogy az ÁZ-okat keltő kozmi-
kus sugárzási részecskék abszorpcióhosszának (Х
л
) levegőben és sűrű közegben történő kimérése 
révén a nagyenergiájú magkölcsönhatások tulajdonságaira milyen felvilágosításokat nyerhetünk. 
E megfontolások eredményeképpen az adódott, hogy а А
л
 és xc különböző közegekben történő 
mérése 
1. lehetővé teszi az ÁZ-okat keltő részecskék kaszkádjában egy kölcsönhatás során kelet-
kezett, további ÁZ-okat keltő részecskék átlagos számának (zí) meghatározását, 
2. felvilágosítást nyújt az ÁZ-okat keltő részecskék között az instabil részecskék hánya-
dára vonatkozóan, 
3. eredményes módszert szolgáltat a nukleon-mag illetve nukleon-nukleon ütközések 
átlagos inelaszticitásának meghatározására. 
B) A levegőre és sűrű közegre vonatkozó Х
л
 ill. sűrű közegre vonatkozó Xc mennyiségek 
mérésére két G M számlálócsöves technikával működő ÁZ-detektort építettünk. 
E detektorok segítségével: 
1. kimértük ~ 3 0 G e V közepes energiájú magaktív részecskék abszorpcióhosszát leve-
gőben, melyre 
x 1 ? = ( 1 2 6 ± 2 ) g/cm2 
adódott, 
2. felvettük a lokális és kiterjedt ÁZ-ok abszorpció görbéjét ólomban. A mérés alapján 
arra következtettünk, hogy nagyenergiájú magaktív részecskék abszorpcióhosszát 
nagy abszorbensvastagságoknál létrejött lokális ÁZ-ok abszorpciójának közvetlen 
mérésével lehet meghatározni. A 30 és 60 GeV közötti átlagos energiával rendelkező 
magaktív részecskék abszorpcióhosszának értékére 
A™ = (414±17) g/cm2 
adódott. A kiterjedt záporokkal asszociált magaktiv részecskék abszorpcióhosszára 
pedig 
x'Jb = (630±77) g/cm2 
-t kaptunk. 
3. kimértük ~ 3 0 G e V közepes energiájú neutronok szénre vonatkozó közepes ütközés 
szabad úthosszát, amelyre 
Xcc = ( 7 4 ± 7 ) g/cm2 
adódott. 
C) Meghatároztuk a levegőre vonatkozó J-mennyiséget, amelynek értéke (J ' e v ) = 0,32 ±0 ,02 , 
szignifikánsan kisebbnek adódott a szénre ill. vízre vonatkozó (zlc,H2o) = 0,61 ±0 ,02 értéknél. Ebből 
arra következtettünk, hogy a szénben vagy vízben ÁZ-okat létrehozó részecskéknek 50%-a levegő-
ben a kaszkád kialakulásához nem járul hozzá. 
D) Mind könnyű, mind nehéz elemekre azt kaptuk, hogy az ÁZ-okat keltő részecskék ab-
szorpciója kb. 2 -е2 ,5 magkölcsönhatás után következik be, szemben a korábban tapasztalt 3 körüli 
értékkel. Továbbá ugyancsak mind könnyű, mind nehéz elem esetén „I értékére 0,5—0,6 adódott. 
A kapott eredményt a magon belüli kaszkád folyamat segítségével értelmeztük. 
E) A levegőre vonatkozó J-érték alapján — azzal a feltételezéssel, hogy a primér energia 
nagy részét egy szekunder részecske, feltehetően a primér viszi magával — meghatároztuk a nukleon-
levegő mag ill. a nukleon-nukleon ütközések átlagos inelaszticitását. Erre a laborrendszerben nuk-
leon-levegő mag esetén: 
K"ln = 0,53 ± 0 , 0 2 
nukleon-nukleon ütközés esetén pedig a laborrendszerben: 
K"L" = 0,42 ± 0 , 0 2 
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az ütköző nukleonok tömegközépponti rendszerében pedig y c = 4 esetén 
K™ = 0,52 + 0,03 
adódott. 
A fenti eredmények azt mutatják, hogy a kozmikus sugárzás nagyenergiájú magaktív részecs-
kéinek abszorpciójára vonatkozó vizsgálatok az atommagok belsejében lejátszódó folyamatok 
mechanizmusának megismerése szempontjából is nagy jelentőségűek. 
* 
Köszönetemet fejezem ki Jánossy Lajos akadémikusnak, aki elindította és értékes tanácsaival 
segítette vizsgálatainkat. Köszönettel tartozom Fenyves Ervinnek, a fizikai tudományok doktorának, 
aki a mérések elvégzésében és az eredmények diszkutálásában mint közvetlen munkatársam igen 
nagy segítségemre volt. Ugyancsak köszönettel tartozom Gombosi Éva tudományos munkatárs-
nak az eredmények kiértékelésében nyújtott segítségért. 
Köszönet illeti Sándor Tamás, Koch József és Thaler György tudományos munkatársakat, 
valamint azokat a román és bolgár kollégákat (£ . Friedländer, О. Balea, E. Mitrani, В. Betev, St. 
Kaviakov), akik hozzájárultak a hegyi laboratóriumokban végzett mérések sikeréhez. 
Ugyancsak köszönet illeti Ziegelmann Károly technikust, aki a kísérleti berendezések építé-
sében és üzemeltetésében nyújtott igen értékes segítséget, továbbá Knrtha Gézát s a vezetése alatt 
álló mechanikai műhely dolgozóit, akik a berendezések gondos mechanikai kivitelezésével járultak 
hozzá a mérések sikeres elvégzéséhez. 
11. Függelék 
1. Tömegközépponti 
és labor-rendszerbeli ineiaszticitás összefüggése 
Nukleon-nukleon ütközésben a tömegközéppont i rendszerbeli ineiaszticitás 
definíciójaként az ú jonnan keltett részecskék összenergiájának és az ütköző' nukleonok 
kinetikus energiájának a hányadosát tekint jük: 
2 £, 
K"" = — (FI) 
c
 2 ( y c - l )Mc2 V ' 
ahol yc = [1 — F q / с 2 ] - * a tömegközépponti rendszer Lorentz-faktora, V0 a tömeg-
középpont i rendszer sebessége a laboratóriumi rendszerben, és Et ebben a rendszer-
ben az í'-ik részecske totális energiája. 
A laboratóriumi rendszerben az ineiaszticitás definíciójaként az ú jonan keltett 
N 
szekunder részecskék Et összenergiájának és a primér részecske E0 — Mc2 
i= 1 
kinetikus energiájának hányadosát é r t jük : 
N N 
N E У E-
У , J—l ZJ J-*l v"n
 =
 i = 1
 _ Í Ü ~ i __2L._ i _ y (F3) 
L
 E0 — Mc2 2(yl-\)Mc2~ E0 У ' 
- e 
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ahol E a nukleon totális energiája ütközés után. Ha E q ^ I a m i gyakorlatilag a mi 
esetünkben teljesül, Mc2 elhanyagolása egyáltalán nem jelentős. 
N N _ 
Tekintettel arra, hogy 2 el= У с 2 ei 
i=l i=l 
fSnn У с + 1 Pi» 
с ,, l 
Ус 
nagy energiáknál К"с és Kf-ntk közel azonos értéke lesz (29. ábra). 
(F3) 
kf" 
Kcnn 
0.9 
0,8~\ 
0,7-
06-
0.5 
1 2 ~3 í 5 6 7 8910' 2 3 i 5 6 7 8 9 Ю2 f c 
29. ábra. A Ky"/K".n hányados a tömegközéppont Lorentz-faktoiának függvényében. 
2. Instabil részecskék effektív kölcsönhatási valószínűsége 
A magaktív részecskék levegőben és szilárd közegben történő abszorpciójánál 
szükségünk van annak ismeretére, hogy az instabil részecskék milyen mértékben 
magaktívak. 
A magaktivitás mértékére definiálhatjuk a W effektiv kölcsönhatási valószínű-
séget; W az a mennyiség, mely megadja annak valószínűségét, hogy egy adott 
közegben x 0 mélységben keletkező E energiájú magaktív instabil részecske pályája 
mentén magkölcsönhatást hozzon létre. 
Ahhoz, hogy W-1 kiszámítsuk, bevezetjük az alábbi jelöléseket: 
L = ßr0E/p : a bomlási szabad úthossz, ahol т 0 és p az instabil részecske nyu-
galmi élettartama és nyugalmi tömege; ß és E a sebessége, ill. ösz-
energiája, 
/.c: közepes ütközési szabad úthossz, 
x — x0: az anyagban megtett ú t (g/cm2-ben), 
x' — x'o : az anyagban megtett ú t (cm-ben). 
4 Fizikai Folyóirat XI/5 
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Legyen P1(x) = e-(x~x° )/Xc a n n a k valószínűsége, hogy egy instabil részecske 
x — Xq utat tegyen meg a közegben anélkül, hogy kölcsönhatást okozna. P2(x) — 
= -*'«)/£ annak valószínűsége, hogy az E energiájú instabil részecske x — Xo 
távolságot tegyen meg anélkül, hogy bomlást szenvedne és dP — dx\Xc annak való-
színűsége, hogy az instabil részecske az x és x + dx közötti mélységben egy magköl-
csönhatást hozzon létre. 
Az / 'energiájú, a szóban forgó réteg x 0 mélységben létrehozott instabil részecske 
W effektív kölcsönhatási valószínűségét a fenti jelölések segítségével a 
S pi pi dp 
W(x0,E) = _ *0 
j p l d p 
(F 4) 
viszonnyal definiálhatjuk, ahol E a réteg vastagsága. W értéke erősen függ az x 
és x ' között fennálló összefüggéstől. Sűrű homogén közegben: x —x 0 = (x' — xó)q, 
ahol q a réteg sűrűsége. Ekkor 
y*e-(x-x0)(i + 4)Mc d x 
ahol t ] = 2 c l ß L . 
W(x0,E) = -
.-(X-Xoíllc dx 
(F 5) 
10 20 so 100 200 500 1000 eßev  
30. ábra. л±-mezonokra vonatkozó W(Z, E) függvények Z = l és Z = 3 esetén 
ц értéke a főleg számbajövő 7r±-mezonok esetén is «cl . így sűrű homogén 
közegben 
W(x0,E)^\ 
Bonyolultabbak a viszonyok az atmoszférára vonatkozóan, ahol x és x közötti 
összefüggés nem lineáris, hanem 
x = x 0 e
x
'
!L<>, xó = 0 
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alakú, ahol L0 az a levegőréteg vastagság, amelyen g e-szeresére nő meg. Bevezetve 
az y = xßc, z = x0!Xc és a q(E) = L0/L(E) jelöléseket, egyszerű számítás u tán: 
W(Z,E) = z"e~- Jy~qe~y dy (F 6) 
z 
ahol az integrál felső határát, figyelembe véve, hogy Я » А
С
, végtelennek vettük. 
Az (F6) integrált л ^ m e z o n o k esetén Z = l , ill. Z = 3 esetben grafikus úton 
számoltuk ki, L0 értékét 6,40-105 cm, ill. 6,6-105 cm-nek választva (lásd [27], p. 546). 
Az eredményeket a 30. ábrán mutat juk be. 
Mint látható, az atmoszféra alsó rétegeiből jövő я ± - т е г о п о к esetén ~ 3 0 GeV-
nél, a sztratoszféra szélén keletkezett л ± - т е г о п о к esetén pedig 80 GeV körüli 
energiáknál haladja meg W az 50%-ot. 
3. Az effektív abszorbensvastagság meghatározása 
A kozmikus sugárzás ÁZ-okat keltő részecskéivel végzett abszorpciós mérések-
nél fontos tekintetbe venni azt a tényt, hogy ezeknek a részecskéknek az iránya nem 
teljesen párhuzamos. A nagyenergiájú primér részecskék ugyanis izotrópan esnek 
az atmoszféra tetejére és a szekunderjeik megőrzik a primér irányát. Az exponen-
ciális törvényszerűséggel végbemenő abszorpció miatt az ÁZ-okat keltő részecskék 
ugyan a függőleges irányban erősen kollimáltak lesznek, de irányuk mégsem lesz 
egészen párhuzamos. A függőlegeshez képest 0 szög alatti intenzitás az atmoszféra 
X mélységében exponenciális abszorpció esetén 
I{x, 0 ) = /0e-*M.<cose = jQe-n ж в (F 7) 
alakú, mely kis szögek esetén 
/ (* , 0 ) = I0e y 2 > = 
= I0e-"en ln cos e = V — c o s " © = ló cos" 0 
alakba megy át, ahol mint a kísérletek (pl. [78]) mu-
tatják, n Fal5 4 , tó a függőlegesen bejövő részecskék 
abszorpcióját írja le. 
Azok a részecskék tehát, melyek egy X vastag-
ságú abszorbensréteget a merőlegestől eltérő irányok-
ban szelnek keresztül, több abszorbensen haladnak 
át mint azok, amelyek merőlegesen esnek be. Az egyes 
részecskék által átszelt X* vastagság nyilván 
X* = X/cos 0 . 
Jelöljük 0 o - a l a detektor félnyílásszögét (vö. 
31. ábra), akkor az összes ÁZ-t keltő részecske által 
5 4
 Az n kitevő mérése segítségével is meg lehet határozni /'™-t. azonban ez a módszer meg-
lehetősen pontatlan. 
31. ábra. Az N detektor 
félnyílásszögének értelmezése. 
4» 
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átszelt effektív I e f f vastagságra 
ön 
11 cos6 0 de 
*eff = = zf(0o) (F 9) 
J cos7 0 í /0 
о 
alakú formulát kapunk. (Implicite feltételeztük, hogy a detektor megszólalási való-
színűsége a 0 ^ 0 o in terval lumban szögfüggetlen, ill. 0 o - n á l nagyobb szögekre 
zérus.) 
Az £(0O) függvényt a gyakorlatilag számbajövó' 0° — 45° tartományban a 32. 
ábra szemlélteti. 
XA mérésénél alkalmazott detektor esetén a geometria alapján becsült átlagos 
0 O értéke kb. 44°., ill. A4b mérésénél 0 O % 16°. A megfelelő'korrekciók az ábráról leol-
vashatók. 
4. Áthatoló záport keltő részecskék energiájának becslése 
4. 1. Az ÁZ-okat keltő részecskék közepes energiáját közelítőleg ki lehet számolni észlelt 
és számított intenzitásuk összehasonlításából, pl. [34, 78]. Az intenzitás számítása azon a tényen 
alapszik, hogy a magaktív részecskék az atmoszférában exponenciális törvény szerint abszorbe-
álódnak, s energiaspektrumuk hatványtörvényt követ. 
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Elfogadva az energiaspektrumnak Bridge és Rediker [30] által meghatározott alakját, Csille-
bérc magasságában az adott f 0 energiánál nagyobb energiájú magaktív részecskék intenzitására 
£0) = 2,18. 10~4. eö 1 - 5 c m " 2 s t e r a d - 1 s e c - 1 
adódik (ahol az e0 energia GeV-ben mérendő). 
Mindkét tipusú ÁZ-berendezés esetén feltételeztük, hogy a w(E) regisztrálási valószínűség 
(30) alakú lépcsőfüggvény. Geometriai megfontolások alapján a 12. ill. a 15. ábrán látható detek-
torokra vonatkozó w-értékekre a=0 ,25 ; ill. a —0,4 adódott. 
A készülékek által regisztrált korrigált intenzitások alapján f.,-ra és a részecskék (E) közepes 
energiájára kapott értékeket a XI. táblázatban tüntettük fel. 
A közepes energiát az XI. TÁBLÁZAT 
<£>= J E - Y d E j J E - { y + i ) d E = Á Á - x e о (F 10) 
EO «О 
összefüggés alapján számoltuk. 
4. 2. Az (E)-re a XI. táblázatban feltüntetett ada-
tok gyakorlatilag megegyeznek egy pontosabb számítási 
módszer [28, 122] segítségével kapott értékekkel, mely 
figyelembe veszi a detektorra eső primér részecskék, 
valamint a 2i" generáló rétegben keltett szekunder ré-
szecskék szögeloszlását, a szekunderek abszorpcióját és azt, hogy w(E) valószínűség valódi alakja 
nem a (30) lépcsőfüggvény. 
4. 3. A hodoszkóp felvételek segítségével módunkban van [123] a fentiektől 
eltérő m ó d o n is megállapítani az (E) értékét a második N detektor esetén (15. ábra) 
az (N2, —E) antikoincidenciákra vona tkozóan 5 5 . (Az így kapott érték egyben az a 
közepes energia, amelyre a közepes ütközési szabad úthossz értékek is vonatkoznak. ) 
Az el járás az átlagos záporrészecskeszám meghatározásán alapul. Először meg 
kell ha tá roznunk azon esetek relatív gyakoriságát , amelyek során (A^2, Be2,CS2) 
koincidenciákkal egyidejűleg a detektor legalsó (D) esősorában éppen n = 2, 3, ... 10 
cső sült ki. 
A tapasztalat szerint ezt a spekt rumot exponenciális alakú függvény írja le: 
P = Ke~"" (FII) 
Esetünkben К = 1 ,2 ± 0 , 4 és a = 0,52 ± 0 , 0 9 amely értékeket 3446 hodoszkóp-
felvételből való eloszlás alapján ha tároztuk meg. 
Másrészről tekintetbe kell vennünk a n n a k valószínűségét, hogy egy <5 részecske/ 
sterad sűrűségű zápor esetén a D csősor 10 csöve közül éppen n = 2, 3, .. . 10 cső 
szólaljon meg : 
Pn = PABC(l-í-e^e-do-rtm = K(eQi-iy (F 12) 
ahol PAB( a n n a k a valószínűsége, hogy egy [As2, B^2, C ± 2 ] koincidencia bekövet-
kezzék, és feltesszük, hogy ez <5-tól közelítőleg független. (А В csősor mindegyik 
csöve az S generáló rétegre vonatkozóan Q % 0,035 sterad térszöget fed le.) 
5 5
 A hodoszkópos mérések 2,' = 113 g/cm2 Pb abszorbens esetén (N2 , — E) vezérlőjelekkel 
történtek. 
Koincidenciák £0 
t ípusa G e V GeV 
(A 6 ) 10 30 
(ni, - e ) 10 30 
(n3, - e ) 20 60 
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<5 = JB_Í£ + 12 <13 részecske/sterac! 
" (F13) 
A P„ függvény ó-val csak cse-
kély mértékben változik (en ~ 1) s 
ezért első közelítésben a P„ átlaga 
Pn^K(ea*-\)n (F 12') 
ahol ó a sűrűség közepes értéke. 
(A sűrűség spektrumról csak azt 
tételezzük fel, hogy ne legyen túl 
lapos.) 
На л = 0, látható, hogy (£11) 
és ( £ 1 2 ) egyenletek konstansai 
egyenlők s így 
Mivel a D csősor 0,35 stera-
diant fed le, (£13)-ból következik, 
hogy átlagosan 4,5 részecske esik a 
D csősorra. (Ez egybevág azzal, 
hogy a D csősorban átlagosan 4 cső 
szólalt meg.) Ha ezt összevetjük a 
legújabb emulziós vizsgálatok [124] 
során az átlagos záporrészecske-
szám és primérenergia közötti össze-
függésre kapott eredményekkel, a 
közepes energia értékére ~ 25 GeV 
adódik. Ez összhangban van az 
előbbi módszerekkel az azonos ese-
tekre nyert ( £ ) ~ 30 GeV értékekkel. 
— i — i — i — i — i — i — i — i — 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 
33. ábra. P„ relatív gyakoriságeloszlás. 
5. A levegőre vonatkozó közepes ütközési szabad úthossz értékének 
kiszámítása 
A levegőre vonatkozó közepes ütközési szabad úthossz kiszámításához min-
denekelőtt meg kell határoznunk a levegő átlagos (A'ev) atomsúlyát. 
Ezt a következő összefüggés alapján kapjuk: 
2 "íaí°í 
(F 15) 
"i 
ahol az /-ik összetevő atomsúlya Aj, százalékos előfordulása //,-, és ütközési hatás-
keresztmetszete ffj. 
A <t, ütközési hatáskeresztmetszet gyorsítós energiáknál mért értékeit jó köze-
lítéssel az alábbi empirikus összefüggés szolgáltatja [125]: 
<7, = icRf, ahol Rj=l,l2A'l>+ 2,15A-41-1J4A-1 (F 16) 
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A levegőnek XII. Táblázat szerinti 
összetétele [126] alapján az átlagos a t o m -
súlyra (y4lev) = 14,5 a d ó d i k . 5 6 
Másrészről felhasználva az ismert 
с NGA 
(F 17) 
4 e v = 
l R c 
l ( ^ ) 
Mivel 
Ac 
Acc = (79 ± 2) 
AJfv = (88 ± 2 ) 
XII. TABLAZAT 
összefüggést, (ahol N a Foschmidt-féle szám) 
a levegőre vonatkozó közepes ütközési sza-
bad úthossz a szénre vonatkozóan kísérletileg 
egyszerűen számolható. 
Ugyanis 
Elem а ni 
N 14 0 , 7 5 6 
О 
16 0 , 2 3 2 
Ar 2 0 0 , 0 1 2 
meghatározot t A£ segítségével 
1,115 Ac (F 18) 
g/cm2 
g/cm2 
6. Nagyenergiájú nukleon-mag kölcsönhatások mechanizmusáról: 
A szukcesszív ütközések modellje 
6. 1. A nagyenergiájú nukleon-mag kölcsönhatások mechanizmusára vonatkozóan lényegé-
ben az alábbi főbb lehetőségek vannak. 
Jelölje т
я
 egy elemi nukleon-nukleon kölcsönhatás során létrejött gerjesztett rendszer élet-
tartamát és тл a magon belüli közepes ütközési szabad úthossz (A) fénysebességgel való befutásához 
szükséges időt; akkor abban az esetben, ha 
7 , < T Í , a magba érkező nukleon a magon belül egymás után következő, elemi ütközések-
ben hoz létre mezonokat; ha viszont 
Tg ш T4» a bejövő nukleon az útja mentén elhelyezkedő nukleon csoporttal, mint egésszel 
ütközik. 
Jelölje TC * Tg a nukleon csoporttal való ütközésnél kialakult gerjesztett rendszer élettartamát 
és ту egy m a g o n áthaladó nukleon 1 átlagos hosszúságú „trajektoriája" befutásához szükséges 
időt. Könnyű belátni, hogy ha 
r , s r c < T | , akkor a gerjesztett rendszer magon belüli szétesése és mezonemissziója esetén 
is kialakulhat egy kaszkád (amely azonban a magba érkező nukleon szukcesszív 
ütközései által elindított kaszkádtól 
lényegesen különbözik); míg ha 
tg — ту, akkor a magon belül egy fajta kasz-
kád sem léphet fel. 
A nukleon trajektoriájának átlagos hosszát 
egy R sugarú magban a következő összefüggés hatá-
rozza meg: 
R 
2 jb(r2—b2)112 db 
о 4 „ 
/ = ^ = y * (F 19) 
Jbdb 
о 
ahol b a nukleon-mag ütközés impakt paramétere 
(34. ábra). 
rajza 
56
 Vízre: < Л Н 2 0 ) = | 4 
magon való áthaladásának szkematikus 
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6. 2. A következőkben becslést végzünk arra vonatkozóan, hogy a szukcesszív 
ütközések elképzelése milyen primér energiákig tekinthető jogosnak. 
Az első nukleon-nukleon ütközés tömegközépponti rendszerében a gerjesztett 
rendszer élettartamának a mezonok emissziójához szükséges t p = Ä/(£0)57 időt 
tekinthetjük, ahol ( £ ^ = 0,45 GeV a keltett mezonok átlagos energiája az ál talunk 
tekintett energiatartományban [127]. Legyen ennek a rendszernek a laboratóriumi 
rendszerhez viszonyított Lorentz-faktora yc, akkor a laboratóriumi rendszerben 
% = (F 20) 
A magban a nukleonok ütközési szabad úthossza definíció szerint: 
4 j r 3 n 
ahol о a magon belüli közepes effektív nukleon-nukleon ütközési hatáskeresztmet-
szet. 
Ha (T-t egyenlőnek vesszük a gyorsítóval, szabad és kvázi-szabad nukleonokkal 
történő inelasztikus ütközések hatáskeresztmetszetére kapot t átlagértékkel, 
с = ( 2 6 ± 2 ) m b - a l (vö. [9] 2. táblázat) a k k o r levegő esetén az R-re vona tkozó 
(F 16) összefüggés segítségével т
л
 numerikus értéke: 
T,. = A % 3 _ J _ ( F 2 2 ) 
с mnc
1 
ahol mn a 7c-mezon nyugalmi tömege, 
így az a feltétel, hogy 
" S T 3 ^ <F23) 
levegő esetén mindaddig teljesül, amíg yc nagyobb nem lesz, mint ~ 10, ami ~ 200 GeV 
primérenergiának felel meg. 
Ilyen energiaérték alatt tehát a szukcesszív ütközések modellje teljesen jogosnak 
látszik. 
6.3. Legyen ç =kons t . a nukleon-nukleon ütközésben az e' energiájú primér 
által megtartott átlagos energiahányad (elaszticitás), akkor az első ütközés után 
a nukleon energiája Ex = ££", a v-edik ütközés után pedig 
£V=A'£V (F24) 
lesz. 
Abban az esetben, ha a magra vonatkozó átlagos elaszticitást, azaz az a = ( - ^ r ) 
mennyiséget ismerjük, а £ meghatározására már csak annak ismerete szükséges, 
57
 Gyakorlatilag ugyanezt az időtartamot kapta a Budapest csoport [113] is abból a tényből , 
hogy 103 GeV feletti energiáknál emulzióban a magteaszkádra utaló fekete (N,,) nyomok száma 
lecsökken. 
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hogy egy nukleon egy A atomsúlyú magon való áthaladása során átlagosan hány 
egymás után következő' ütközést szeved el. 
Ennek a kiszámítása nagyon egyszerű, csak képezni kell az / és Я mennyiségek 
hányadosát. На а Я-га megadott (F 17) kifejezést tekintetbe vesszük, az átlagos 
ütközési szám (v) közvetlenül mérhető' mennyiségek segítségével lesz kifejezhető: 
_ 7 4 R Aa Ad 
v = r i T = K = 7 : ( F 2 5 > 
ahol aÁ = R2n az adott A atomsúlyú elemre vonatkozó kísérletileg meghatározható 
inelasztikus ütközési hatáskeresztmetszet. (A magban levő nukleonok sűrűség-
eloszlását j ó közelítéssel az ekvivalens négyszögeloszlással helyettesítettük.) Fel-
használva az (F 17) összefüggést, az ütközések átlagos száma megadható az illető 
elemre vonatkozó közepes ütközési szabad úthosszal is: 
v = NöX* (F25') 
ahol N a Loschmidt-féle szám. Levegő esetén (ЯсУ) = (88 ± 2 ) g/cm2-re becsülhető. 
Újra felhasználva a a = a egyenlőséget, a levegő atommagjaiban az ütközések 
átlagos száma 
v = 1,4 ± 0 , 1 
lesz. 
Meg kell jegyeznünk, hogy Barasenkov és munkatársai [128] 9 BeV-es protonok-
nak emulzió könnyű magjaival (C, O, N) történő ütközésénél, közvetlen kísérlet 
alapján szintén ï '= l ,4 -e t kapott . 
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A FOLYÓ IRODALOMBÓL 
TÜKRISTÁLYOK 
H A R T M A N N ERVIN és JESZENSZKY BÉLA 
É K M Ü E , Kísérleti Fizikai Intézet 
Kristálynövekedési Akadémiai Kutatócsoport 
Tükristályoknak (leggyakoribb angol elnevezésük whiskers) nevezzük azokat 
az egykristályokat, amelyeknek egyik mérete sokszorosan nagyobb a másik kettő-
nél. A tűkristályok vastagsága általában mikron nagyságrendű. Tűkristályokról már 
néhány évszázada tudnak [1, 2], de különös jelentőségre csak mintegy tíz éve tettek 
szert, amikor Gait s Herring [3] ón tűkristályokon, Gyulai [4, 5] pedig nátrium-
klorid tűkristályokon kimutatta, hogy mechanikai szilárdságuk sokszorosan meg-
haladja a közönséges, nagy monokristályok szilárdságát s megközelítik az ideálisan 
felépített kristályrács feltételezése alapján kiszámított szilárdsági értékeket. Ezek az 
eredmények felkeltették az érdeklődést; intenzív kutatómunka kezdődött a tűkris-
tályok előállítása s tulajdonságainak vizsgálata terén. Több konferenciát [6,7] 
tartottak; t öbb száz cikk jelent meg ebből a problémakörből. Most röviden, koránt-
sem törekedve teljességre, megpróbáljuk összefoglalni az eddig végzett vizsgálatok 
eredményeit. 
Tűkristályok előállítása 
Ma már mintegy százféle anyagból (fémből, félvezetőből, ionos, molekuláris 
és szerves vegyületből) tudnak tűkristályt előállítani. Az előállítási módok változa-
tosak. Némely anyagból tűkristály többféle módon is növeszthető. 
Vízben oldható anyagokból egyszerűen állíthatók elő tűkristályok Gyulai 
módszerével [4, 5, 8]. Porózus anyagot, (pl. cserépedényt) kell átitatni a vizsgált 
anyag oldatával, majd hagyjuk azt lassan elpárologni. Néhány nap múlva szép 
tűkristályok jelennek meg a cserépedény falán. A tűk néha olyan vékonyak, hogy 
interferencia színeket mutatnak. Ezt a módszert mintegy tizenöt anyagon próbálták 
ki sikeresen [9]. NaJ és MgCl2-nál nem vált be ez az eljárás, valószínűleg e sók 
erősen hidroszkopikus tulajdonságai miatt. Az előzőhöz hasonló az a módszer is, 
amelynél kis zsacskót készítenek cellofánból, és ebbe a zacskóba sóoldatot öntenek. 
Néhány nap múlva a cellofánzacskó külső oldala „szakállas" lesz : azaz tűkristályok 
nőnek rajta [10]. A kísérletnél nemcsak cellofán, hanem egyéb vízáteresztő hártyák 
is használhatók, például kollodiumhártya. Ilyen féligáteresztő hártyákon sikerült 
a kisoldékonyságú LiF-ból is növeszteni tűkristályokat [11]. Sokkal szebb és hosszabb 
tűkristályok állíthatók elő cellofánon, hogyha a cellofánt egy vízszintes keretre 
ragasztjuk, és egy kis sóoldatot öntünk a hártyára. A cellofán mindkét oldalán nő 
tűkristály (1. ábra) [12]. Megfelelő páratartalom mellett tűkristályok nőhetnek 
saját kristályokon is, ha azok felületét előbb kissé benedvesítik [13]. Telített nátrium-
* Érkezett 1963. március 2. 
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/ . ábra. Celofánon nőtt tűkristályok [12]. 
Eredeti nagyság 
2. ábra. Nedves kősó alapon nőtt tűkristály [41]. 
Nagyítás : 3 X 
het, ehhez ugyanis az adszorbeált rétegnek 
vastag tűnél, ami elképzelhetetlen. Sears szerint 
alapul. Ezzel a feltételezéssel a folyadékhártya 
(2) a következő képletet k a p j u k : 
l2Mgrrj 
klorid o lda to t tartalmazó üveg-
edény falán is a só „kivirágzásakor" 
tűkristályok nőnek, amelyeknek 
hossza elérheti a 2 cm-t is (2. ábra). 
Ezek azonban meglehetősen vasta-
gok, felületük pedig igen durva. 
Már Gyulai [4] megfigyelte, 
hogy egyes tűkristályok csúcsuknál, 
mások alapjuknál nőnek. Felülről 
való növekedést figyelt meg Bor-
hardt-Ott [9] és Kato [13] is. 
Amelinckx [10] szerint cel lofánon a 
tűk alapjuknál nőnek, mint ezt 
Kamiyoshi [14] vastag tűknél ki is 
mutatta. Ugyancsak alapnál történő 
tűnövekedést észlelt Berezskova [15] 
timsótűknél (3. ábra). A felülről 
történő növekedést Gyulai úgy ér-
telmezte, hogy a tűkristályt egy 
adszorbeált oldathártya borí t ja és 
ebben tör ténik az anyagszállítás. 
Azzal, hogy milyen módon történik 
az anyagszállítás, Sears [16] foglal-
kozott. Kimuta t ta , hogy az anyag-
szállítás diffúzió útján nem történ-
20 jL vastagnak kellene lennie 5 p. 
az anyagszállítás kapilláris hatáson 
vastagságára egyszerű számolással 
t = 
dC_ 
2C0(C0-Cl)-t' dy 
t. ábra. Alapjuknál növekvő timsó tűkristályok [15]. Nagyítás: 20X 
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ahol / a tűkristály hossza, M a tűkristály anyagának molekulasúlya, q a tűkristály 
sűrűsége, r a tűkristály sugara , t] az oldat viszkozitási együt thatója , C 0 es С i az 
oldat koncentrációja a tűkris tály csúcsánál, ill. alapjánál, t a növekedés ideje, у az 
oldat felületi feszültsége. A képlet a folyadékhártya vastagságára néhány század-
mikronos értéket ad, amely elfogadható. 
Megjegyezzük, hogy kapilláris hatás tűkristály növekedésében úgy is szerepet 
játszhat, hogy csőszerű tűkris tály esetén, belül emelkedik fel az oldat. S miközben az 
oldószer a csúcson elpárolog, az anyag csavardiszlokációs mechanizmus szerint 
lerakódik [17]. Ilyen tűkristálynövekedést Webb [17] figyelt meg CsCl-nál. 
Cellafán 
/ / f- H-f 1 i l l 1 
u . - J 
/ !.. - / 
и / 
А В 
1 
- i 
b) d) 
1 ~~1 
c) ei 
4. ábra. Amelinckx [10] magyarázata 
az alulról történő tűkristály-
növekedésre 
5. ábra. Csatorna NaCl-tükristályban. 
[12]. Nagyítás: a: 5 0 x ; b: 350X 
c : 250X 
Az a lapná l történő növekedés magyarázatára Amelinckx [10] a következőt 
tételezte fel: kezdetben kia lakul egy kis kristály, mely ta r ta lmaz egy az alapra merő-
leges csavardiszlokációt, s így a növekedés a kristály s a cellofán közti oldatrétegben 
ezen diszlokáció szolgáltatta lépcsőnél fog elkezdődni. Amennyiben az oldatellátás 
nem elegendő, mivel a folyadékhártyát tápláló oldat főkép kívülről jön, a növekedés 
a külső szélre korlátozódik s így egy csőszerű tűt kapunk (4. ábra). Cellofánon nőtt 
tűkön többször figyeltünk meg csatornát, mint az 5. áb ra mutat ja . A csatornák 
néha megszakadtak a tű belsejében, sőt kis zárványokra bomlot tak fel (5. b. с ábra) . 
Ezek a megfigyelések k izár ják annak a lehetőségét, hogy a tűk Webb [17] által meg-
figyelt módon nőttek volna, Amelinckx [10] feltételezésével viszont jól értelmezhetők. 
Tűkristályok magukban az oldatokban is képződnek. Gyulai [18] és Malicskó 
[42] megfigyelte, hogy KBr oldatokban meghatározot t feltételek mellett tű és lemez 
alakú kristályok fejlődnek. Gordon [19] pedig hidrokinon t űk képződését vizsgálta 
vizes oldatból . Először nagyon finom 0,1 jx-os szálak (hosszuk néha elérte az 1 cm-t) 
képződtek, amelyek csak később kezdtek vastagodni. 
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Ismeretes, hogy már kevés szennyezés is a kristálynövekedést erősen befolyá-
solja. Nátriumklorid-tűk képződését elősegíti az, ha az oldatba hidroxil-csoportot 
tartalmazó szerves anyagot (pl. cukrot, zselatint) teszünk. Különösen jó eredményt 
kapunk polivinilalkohollal [12,20]. 
Szobahőmérsékleten telített sóoldatba 
0,02% polivinilalkoholt kevertünk, 
majd állandó keverés mellett felforral-
tuk. Lehűlés után a leszűrt oldatot egy 
hengeres edénybe öntöttük, és ezüst 
szálon kis NaCl kristályt lógattunk az 
oldatba. A tűkristály képződés ezen a 
,"magon" hamarosan megindult. A tű-
kristályok naponta kb. 1 cm-t nőttek 
s elérték a 20 cm hosszúságot is. Azért, 
hogy a magkristálynak csak az alsó 
felületén nőjenek tük, a magkristály 
többi oldalára üveglemezt ragasztot-
tunk. A 6. ábra mutatja a magkris-
tályt a rajta nőt t tükristályokkal. Több 
és vékonyabb tü nőtt, ha a magkris-
tály alsó felületét igen finom csiszoló-
papírral megdörzsöltük : feltehetően 
így megnöveltük a felületen a disz-
lokációk számát. A polivinilalkohol 
más anyagoknál is elősegíti a tű-
kristályképződést, így pl. igen szép tűk 
nőttek polivinilalkoholt tartalmazó 
ólomklorid oldatban (7. ábra) [21]. 
Tűkristályok gőzfázisból is kelet-
keznek (22—26, 41]. A 8. ábrán gőz-
ből nőtt NaCl tűkristályok láthatók. 
Ezzel az előállítási móddal Sears (22) 
6. ábra. 
Polivinilalkohollal szennyezett 
•oldatban nőtt NaCl tűkristá-
lyok a magkristállyal [121 
7. ábra. 
Polivinilalkohollal szennyezett 
oldatból nőtt PbCh-tűk [21]. 
Nagyítás: ÍOOX 
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9. ábra. Berendezés tükristá-
lyoknak gőzből történő előállí-
tására [22]. 1 és 3- termoelem; 
2- hőszigetelő; 4- felfüggesztő 
drót ; 5 és 7- kályhák; 6- kris-
tályok. 
foglalkozott részletesen. A 9. ábrán lá tható berendezést használta cink, ezüst, 
kadmium s kadmiumszulfid tűk előállítására. A növesztés előtt az a lapanyagot 
háromszor átdesztillálták. A növesztési csőben 10 Hgmm-es vákuum volt. 
(Későbbiekben kitűnt, hogy előnyösebb inaktív gáz használata . így hosszabb s 
vékonyabb tűket nyertek [23].) Induláskor azért , hogy az anyag a növesztési cső 
alján gyűljön össze, a kályhák hőmérsékletét úgy állították be, hogy T2 > 7 j legyen. 
Csak ezek u t án kezdődött a tűnövesztés 7 j > T2 feltétellel. A kísérletileg megálla-
pított túltelítettség nem érte el a kétdimenziós mag keletkezéséhez szükséges érté-
ket. Ez viszont arra utal, hogy a tűkristályok csavardiszlokációs mechanizmus 
segítségével nőt tek . 
8. ábra. Gőzből nőtt NaCl-tűkristálvok [41]. 
Nagyítás: lOOx 
Gőzből n ő t t higanytűkön Sears [24] a növekedés sebességét is vizsgálta. A tű 
megjelenésétől addig, amíg az elérte az 1 m m - t 10 perc kellett, tehát az át lagos 
növekedési sebesség l , 7 - 1 0 - 4 c m s e c ~ 1 volt. A n n a k a feltételezésével, hogy a tű-
kristály csúcsába ütköző minden atom ott meg is telepszik, a kinetikus gázelmélet 
felhasználásával a tűkristály növekedési sebességére a következő képlet adód ik : 
d l ^ p í m \ / г  
dt д\2лкт) 
hol p a gőznyomás, q a higany sűrűsége, m egy Hg-atom tömege, к a Boltzmann-
állandó, T az abszolút hőmérséklet . Ebből a képletből a növekedés sebességére 
3 - 1 0 - 8 c m s e c - 1 érték adódik, ez azonban több nagyságrenddel kisebb a kísérletileg 
5 Fizikai Folyóirat X 1/5 
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kapottnál . Sears feltette, hogy a növekedésben azok az a tomok is szerepet j á t s zanak , 
melyek a tűkristály oldalába ütköznek és ot t adszorbeálódnak. Ezek rendelkeznek 
bizonyos mozgási lehetőséggel és felületi diffúzió út ján j u t n a k el a tű csúcsára, 
ahol a csavardiszlokáció szolgáltatta növekedési lépcsőnél beépülnek a rácsba. 
Feltéve, hogy a csúcsra A távolságról még el jutnak az a t o m o k , fenn kell állnia a 
következő összefüggésnek : 
2лтЯ + 7ГГ2 = 5-103 7£-r2 
elfogadva, hogy a Hg-tű sugara г = 0,01р., A-ra 0,025 mm-es értéket kapot t , mely 
összhangban van Burton s társa i által elméletileg nyert értékkel [27]. Sears a Hg 
tűkristályok sugarát a tűk Brown-mozgásából határozta meg a következő képlet 
a lapján: 
_ /Ы*кТ_VI* 
\3ne02) 
hol / a tű hossza, к a Boltzmann-állandó, Г az abszolút hőmérséklet , E a rugalmas-
sági modulusz, <5 a tűvég közepes kitérése. 
Fémtűkris tályoknak redukcióval tör ténő előállítását Brenner [93] dolgozta ki. 
Az első növesztő berendezése a 10. ábrán lá tha tó . Ez lényegében egy csőkemence, 
amelyben egy kvarccső van. Ebben helyezkedik el a fémhaloidot tar ta lmazó égető-
csónak, melyet egy wolf ram-rúddal lehet mozgatni a kemencében. A hidrogén 
áramlást egy gázmérővel mér ték . A kijövő gázterméket vízen buborékol ta t ták át , 
10. ábra. Fémtűkné l redukcióval tör ténő előállítására szolgáló berendezés [93]. 1 és 5- termoelem; 
2- edény fémhaloiddal; 3- kvarccsö; 4- wolfram-rúd. 
hogy a keletkező hidrogénhaloidot felfogják. A Brenner-féle berendezéssel lényegé-
ben azonosak a más szerzők által konstruált berendezések [28, 29]. A fémhalo idok 
analitikai t isztaságúak voltak. Réz, ezüst és vas tűkristályokat többféle halóidból is 
sikerült növeszteni. A tűk néha alapjuknál , néha csúcsuknál nőttek. CuCl-ból 
történő rézkristály növesztésénél mindkét növekedési típust megfigyelték [30]. 
Az a lapjuknál növekvő ezüst tűkristályok keletkezési mechanizmusára Brenner 
[31] adott egy magyarázatot . Feltette, hogy a folyékony ezüstklorid felületén először 
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egy kis ezüstkristály keletkezik, amely az AgCl felületére merőleges csavardiszloká-
ciót tar ta lmaz. Ha az ezüst magok keletkezése az AgCl-ban nehéz, s az ezüst ionok 
diffúziója elég gyors, az ezüst ionok a már kialakult kristálymaghoz vándorolnak 
és ott a növekedési lépcsőbe leülnek. Brenner közelítő számításokat is végzett a 
modell a lapján az ezüst tűkristályok növekedési sebességének meghatározására. 
Az így kapot t érték egyezett a kísérleti adatokkal , amelyek elérték a 100 p.sec_ 1- t 
700 C°-on. Arra az esetre, amikor a redukálással n ő t t tűk a tetejüknél nőnek 
kétféle magyarázat is v a n : 1., ha a haloid gőznyomása az adott hőmérsékleten 
elég nagy, a tűk gőzfázis-
ból nőnek és a redukció a . \ 
csavardiszlokáció szolgál- __ 
tatta növekedési lépcsőnél 
f e l t é t e l e k t ő l f ü g g ő e n e l ő - / / . ábra. Hasítási tűkristályok (nyilakkal jelölve) NaCl-kristály 
fordulhat , hogy egyszerre lamellákkal tagolt (10Э) felületén. Nagyítás: 200X [41] 
nemcsak egy, hanem két 
növekedési mechanizmus dolgozik, és az egyik elősegítheti a másiknak a működését , 
így a kezdeti alulról t ö r t énő növekedés j o b b feltételeket teremthet a gőzből való 
növekedésre [33]. 
Nemcsak redukcióval, hanem más kémiai reakciókkal is előállíthatók tűkris-
tályok. így szép oxidtűket állítottak elő alumíniumból és berilliumból [34, 35]. 
Elektrolízisnél is nyerhetők tűkristályok, ha az elektrolitbe szerves adalékokat 
adunk [36]. Ily módon sikerült előállítani ólom, ezüst és réz tűkristályokat. 
Tűkristályok saját szilárd fázisukból is nőhetnek. A I I . Vi lágháborúban használt 
elektromos eszközöknél gyakran üzemzavart okozott , hogy acéllapok ón vagy 
kadmiumbevonatán tűkristályok nőttek [37]. A hőmérséklet emelésével és a fém-
bevonatok vastagságának csökkentésével az így keletkező tűk növekedése meg-
gyorsul, pl. 70° C-on ónbevona ton két hét alatt nőttek tűk , míg szobahőmérsékleten 
hasonló hossz elérésére 3 — 6 hónap kell. A növekedés sebessége úgy is fokozható , 
hogy a bevonatot mechanikai igénybevételnek vetjük alá. 
Tűkris tályokat nemcsak növesztéssel lehet előállítani. Bizonyos kristályok 
hasításánál hosszúkás töredékek keletkeznek. Ezek a töredékek pár mikron vastag-
ságúak és egyenletes keresztmetszetűek, a hosszuk néhány millimétert is elérhet. 
Ilyen m ó d o n sikerült nyerni Si, Ge, InSb, HgSe, MgO, LiF , N a N 0 3 stb. tűkristá-
lyokat [2, 38, 39]. Ezek a tűkristályok is nagy rugalmassággal bírnak (legalábbis 
szobahőmérsékleten) [39,40]. A 11. ábrán hasításnál keletkezett NaCl-tűkristályok 
láthatók. 
történik [23,24]. 2., Na-
barro [2] viszont lehetsé-
gesnek ta r t j a azt a mecha-
nizmust, hogy a folyékony 
só a tű oldalán felkúszik, 
és a tű tetején elbomlik. 
A katalizátor szerepét az ő 
elképzelésénél is egy disz-
lokáció vagy szennyezés 
tölti be. A vizsgált anyag 
sajátságaitól s a növesztési 
5* 
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A mechanikai vizsgálatokhoz egyenes, j ó felületű kr is tályokat használnak 
á l ta lában , bár az előállítás módszeré től s a növekedési feltételektől függően a leg-
k ü l ö n b ö z ő b b f o r m á j ú tükris tályok nőnek [12—14 ábra]. G y a k r a n e lőfordul , hogy 
a tükris tályok teteje elütő felépítést mutat , ilyen „zász lós" tű l á tha tó a 15. á b r á n . 
N é h a lehet olyan a lakza tokat is megfigyelni, hogy a tűkr is tá lyokon egy szabályos 
kr is tá lyka keletkezett ikerhelyzetben (16. ábra) [43]. 
14. ábra. Celofánon nőtt fűrészfogazott 
NaCl- tű (egy másik tűvel az alján össze-
nőve). Nagyítás: 50X [41] 
15. ábra. Celofánon nőtt NaCl-tű 
felső vége. Nagyítás: 60X [12] 
12. ábra. Porózus cserépedényen nőtt NH 4 Cl- tűk . 
Nagyítás: a: 30X ; b: 3 0 x [41] 
16 . ábra. Kvarctű a rajta keletkezett kis 
kvarckristállyal. Nagyítás: ÍOOX [43] 
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Tűkristályok mechanikai tulajdonságai 
Már említettük, hogy a tűkristályok legfőbb jellemzője nagy rugalmasságuk. 
Az elérhető maximális rugalmas deformáció könnyen meghatározható hajlítással. 
Ha a tükristály egy R görbület i sugarú ívre hajlítható, a k k o r felületén a rugalmas 
deformáció értéke: 
d 
E=2R 
hol d a tükristály vastagsága. A módszert egyszerű-
sége miat t gyakran alkalmazzák. Az I. táblázatban 
van összegyűjtve néhány ily módon nyert érték. 
Összehasonlításul érdemes megjegyezni, hogy a kö-
zönséges monokris tályok folyási határánál £ általában 
0,01% körül van. Pearson s társai [49] olyan beren-
dezést szerkesztettek, mellyel nemcsak a deformációt , 
hanem a keletkező feszültséget is meghatározhat ták 
(17. ábra) . A rugalmas szakaszban a deformáció és a 
feszültség a következő képletek alapján számítható ki : 
I -
P 
á 
12 őr 
I2 
P-l 
71'Г 
17. ábra. Pearson berendezése 
tűkristályok hajlítási vizsgálatára 
[49]. 1- kályha, 2- tükristály, 
3- kvarcszál, 4- a tű lehajlásának 
mérésére szolgáló mikroszkóp, 
5- a rugó elmozdulásának mé-
résére szolgáló mikroszkóp ; 
A- kvarctartó 
hol ó a tű behajlása középen,. / a tűt a lá támasztó ékek 
közti távolság, r a tű vastagsága, P az erő. Hasonló-
képp alkalmazhatók hajlí tási vizsgálatok végzésére 
Shlichta [50] s Nadgornüj eszközei [51]. Húzószilárd-
sági vizsgálatokra is többféle eszközt dolgoztak ki. 
A húzóerőt a berendezések nagy részénél egy rugó szolgáltatta. A rugó lehajlását 
Gyulai [4] mikroszkóppal, Nadgornüj [51] egy autókoll imációs rendszer segítségével 
mérte. Rozsansikij berendezésénél [52] a rugó elmozdulása egy fotoelemre ju tó 
18. ábra. Brenner szakítóberendezése [53]. I- mikroszkóp; 2- felfüggesztés; 3- mágnes; 
4- szolenoid; 5- induktív mérőátalakító, a megnyúlás mérésére; 6- fék; 7- vol tmérő; 
8- író; 9- csillapító; 10- tükristály 
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fénymennyiség megváltozásával já r t együtt. Brenner [53] a tűkristályt egy mozdula t -
lan s egy fona lakra felfüggesztett rúd közé ragsztotta. A felfüggesztett rúd másik 
végén egy mágnes volt elhelyezve, melyet egy szolenoid vett körül . Az á r am bekap-
csolásakor a felfüggesztett rúd a szolenoid közepe felé törekedett elmozdulni s így 
húzóeró't gyakorol t a tűkristályra (18. ábra). A tűkristályok megnyúlását is külön-
ó, Kp/mm2 
6. Kp/ mm2 
I I 
420-
ű0 -
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20 00 
10 20 
1 1—I 1 1 1—! 1—I 1 
0 0,2 0л 0.6 0,8 1,0 - w " 
19. ábra. Tűkristályok szakítószilárdságának füg-
gése vastagságuktól. 1- NaCl-tűknél [4], 2- cink 
tűknél [59] 
20. ábra. Réz (a), nikkel (b) s kobalt 
(c) tűk szakítószilárdsága vastagságuk 
reciprokának függvényében [60] 
bözőképpen mérték. Eleinte a tűkristályt megjelölték két helyen, s minden terhelés 
után készítettek egy fényképfelvételt. Ezt a felvételt azután kivetítették egy ernyőre 
s katetométerrel mérték a két jelzés közti távolságot [54]. Ugyancsak fénykép segít-
ségével határozta meg a megnyúlást 
V. Meyer [55]. Kényelmesebb az a 
megoldás, amikor csavaros okulármik-
rométerrel mérik a tűkristály egyik 
pon t jának elmozdulását egy másik rög-
zített pont jához képest [51]. Ezen mód-
szer érzékenységének határa 0,5 р.. Ezt 
az értéket 0,1 u- ra lehet csökkenteni 
kapacitív vagy induktív mérőáta lakí tó 
alkalmazásával. A 18. ábrán lá tha tó 
berendezésnél egy induktív mérőáta la-
kí tó szerepel. Ú j a b b a n Marsh-nak [56] 
sikerült egy olyan eszközt szerkesz-
tenie, mellyel 185 Á-ös pontossággal 
lehetett megnyúlást mérni. A vizsgála-
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21. ábra. Zn tűkristály szakítási diagramja [51] 
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toknál gyakran problematikus a tűkristály vastagságának mérése. Ezt néha úgy 
hidalják á t , hogy feltételezik, hogy a tűkristály rugalmassági modulusza megegyezik 
a közönséges monokris tályok rugalmassági moduluszával, s az erő—deformáció 
görbe kezdeti szakaszából számítják ki a keresztmetszetet [53, 57]. 
A tűkris tályok szakítószilárdságát első ízben Gyulai [4, 5] vizsgálta. Azt találta, 
hogy egyes N a C l tűkristályok szakítószilárdsága eléri a 110 k p m m - 2 - o s értéket is, 
mely mintegy kétszázszorosa a közönséges monokris tá lyokon mért értéknek, s jól 
megközelíti Zwicky [58] ál tal elméleti-
leg kiszámítot t 200 k p m m - 2 - o s sza-
kítási értéket , mely h ibamentes kris-
tályokra vonatkozik . N e m mindegyik 
tűkristálynak volt azonban ekkora 
szakítószilárdsága. Az ér tékek erősen 
s z ó r t a k , d e e g y h a t á r o z o t t m é r e t f ü g g é s 22. ábra. Csúszási sávok plasztikusan deformál t 
megfigyelhető volt. A vékonyabb tű- NaCl-tűkristályon [41]. Nagyítás: 200x 
kristályok nagyobb szakítószilárdsá-
got mu ta t t ak (19. ábra). Hasonló méréseket végeztek vas, réz, cink, kobal t stb. 
tűkristályokon [54, 59, 60], és megerősítették Gyulai megállapításait. A tűkristályok 
átlagos szakítási szilárdságát gyakran a vastagságuk (keresztmetszetük négyzet-
gyöke) reciprokának függvényén ábrázol ják, amikor is egyenesek a d ó d n a k (20. 
ábra). 
A plasztikusan deformálha tó fémtűk szakítási d iagramja ál talában olyan, 
alakú, mint a 21. ábrán l á tha tó diagram, melyet cink tűkristályon vettek fel. 
A rugalmas szakasz az l -es pontig tart , hol a feszültség <rmax = 47,5 k p m m - 2 , a 
rugalmas deformáció értéke e.rug = 0,9%. Ezen terhelés u tán a tűkristály felületén 
csúszási sávok jelennek meg. (Csúszási sávok NaCl-tűkristályon a 22. ábrán láthatók). 
A feszültség hirtelen lecsökken, és a 2-es pontnál megkezdődik a plasztikus folyás 
fffoiy = l ,9 k p m m - 2 feszültségértéknél. A Lüders-sávok keletkezése s terjedése 
gyakran kis (0,2—1,5 k p m m - 2 ) feszültségugrással jár, ezek azonban a d iagrammon 
nincsenek feltüntetve. Miután 
a deformáció a kristály teljes 
hosszára kiterjedt, bizonyos 
keményedés lép fel (3-as pont), 
mely azután a tűkristály töré-
sével végződik (4-es pont) . 
Tűkristályok viselkedését 
nyomással szemben nem vizs-
gálták. Egyes megfigyelések 
azonban a r r a mutatnak, hogy nagy plasztikus deformációt lehet elérni. A 23. ábra 
mutat egy szobahőmérsékleten megnyomott NaCl tűkristályt. 
A tűkristályok csavaróvizsgálatával viszonylag kevés munka foglalkozik. 
Brenner [61] vas s réz, Eisner [62] vas és szilicium tűkristályok csavarásánál 
fellépő hiszterézist vizsgálta. Conte [63] vastűknél k imuta t ta , hogy a kritikus 
feszültség erősen függ a hőmérséklettől. Mi NaCl-tűkristályok csavarásával 
foglalkoztunk [12]. Egyszerű módszerrel megmértük a maximális rugalmas el-
csavarásához tartozó szöget 9>max-ot, s ebből meg tud tuk határozni a téglalap 
keresztmetszetű tűkristályban keletkező rugalmas nyírófeszültséget a következő 
23. ábra. Szobahőmérsékleten megnyomot t N a C l tűkristály 
[41]. N a g y í t á s : lOOx 
4 2 2 HARTMANN E. ÉS JESZENSZKY В. 
ЯШШ 
H l 
«t 
képlet a l a p j á n : 
= C-k.—. 
^max y J ' K ' . ' ( / m a x 
hol G a t o r z i ó m o d u l u s z , / a tükr i s tá ly 
hossza, a a k i s ebb ik o lda lmére t , к az 
o lda lak a r á n y á t ó l függő t ényező . Szá-
mí t á sa inkban a nagy m o n o k r i s t á l y o -
k o n mért G = l , 2 6 - 1 0 u d in c m - 2 - e s 
ér téket h a s z n á l t u k feltéve, h o g y ugyan-
e k k o r a a t o r z i ó m o d u l u s z é r t éke a 
tűk r i s t á lyokná l is. Ú j a b b a n méréssel 
is sikerült egy ikünknek m e g h a t á r o z n i N a C l tűkr i s tá lyok t o r z i ó m o d u l u s z á t torziós 
lengésekből [64]. Az igy k a p o t t ér ték a mérési h i b á n belül egyezett a nagy 
m o n o k r i s t á l y o k r a v o n a t k o z ó értékkel. í g y a fenti k é p l e t a lap ján a maximál i s 
ruga lmas nyí rófeszül tségre 2,2—8,1 k p m m - 2 közti é r t é k e k e t k a p t u n k , m í g nagy 
m o n o k r i s t á l y o k n á l ez az é r t ék 0,8 k p m m - 2 [65]. N a g y NaCl egykr is tá lyok 
24. ábra. Szobahőmérsékleten plasztikusan csa-
vart NaCl-tükristályok [12]. Nagyítás: a) 300X 
b) 150X 
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25. ábra. Zafír tűkristályok szakítószilárdsága vastagságuk függvényében [34] 
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csavarószilárdsága is csak 2,7 k p m m - 2 [66]. A méretfüggés kevésbé volt szem-
betűnő, mint a szakítószilárdságnál és a viszonylag vastag tűk is nagy csavarási 
rugalmasságot mutattak. Ugyancsak megvizsgáltuk a NaCl tűkristályok plasztikus 
csavarását. A csavarás levegőn, szobahőmérsékleten történt másodpercenként egy 
fordulatos sebességgel. Egyes tűkristályok 10%-os plasztikus deformációt is 
kibírtak. Plasztikusan csavart NaCl tűkristályokat mutat a 24. ábra. Csavaráskor 
a tűkristályok gyakran két helyen törtek el egyszerre, azaz egy tű darabka kiesett, 
sőt az is előfordult, hogy a tű több da-
rabra robbant szét. Ha az egyes dara-
bokat ismét csavarásnak vetettük alá, 
azok hamarosan ismét eltörtek. 
A hőmérséklet hatását a tűkristályok 
mechanikai tulajdonságaira több kezdeti 
próbálkozás után részletesebben Pearson 
és társai [49] tanulmányozták. A 17. ábrán 
látható berendezéssel vizsgálták Si tűkris-
tályok hajlítását. Míg a Si tűk szobahő-
mérsékleten kb. 2 0 0 k p m m - 2 feszültség-
nél ridegen törtek, 600 C° fölött meg-
jelent a plasztikus deformáció s 800 C°-on 
a folyási feszültség 50kpmm~ 2 értékre-
esett. A vizsgálatoknál használt tűk vas-
tagsága 16—28 ti. volt, ami már átmenetet 
jelent a nagy monokristályok felé. Véko-
nyabb zafír tűket használt kísérleteinél 
Brenner [34]. Eredményei a 25. ábrán lát-
hatók. Bár viszonylag nagy a szórás, 
szobahőmérsékleten egy határozott vas-
tagságfüggés állapítható meg. 1100 C° 
fölött ez a méretfüggés csökken s teljesen-
megszűnik 2030 C° -on. Egyes esetekben a nőtt. c- celofánon nőtt tűkristályok sza-
mérések hidrogén atmoszféra helyett oxi- kítószilárdságának méretfüggése [68]. 
génatmoszférában történtek, azonban je-
lentős változás a szakítási feszültségekben nem volt észlelhető. Magas hőmérsék-
leten a törési felület merőleges volt a tűk tengelyére, 1100C°-on s ez alatt a 
törési felület szaggatottá vált. Coleman s társai [67] szobahőmérséklet alatti 
hőmérsékleten vizsgálták cink s kadmium tűkristályok viselkedését. A hőmérséklet 
csökkentésével 1,5—2-szer nagyobb rugalmas deformációt lehetett elérni és a 
csúszást rideg törés váltotta fel, amely kadmium esetében csak 20° K-en követ-
kezett be. 
A tűkristályok szilárdságára a növekedési feltételek is hatnak. Mi NaCl-nál 
vizsgáltuk meg ezt a hatást [68]. Porózus anyagon, cellofánon és polivinilalkohollal 
szennyezett oldatban előállított tűk szakítószilárdságát hasonlítottuk össze. Mind-
három módon előállított tűk szakítószilárdsága mutatott méretfüggést (26. ábra). 
Az eltérés közöttük abban mutatkozott, hogy a cellofánon nőtt tűkristályok még 
nagyobb vastagságnál is nagy szilárdságot mutattak. így pl. 25 kpmm _ 2 -os szakító-
szilárdságot már 4—5 fx-os cellofánon nőtt tűk esetében is kaptunk, míg hasonló 
értéket kerámián nőtt tűk csak 1,5—2 u vastagságnál értek el. A jelenséget a külön-
26. ábra. Különböző módon előállított 
NaCl-tűkristályok szakítószilárdságának 
összehasonlítása, a- porózus anyagon nő t t , 
b- polivinilalkohollal szennyezett o ldatban 
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böző szennyezés t a r t a lommal magyaráz tuk . Fémtűkr is tá lyoknál is megfigyelték, 
hogy gőzből nő t t tűk szilárdsága n a g y o b b volt s kisebb szórást m u t a t o t t , mint a 
haloidok redukálásával nyer t tűké. 
Tűkristályok egyéb tulajdonságai 
Egyes tűkristályok érdekes tu l a jdonsága , hogy plasztikusan meggörbí te t t 
á l lapotból vissza tudnak egyenesedni melegí tés hatására. A jelenséget e lőször Gyulai 
[5] észlelte. Egy megtört a l a k ú NaCI tűkr i s tá ly t a törés közelében hevített s az foko-
zatosan kiegyenesedett (27. ábra). K é s ő b b i cikkében Gyulai [69] k i m u t a t t a , hogy 
egyenletes hőmérséklet eloszlás mellett is fellép a jelenség. Réz tűkr is tá lynál ezt a 
jelenséget Brenner és Morelock észlelte [70]. Azt is k imu ta t t ák , hogy a kiegyenesedett 
tű is az eredet i nagy rugalmassággal rendelkezik . A kiegyenesedés sebességét meg-
ha tá roz ták , és azt á l l andónak találták a végső szakaszt kivéve. Nabarro [71] anali-
zálta Brenner adatait, és az t a következtetést vonta le, h o g y a megtörésnél a disz-
lokáció elrendeződés poligonizál t falak sorával reprezentálható, a kiegyenesedés 
pedig vakancia-diffúzión a lapu ló diszlokációkuszással magyarázha tó . Brenner [61] egy 
későbbi c ikkében vas tűkr is tá lyok kiegyenesedéséről s zámol t be, s k i m u t a t t a , hogy 
egyéb diszlokációs kölcsönhatásokat is figyelembe kell venni. A z eddigiekben a tűkristá-
lyok e lpárolgásá t nem vet ték figyelembe, b á r szerintünk ez is hozzájárulhat a kiegye-
nesedéshez. Ismeretes, hogy plasztikus ha j l í t ásná l a neutrál is szál bizonyos környezete 
csak r u g a l m a s deformác iónak van a láve tve . Ha a fe lső plasztikusan deformál t 
réteget e l távol í t juk, a belső rész igyekszik kiegyenesíteni a kristályt. Ezzel kapcsolat-
ban u t a l u n k Gyulainak [69] ar ra a megfigyelésére, hogy N a C I tűkristályok oldódása 
az erősen görbül t helyeken kezdődik és b izonyos oldódás u t á n a tűkristály kiegyene-
sedik (28. áb ra ) . A kiegyenesedés gáztérben m é g könnyebben történhet, m i n t o ldatban. 
A tűkr is tá lyok mágneses tu la jdonságaival többen foglalkoztak [72 — 80,28]. 
A vas tűkr i s tá lyok kedvező orientációjuk és szép felületük folytán ideális anyagnak 
bizonyul tak domenszerkezetek és d o m e n f a l a k mozgásának tanulmányozásánál . 
A d o m e n f a l a k k imuta tásá ra legtöbbször a kolloidális t echn iká t használ ták . Számos 
domenelrendeződést ta lá l tak s legtöbbjüket elméletileg is értelmezték. A legvékonyabb 
tűk egyetlen doménból á l l t ak . A 29. á b r a m u t a t egy doménszerkezetet , i l le tve annak 
mozgásá t mágneses tér ha tásá ra egy [100] orientációjú vastű (100) l a p j á n [72]. 
A d o m é n e k b e n a mágnesezettség i rányát nyilakkal j e lö l tük . Kobalt tűkr i s tá lyokon 
a doménszerkezetet Hauptmann [28] v izsgál ta . Ő a vékony t ű k kivételével bonyolult 
doménszerkezetet kapot t . 
Elmélet i leg egy ideális vas monokr i s t á lynak meg kell tartania mágnesezet t -
ségét az [100] irányban mindaddig , míg a r áha tó el lenkező irányú m á g n e s e s tér el 
nem éri a koercitiv erő ér tékét , mely 25 C°-on 560 Oe [76]. Valójában a z o n b a n a 
tiszta vas koercit iv ereje 0,01 — 1 Oe t a r t o m á n y b a n van. A z eltérést a f e lü le t en levő, 
kü lönböző hibahelyek k ö r ü l keletkező doménekkel magyarázzák . V é k o n y tííkris-
tá lyoknál m é r t koercitiv e r ő elérte a 504 O e értéket is, me ly 90%-a az e lméle t i érték-
nek [79], de nem minden tűkristálynál a d ó d o t t ilyen n a g y koercitiv e r ő . Mennél 
vas tagabb volt a tűkristály, annál kisebb vo l t a koercitiv e rő . A tűkristály kü lönböző 
helyén m é r t értékek is kü lönböztek egymás tó l . A koercitiv e rő csökkenése a legtöbb 
esetben felületi hibával vo l t kapcsolatos. Er re mutat az is, hogy elektropol í rozás 
után az átmágnesezéshez szükséges té rerősség nagyobb lesz [79]. Vékony tűknél a 
TŰKRISTÁLYOK 4 2 5 -
27. ábra. Plasztikusan deformált NaCI-tűkristály kiegyenesedése melegítés 
hatására [5] 
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nagy koercitív erő miat t a doménfalak mozgási sebessége is nagy lesz, és eléri az 
5 0 k m s e c _ 1 - t [80], míg közönséges mintatesteknél nem sikerült 0 , 5 k m s e c ~ l sebes-
ségnél nagyobbat elérni a hibahelyeknél keletkező d o m é n e k miatt. 
A tükristályok e lekt romos és optikai tulajdonságai kevéssé tanul mányozot tak . 
Brenner [61] vas tükristályok fajlagos ellenállását nagyobbnak találta az igen tiszta 
vas faj lagos ellenállásánál. Hasonló eredményt kapott Ro/lius [81] is grafit tűkristá-
28. ábra. Deformált NaCl- tűkr is tá ly o l d ó d á s a [69] 
1. T Á B L Á Z A T 
Anyag Max. rugalmas deformáció 
I roda lom 
Fe 2 - 3 6 % [ 2 9 ] [ 4 4 ] 
C u 2 - 3 °/„ [ 2 9 ] 
Z n 0 , 7 % [ 4 5 ] 
P b 3 °/„ [ 4 6 ] 
Sn 2 - 3 % [3 ] 
G e 2 °/„ [7 ] 
In 5 °/„ [ 4 6 ] 
L i F 5 % [ 4 0 ] 
BeO 1 °/o [ 4 7 ] 
M g 2 S i 0 4 И % [ 4 8 ] 
H i d r o k i n o n 6 % [ 1 9 ] 
29. ábra. Doménsze rke -
zet megváltozása m á g n e -
ses tér hatására vas t ü -
kris tály (100) l ap ján [72] 
lyoknál. Syrbe [82] viszont azt figyelte meg, hogy a vékonyabb tellur tükristályok 
rendelkeznek nagyobb vezetőképességgel. Gindina [83] ónkloriddal szennyezett 
NaCl tükristályok lumineszcencia spek t rumát vizsgálta és azt megegyezőnek találta 
Stockbarger-módszerrel növesztett N a C l ; S n C l 2 monokris tályok spektrumával . 
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Utószó 
A tűkristályok vizsgálata még nem lezárt terület . Egyes részek, így a tűkris-
tá lyok elektromos és optikai tulajdonságai még alig tanulmányozot tak. Több kérdés 
vá r megoldásra m i n d a tűkristályok növekedésének, mind a sajátos tu la jdonságainak 
magyarázata terén is. Elfogadott nézet, hogy a legtöbb tűkristály csavardiszlokáció 
segítségével nő. Eshelby [84, 85] viszont kimutat ta , hogyha egy tűkristályban tengely-
i rányú csavardiszlokáció van, a k k o r a tűkristály rácsának megcsavartnak kell 
lennie. Ezt a megcsavarodást néhány esetben sikerült is kimutatni [86, 87, 89, 90]. 
N e m egészen világos azonban, hogy miért nem sikerült megfigyelni minden esetben 
[88]. Hasonlóképp nem eléggé tisztázott a tűkris tá lyok vastagodási mechanizmusa, 
keletkezési helyének kérdése. Kiegészítésre szorul még annak a magyarázata is, 
hogy a 12—16. á b r á n látható tűa lakok hogyan nőnek . 
Már az első nagy szilárdsági értékek lá t tán feltételezték, hogy a tűkristályok 
ideális szerkezettel bírnak [4], nincs bennük diszlokáció, vagy csak oly kevés van, 
illetve elrendeződésük olyan, hogy sokszorozási mechanizmus nem lép fel [3]. 
A tűkristályok diszlokációs szerkezetének vizsgálata (ezen a téren főként Webb 
[89] munkáját kell megemlíteni) a r ra mutat, hogy a fenti feltevés helyes. Vannak 
azonban itt is megoldatlan problémák. Ezek a z o n b a n valószínűleg abból adódnak , 
hogy a vizsgálati módszerek még nem elég tökéletesek éppen abban a ta r tományban , 
a h o l a legnagyobb szilárdságot muta t ják a tűkris tályok. Price [91,92] vizsgálatai 
a r r a mutatnak, hogy a tökéletes felület is szerepet játszik abban, hogy egyes tűkris-
tá lyok nagy szilárdsági értéket muta tnak , mivel a felületi hibahelyek elősegítik az 
ikresedést vagy a plasztikus deformációt . A felület szerepe már abból a tényből 
is várható, hogy a tűkristályok felület-térfogat a ránya sokszorosa a közönséges 
kristályokénak. 
A tökéletes tűkristályok lehetőséget adnak az ideális kristályrács tanulmányozá-
sára . Másrészt kézenfekvő lenne a tűkristályok közvetlen technikai felhasználása. 
A kis méretek a z o n b a n eddig ezt megnehezítették. A növesztési módszerek tökéle-
tesedése azonban reményt nyújt nagyobb méretű tűkristályok előállítására. Kezdet-
b e n a tűkristályok átlagos hossza néhány milliméter volt, ma már bizonyos anyagok-
bó l 20 cm-es tű t is lehet növeszteni. Próbálkozások kezdődtek a b b a n az i rányban 
is, hogy a rövid tűket is felhasználják valamilyen módszerrel összetömörítve őket 
[34; 88]. 
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AZ ELEKTRONBEFOGÁS-POZITRON EMITTÁLÁSI 
VISZONY ELMÉLETE, MÉRÉSE ÉS JELENTŐSÉGE* 
BERÉNYI D É N E S 
MTA Atommag Kuta tó Intézet, Debrecen 
1. A magok gerjesztett állapotainak sajátságai és meghatározásuk 
A mag A részecskéből álló kvantumrendszernek tekinthető és mint ilyen jól 
meghatározott energiájú stacionárius állapotokkal rendelkezik [1]. Ezeket nevezzük 
magnívóknak. 
A magnívók sajátságainak meghatározása képezi, mint láttuk, a magspektrosz-
kópia egyik fő feladatát. A magnívók legfontosabb sajátságai a következők [2]: 
1. energia (E) 
2. teljes impulzusmomentum ( / ) 
3. paritás (я) 
4. mágneses dipólmomentum (u) 
5. elektromos kvadrupólmomentum (Q) 
6. teljes nívószélesség (Г) 
7. parciális nívószélességek (Г,). 
Vannak ezenkívül olyan paraméterei is a magnívóknak, amelyek csak meghatá-
rozott körülmények között, adott magtartományban rendelhetők hozzájuk. Ilyen 
pl. az izospin [3], vagy a deformált magállapotok jellemzésére bevezetett közelítő 
kvantumszámok [4]. 
A felsorolt sajátságok mérésére különböző jelenségeket és módszereket hasz-
nálunk fel. A gerjesztett állapotok esetében legtöbb esetben több jelenség vizsgálatá-
ból kapott eredmények összevetéséből állapíthatunk meg egy-egy paramétert. így 
pl. az egyes nívók energiatartalmának és elhelyezkedésének meghatározása történhet 
a radioaktív bomlásokban emittált a-, ß- és y-sugárzások energiaeloszlásának és 
a közöttük levő koincidencia-viszonyoknak a vizsgálatából, de pl. a magreakciók 
termékeinek analíziséből is. Még inkább így van ez azonban pl. a magnívók teljes 
impulzusmomentuma esetében, ahol legtöbbször csak a szögkorrelációs, belső kon-
verziós, beta-bomlási, stb. adatok összehasonlítása alapján végezhetjük el a hozzá-
rendelést. Egyes paraméterek, mint pl. mágneses dipólmomentum és az elektromos 
kvadrupólmomentum gerjesztett állapotokra csak nehezen, ill. csak speciális fel-
tételek teljesülése esetén határozhatók meg [5, 6]. 
Nem szándékozunk itt részletesen foglalkozni a magnívók egyes sajátságaival 
és azok meghatározásának módjaival. Egyedül azokat a jelenségeket szeretnénk 
egy rövid felsorolás formájában áttekinteni, amelyek felhasználásával radioaktív 
bomlások vizsgálatánál meghatározható a kezdeti és végállapot teljes impulzus-
momentumának különbsége (AI) és bizonyos esetekben a paritásváltozás is (An). 
* Érk. 1963. III. 6. 
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A vázlatos felsorolás a következő: 
1. /(-átmenet f t ér téke 
2. /l-spektrum a lakja 
3. a magnívó é le t tar tama 
4. belső konverziós jelenségek 
5. szögkorrelációs vizsgálatok 
6. magorientálás 
7. y-sugárzások elágazási viszonya 
8. belső fékezési sugárzás vizsgálata 
9. különböző héjakról tör ténő elektronbefogás intenzitás viszonya ( L / K viszony) 
10. e/ß+ viszony. 
A felsorolásban a kü lönböző módszerként a lka lmazo t t jelenségek csak igen 
tömören szerepelnek. Pl . a belső konverziós jelenségek probléma köre magába 
foglalja nemcsak a belső konverziós koefficiens és azok viszonyának meghatározását , 
ami már eddig is két kü lönböző módszer, hanem a belső párkonverzió jelenségével 
kapcsolatos méréseket is. Még ennél is gazdagabbak részletekben a szögkorrelációs 
vizsgálatok, vagy a nívó élettartam mérések nyúj to t ta lehetőségek. 
A felsorolt módszerek általában mind a ß~-, m i n d a /1+-bomló radioaktív 
magok esetében használhatók. Az utolsó két , ill. részben m é g a 8. pontban is szereplő 
módszereket azonban csak a pozitron kibocsátással, ill. elektronbefogással járó 
bomlási fo lyamatokban alkalmazhat juk, az elektron kibocsátással j á r ó radioaktív 
bomlásokban nem, így bizonyos értelemben speciális érdeklődésre ta r tha tnak számot. 
Ha energetikailag lehetséges, az elektronbefogás mellet t mindig vá rha tó pozitro-
nok fellépte is a radioakt ív magok bomlásában. A poz i t ronok viszonylagos arány-
száma azonban függ az e lbomló nuklid rendszámától , a teljes bomlási energia nagy-
ságától és az átmenet t i l tot tságának rendjétől . 
Az £//?+ viszony meghatározása nemcsak az a d o t t bomlási séma felderítése 
szempontjából fontos, h a n e m vizsgálata egy módszer a /(-bomlási elmélet és az 
a tomi elektronok hullámfüggvényének ellenőrzésére [7], továbbá az á tmenet tiltott-
ságának megállapítására, olyan esetekben is, amikor a spektrum alak vizsgálata 
esetleg nem lehetséges. Ezen mennyiségnek a mérésével á l lapí tható meg a legnagyobb 
pontossággal a Fierz-tag értéke, ill. zérus volta [8], t o v á b b á egy vitatott álláspont 
szerint érzékenyebb a matrix-elemek energiafüggő koefficienseire, mint a spektrum 
alak, az elsőrendben t i l tot t /(-átmenetek vizsgálatánál [9]. 
2. Az elß+ viszony megengedett átmenetekre 
Az e lektronbefogás és a pozi tronbomlás elágazási viszonyát a ké t folyamat 
valószínűségének a hányadosa adja . Az elektronbefogás valószínűségét, azaz a 
bomlási ál landó elméleti értékét a Möller-formulából kap juk . A Möller-formula 
megengedett í-elektron (elektron а К vagy az L, héjról) befogás esetére [7] : 
Ps = ~f-2\M\2(W0+WsYgl (2.1) 
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ahol 
g a kölcsönhatás erősségére jellemző Fermi konstans 
\M\2 a mátrix-elemek négyzet összegei, egyenként szorozva a megfelelő köl-
csönhatás variáns konstansok négyzetével, 
W0 az á tmenetre rendelkezésre álló teljes bomlási energia mc 2 egységekben, 
Ws az e lektron teljes energiája a K, ill. az L{ héjon mc 2 egységekben, 
g s a K, ill. az L j elektronok hullámfüggvényei a mag határfelületén (pontosabban 
az ún. nagy komponensek) . 
Ugyanakkor megegedett pozitron bomlásra a Fermi-formula 
P + ( Z , W)dW = |M | 2 —~Y^-pWq2Fo (Z, W)dW (2.2) 
ahol az előbbi képletben már e lőfordul takon kívül 
y0 = (1 - a 2 Z 2 ) 1 ' 2 
W a pozi t ron teljes energiája mc 2 egységekben 
p = ( W2 — 1)*, a pozi tron impulzusa, 
q = W0 — 1E a neutrínó energiája, 
£ (}(Z, tE) a mag Coulomb-terét korrekcióba vevő Fermi-féle függvény nor-
malizált f o r m á b a n 
F${Z = 0) = 1 
A két (2. 1) és (2. 2) kifejezésből adódik az elektronbefogás és pozi t ron emit-
tálás viszonyára 
j f f _ hw0+ws)gj 
ß+ w0 y J ' 
(1 + Уо)/ Wpq2FS(Z,W)dW 
1 
A formula megad ja а К és héjakról tö r ténő elektrongbefogást, ha e s helyébe e K r  
ill. eL(-et, és ugyanakkor gs helyébe gK, ill. gLj -et helyettesítünk. 
A többi héj ró l tör ténő befogás esetét itt azért nem érdemes tekintetbe venni, 
mer t olyan energiáknál, ahol már pozitronemisszió is lehetséges ( 1 E 0 > 2 , azaz 
1,02 MeV), a befogás ma jdnem teljesen az s-pályákról történik, éspedig túlnyo-
m ó a n a A-héjról [10]. A A-befogás körülbelül tízszer olyan valószínű, mint az 
Aj-befogás, míg az L m - b e f o g á s megengedett esetben nem is fo rdu lha t elő, az 
A/z-alhéjról t ö r t énő befogás pedig legalább egy, de alacsonyabb rendszámoknál 
két , három nagyságrenddel kevésbé valószínű, mint az L f -befogás [11]. 
Az sKlß+ viszonyra megengedett esetben először Feenberg és Trig g végzett 
számításokat és az eredményeket grafikusan adta meg [12]. Ezek a szerzők egyszerű 
Coulomb hullámfüggvényeket használtak és nem vették figyelembe az elektron-
buroktól e redő árnyékolási effektusokat . Zweifel számításaiban, amelyeket hat Z , 
és 18 energia ér tékre végzett el, már ezeket az effektusokat is figyelembe vette [13]. 
Az eredményeket egy táblázatban összegezte (lásd I. táblázat). 
Az I. t áb láza tban a Z értékek a kiindulási mag rendszámát jelentik, míg a IV0 
a bomlásra rendelkezésre álló teljes energia, azaz a bomló és a maradék mag 
tömeg különbségének megfelelő energia. Látható , hogy milyen erős a függés mind 
ь 
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I. T Á B L Á Z A T 
fк/ß* v iszony értékei megengedet t á tmene tekre [13] 
w V 16 29 49 84 92 
1,28 46,6 707 1,208x10" 4 , 5 6 x 1 0 ' 8 , 9 2 X 1 0 ' 
1,44 8,65 112 l , 5 8 x 103 4 , 5 0 x 10" 8 . 4 1 X 1 0 4 
1,60 2,83 33,6 425 1.03X10 4 1 , 8 4 x 1 0 " 
1,76 1,24 13,9 164 3 .57X10 3 5,01 X l O 3 
1,92 0,641 6,91 77,6 1 .57X10 3 2 , 6 7 x 103 
2,08 0,373 3,91 42,3 807 1,36 X l O 3 
2,40 0,190 1,60 16,4 289 479 
2,88 0,0613 0,597 5,86 96 ,4 158 
3,84 0,0169 0,160 1,51 23,6 39,0 
4,80 7 . 0 0 x 1 0 " 3 0,0648 0,603 9,10 15,7 
5,76 3 , 9 6 x 1 0 " 3 0,0328 0.302 4,82 8 ,05 
6,72 2 . 0 6 x 1 0 " 3 0,0188 0,173 2,82 4 ,75 
7,68 1 , 3 0 x 1 0 " 3 0,0118 0,109 1,80 3,06 
8,64 8 , 8 5 x 1 0 " 4 7,93 X10 " 3 0,0729 1,23 2,10 
9,60 6 , 2 9 x 1 0 " 4 5 , 6 0 x l 0 " 3 0.0513 0,879 1,52 
10.56 4 . 4 8 x 1 0 " 4 4,09 X 1 0 - 3 0,0377 0,652 1,13 
11,52 3 ,37X10" 4 3 , 0 7 x 1 0 " 3 0,0281 0,498 0 ,869 
12,48 2 , 6 0 x 1 0 " 4 2 , 3 7 x 1 0 " 3 0,0219 0,393 0 ,685 
II. T Á B L Á Z A T 
Pozitron bomlás i arány, , megengedett á tmenetekre 
ek*ß* 
\ Z 
MeV \ 
16 29 49 84 92 
0,143 0,021 0,0014 0,000083 0,0000022 0,0000011 
0,224 0,104 0,0088 0,00063 0,000022 0,000012 
0,306 0,261 0,0289 0,0023 0,000097 0,000054 
0,388 0,446 0,0671 0,0061 0,00028 0 ,00020 
0,470 0,609 0,126 0,017 0,00064 0 ,00037 
0,551 0,728 0,203 0,023 0,0012 0,00074 
0,715 0,840 0,384 0,057 0,0034 0,0021 
0,960 0,942 0,626 0,145 0 ,010 0 ,0063 
1,451 0,983 0,862 0,398 0,041 0 ,0250 
1,941 0,993 0,939 0,623 0 ,099 0 ,0598 
2,431 0,996 0,968 0,768 0,171 0 ,110 
2,923 0,998 0,981 0,852 0,261 0 ,173 
3,413 0,999 0,988 0,901 0,357 0 ,246 
3,904 0,999 0,992 0,932 0,448 0 ,322 
4,395 0,999 0,994 0,951 0 ,532 0 ,396 
4,885 0,999 0,995 0,963 0,605 0 ,469 
5,376 0,999 0,996 0,972 0,667 0 ,535 
5,866 0,999 0,997 0,978 0,717 0 ,593 
I 
* A táb láza t adatai ß+ hányadrészt ad ják meg, ha az (eK + ß *) = 1, a teljes bomlásbó l 
I + a 
képlet a lap ján számolva, ahol az a-k а Zweifel- táblázatában megado t t értékek [13]. Z a b o m l ó mag 
rendszáma. 
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a Z-től, mind a l+Q-tol. Waps t ra et al. magspektroszkópiai táblázatukban [14] 
interpolálva Zweifel értékeit egy diagrammot adtak meg, amelyen logaritmikus 
léptékben lá tható az eKlß + viszony változása. Ezt mutatjuk be a 1. ábrán. Az ábrán 
a Z a végmag rendszámát jelenti , míg az energia a pozi t ronspektrum maximális 
energiájának felel meg 
Me V-ben, azaz (}V0-1)-
•0,511. 
Mivel sok esetben 
közvetlenül arra va-
gyunk kíváncsiak, hogy 
a pozitronok száma, 
hogyan változik a Z, 
ill. az energia függvé-
nyében, Zweifel adatai 
alapján kiszámítottuk 
az általa megadot t Z-k-
re a pozitron spekt-
rum maximális ener-
giája, azaz ( W 0 — 1)-
•0,511, függvényében az 
adot t á tmenetekre vo-
natkozó pozi tron arányt, 
ha ( e K + ß + ) = 1, azaz 
az 1/(1+<x) értékeket, 
ahol a Zweifel táblázat 
megfelelő ada tá t jelenti 
(11. táblázat). 
Zweifel számításai-
ban több kisebb korrek-
ciót még nem vett figye-
lembe. Újabban Péri-
mait et al. [15] és De-
pommier et al . [16] vé-
geztek számításokat az 
£ K /ß + viszonyra vonat-
C 200 
0,006 f 
<ö 
0,004 
1. ábra. Az Гк/ß* viszony megengedett átmenetekre Zweifel 
számításai alapján [13] Wapstra et al. ábrázolása szerint [141. 
Z a bomlás utáni mag rendszámát jelenti, az energia pedig 
(MeV-ban) a pozitron spektrum maximális energiáját kozólag. Az előbbi főleg 
az elsőrendben tiltott 
átmenetekkel foglalkozott, de megengedettekre is végzett számítást. Pon to-
sabban figyelembe vették az elektronburok árnyékoló ha t á sá t mind a pozitro-
nemisszió, mind az elektronbefogás esetében, továbbá [16] esetében az W) 
függvényre is pontosabb ér téket használtak [17] és figyelembe vették a mag véges 
méretét. Per/man és Depommier nem adnak meg Zweifelhez hasonló táblázatot , 
hanem részben formulákat , részben egyes konkré t á tmentekre elvégzett numerikus 
számítások eredményeit. 
А 1ГГ. táblázatban [7, 16] alapján összeállítottunk egy táblázatot , kiegészítve 
néhány ú j abb eredménnyel a megengedett átmeneteknél mér t és számított £K//? + 
értékekre vonatkozólag. 
III. TÁBLÁZAT 
Mért és számított értékek az ек/ß* viszonyra megengedett átmeneteknél 
•e-
0\ 
Nuklid á tmenet 1, E n Mért értékek Számított értékek 
F 1 8 (1 + - 0 + ) 1, no 649 0,103 + 0,006 
0,065 + 0,009 
0.030 + 0,002 
(Sherr and Miller, 1954) 
(Charpak, 1955) 
(Drever et al., 1956) 
0,029 (Ре ri man et al., 1958) 
0,029 (Nguyen- Khac, 1960) 
Na 2 2 (3+ - 2 + ) 1, nem 541 0,103+0,006 
0,122 + 0,010 
0,102 + 0,008 
0,112 + 0.004 
(Sherr, 1954) 
(Alien et al., 1955) 
(Konijn et al., 1958) 
(Ramaswamv, 1959. (30)) 
0.104 (Zweifel, 1954) 
0 107 (Nguyen-Khac, 1960) 
Sc44 (2* -2*) 0, nem 1467 0,067 + 0.016 
0,021+0,019 
(Blue and Bleuler, 1955) 
(Konijn et al., 1958) 
0,444 (Zweifel, 1957) 
0,045 (Per/man et al., 1958) 
0,042 (Nguven - Khac, 1960) 
(4+ - 4 + ) 0, nem 695 0,62 + 0,11 
0,70 + 0,09 
0,68 + 0,02 
0,69 + 0,03 
(Sterk, 1953) 
(Boch, 1955) 
(Konijn et al., 1958) 
(Konijn et al., 1958) 
0,70 (Zweifel, 1957) 
0,66 (Nguyen-Khac, 1960) 
M n ' 2 (6+ - 6 + ) 0, nem 575 1,84 + 0,22 (Sehr, 1954) 
1,81+0,07 (Konijn et al., 1958) 
1,86 + 0,09 (Konijn et al., 1958) 
1,82 (Zweifel, 1957) 
1,9 (Per/man, 1958) 
1,77 (Nguven- Khac, 1960) 
C o ' 8 (2*-2*) 0, nem 472 5,4 ± 0 , 2 (Cook and Tomnovec, 1956) 5,0 (Zweifel, 1957) 
6.1 ± 0 , 8 (Grace et al., 1956) 5,2 (Périmait et al., 1958) 
5.2 ±0 ,16 (Konijn et al., 1958) 4,9 (Nguven-Khac, 1959) 
5,13 + 0,2 (Ramaswamv, 1958) 4,87 (Nguven - Khac, I960) 
5,08 + 0,17 (Ramaswamy, 1961. (10)) 
4,83 + 0,1 (Kramer. 1962. (26)) 
Cu 6 1 (3 /2- - 3 /2 - ) 0, nem 1205 0,18 ±0 ,03 
0,25 ±0 ,03 
0,22 ±0 ,03 
0,27 
0,22 ±0 ,03 
(Hunber et al., 1949) 
(Bouchez, 1950) 
(Bouchez, 1950) 
(Cook, 1951) 
(Bouchez, 1952) 
0,29 
0,29 
0,28 
(Zweifel, 1957) 
(Periman et al., 1958) 
(Nguyen-Khoc, 1960) 
C u " (1 + - 0 + ) 1, nem 657 1,75 ± 0 , 2 
2.6 ± 0 , 3 
2,32 ±0 ,28 
1,81 ± 0 , 2 
2.07 ± 0 , 2 
(Huber et al., 1949) 
(Bouchez and Kayas 1949) 
(Reynolds, 1950) 
(Plassman, 1951) 
(Plassman, 1951) 
2,18 
2,3 
2,07 
(Zweifel. 1957) 
(Periman et al., 1958) 
(Nguyen- Khac. 1960) 
Z n 6 5 (5/2- — 3/2~) 1, nem 325 28 ,0±3 ,2 
3 2 , 5 ± 6 
26 + 3 
30 
25 ± 2 
(Perkins and Havnes, 1953) 
(Sahai, 1953) 
(Avignon, 1956) 
(Perrin, 1958) 
(Gleason, 1959) 
30 
30,7 
(Zweifel, 1958) 
(Nguyen-Khac, 1960) 
Zr 8 9 (9/2+ - 9 / 2 + ) 0, nem 901 2,7 
3,7 
3 ,54± 14 
(Goldhaber et al., 1951) 
(Shore et al., 1953) 
(Monaro et al., 1961. (24)) 
2,8 
3,40 
(Periman et al., 1958) 
(Monaro, 1961. (24)) 
C d ' 0 7 ( 5 / 2 + - 7 / 2 + ) 0, nem 320 320 ± 3 0 (Bradt et al., 1945) 310 
331 
(Periman et al., 1958) 
(Monaro, 1961. [24]) 
S n 1 " (7/2+ - 9 / 2 + ) 1, nem 1510 2,5 ±0 ,25 (McGinnis, 1951) 1,5 (Periman et al., 1958) 
J 1 28 ( 1 + - 0 + ) 1, nem 245 1800 ± 4 0 0 (Langhoffet al., 1961. (31)) 2000 (a Zweifel számításain ala-
puló grafikonból [14] becsülve 
* A táblázat adatait, ahol külön irodalmi hivatkozással nent jelöljük, (7) és (16) megfelelő táblázatából vettük át. 
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A m i n t lá that juk az elméleti és a kísérleti értékek közö t t a megegyezés elég jó , 
á l ta lában 5%-on belül van . K o m o l y a b b eltérés csak a S c 4 4 esetében figyelhető'meg. 
3. Tiltott átmenetek 
Lát tuk , hogy megengedet t á tmeneteknél az e lekt ronbefogás — pozi t ron emittá-
lási viszony független a matr ix-elemektől , mivel a viszony képzésénél azok kiesnek. 
Ti l to t t á tmenetekre a helyzet sokka l bonyolul tabb és különböző', a szerint, 
hogy egyértelműen, vagy nem egyértelműen tiltott á tmenetekrő l van-e szó. 
Egyértelműen ti l tott á tmenetekre , AI = n+ 1, An = (— 1)", a viszony ál ta lában 
ismét függet len a matr ix-elemektől (16), ebben az ese tben is ugyanaz a mag 
matr ix-elem szerepel, mind az e lektronbefogási , mind a pozit ív beta-bomlás i való-
színűség kifejezésében (10). Elsőrendben egyértelműen ti l tott esetben, AI— 2; 
An = —1, például a két megfelelő valószínűségi kifejezés osztásából az adódik, 
W +1 
hogy a viszony 2 — г faktorra l nő a megengedett á tmenetekéhez képest (10). 
l + o - l 
Ugyanígy adódik a másod rendben egyértelműen tiltott esetre, AI= 3; An = + 1, 
hogy a viszony erre körülbelül annyira n ő meg, amennyi re az nőt t az elsőrendben 
egyértelműen tiltott esetben a megengedet t á tmenetekhez képest [10]. Ezeket az 
elméleti számításokat bizonyí t ja a rendelkezésre álló kísérleti ada tok összevetése 
a fenti a l a p o n számolt numer ikus ér tékekkel (IV. táblázat , [7] alapján összeállítva). 
Kísérleti a d a t o k csak e lsőrendben egyértelműen tiltott á tmene tekre á l lnak rendel-
kezésre. Legú jabban [18] sikerült a K 4 0 másodrendben egyértelműen tiltott 
bomlásábó l pozi t ronokat kimutatni , sőt ezek spek t rumát és bomlásonként i szá-
mát is megállapítani , de az eK/ß+ v iszonyra nincs ada t ebben az esetben. 
IV. T Á B L Á Z A T 
Mért és számított értékek az ek/ß* viszonyra elsőrendben egyértelműen 
tiltott átmenetekre) 1 = 2, igen) + 
Számított értékek 
Nuklid á tmene t d l , A Eß +  max Mért ér tékek Megenge-
dett Tiltott Szerző, év 
Rb 8 4 ( 2 - —0 + ) 2, yes 1700 2,86+0,36 (.Welker 1955) 0,26 0,83 Perlman et al., 
1958 
Sb122 ( 2 - - 0 + ) 2, igen 565 300+130 (Glaubman 1955) 48,6 285 Nguyen-Khac, 
1960 
300+50 (Perlman 
et al., 1958) 
49 275 + 60 Perlman et al., 
1958 
ji26 ( 2 - - 0 + ) 2, igen 1155 18 + 0,3 (.Périmait 4,6 17,3+1 Périmant t al., 
et al., 1958) 1958 
* A táblázat adatait, ahol azt külön irodalmi hivatkozással nem jelöljük [7] megfelelő táb-
lázatából vet tük át. 
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A nem egyértelműen tiltott átmeneteknél részletesebben csak az elsőrendben 
tiltott bomlások esetét, zl/ = 0 , l ; An = — 1, analizálták [15, 19, 10, 16] és — leg-
alább részben — erre ál lnak rendelkezésre kísérleti ada tok is (lásd az V. táblázatot , 
amelyet [7] alapján áll í tot tunk össze a szükséges kiegészítéssel). Ebben az esetben 
Brysk és Rose, valamint Depommier et al. szerint nem várható eltérés a megengedett 
sK/ß+ viszonytól, illetve a Coulomb-tagok túlnyomó volta miatt [10, 16] csak igen 
csekély lehet. 
A 2~ — 2 + , zl/ = 0 : An — — 1, átmenetekre mért kísérleti ada tok (V. táblázat) 
azonban a megengedett értéktől határozot t eltérést muta tnak , amely egészen 50%-ig 
felmegy. A jelenség magyarázatát Per/man és munkatársa i [9, 15], és ú jabban Wapstra 
és munkatársai [19] más-más a lapon keresik. Per/man et al. feltételezik, hogy a 
zl/ = 0 és 1 átmenetekben tekintélyes részben AI = 2 spinváltozás is előfordul. E sze-
rint tehát a z i / = 0 é s 1, An = — 1 esetekben tényleg a megengedett értéket veszi 
fel az eK/ß+ viszony, az eltérés a AI = 2 hozzákeveredésnek t u d h a t ó be. 
A másik álláspont szerint [19] az elektronbefogás pozitronemittálási viszony 
nemcsak az egyértelműen tiltott átmeneteknél, hanem az elsőrendben nem egyértel-
műen tiltott esetekben is eltér a megengedett értéktől. Hogy a két álláspont közöt t 
dönteni lehessen, további kísérleti ada tokra van még szükség [20]. A Tl 2 0 0 -ná l 
( 2 ~ - * 2 + ) éppen Nooijen és munkatársa i által legutóbb végzett mérések erősen a 
második magyarázat (20) mellett szólnak. Figyelemre méltó azonban , hogy pl . 
a szintén elsőrendben nem egyértelműen tiltott AI=\, An = — 1 esetre semmiféle 
kísérleti adat nem áll rendelkezésre. 
A magasabban nem egyértelműen tiltott átmenetekre, pl. a AI =2, An = -E 1 
másodrendben tiltott átmenetre is, az elmélet pon tosabb kijelentést nem tud tenni 
a különböző ismeretlen matrix-elem jelenléte miat t az eK/ß+ kifejezésében (az erre 
vonatkozó általános formulákat lásd [15]). Annyit azonban meg lehet állapítani, 
hogy a nem egyértelműen tiltott átmenetekben az EK/ß+ viszony értékében növekedés 
várható, a megengedett átmenetekéhez képest, éspedig annál nagyobb eltérés vár -
ható, minél nagyobb a tiltottság rendje [10]. Meg kell azonban jegyezni, hogy ennek 
az elméleti előrejelzésnek az igazolása is mindeddig hiányzott. Egyetlen adat sem 
volt ismeretes az eK/ß+ viszony értékére elsőnél magasabb rendben tiltott á tmenet 
esetére. 
4. A Fierz interferencia tag meghatározása az e/ß+ viszony mérése alapján 
Érdemes külön is kitérni arra a szerepre, amelyet az e K / ß + viszony mérése a 
Fierz interferencia tag értékének pon tosabb meghatározásában játszik. 
Mint ismeretes, a Fierz-tag a beta-bomlási valószínűség ál ta lános kifejezésében 
[21] a különböző t ípusú kölcsönhatásoknak (skalár, vektor, tenzor , axiálvektor) 
megfelelő kölcsönhatási konstansokkal szorzott matrix-elemek ( C s , Cv, Ст, С f i 
vegyes szorzataiból adódik , innen az interferencia-tag elnevezés is. A Fierz-tag 
legáltalánosabb fo rmában megengedett átmenetekre a következő a lakú [22] 
b = RejCTCv + CÏCÎQ\MF\2 + Re(C?*C* + СтСл)\Мст\г 
\\сЦ\2 + |Cs|2 + |C?j2 + \Cv\2)\MF\2 + ( |C?|2 + |ci|2 + |cî|2 + \CLA\2)\MGT\2 
Itt a felső R, ill. L indexek jobbra , ill. balra poláros neutrinóra és pozi tronra vona t -
koznak [34], a „ * " szokásosan megfelelő komplex konjugáltat , a Re pedig az i l lető 
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kife jezés reális részét jelenti. Továbbá y = ^ 1 — ( a Z ) 2 ~ 1, a pedig а finom s t ruktúra 
á l l andó (1/137). MF és MGT a Fermi, ill. a Gamow—Teller kölcsönhatásnak meg-
felelő' mag matrix-elemek. 
Elektron polarizációs kísérletekből következik, hogy 
CS—CT — CV — CA (4.2) 
és így a fenti (4. 1) kifejezés tekintet nélkül az egyes kölcsönhatási konstansok konkrét 
értékére, zérussal egyenlő. A polarizációs kísérletek pontossága azonban elég kor-
látos, így b-re tu la jdonképpen b = 0 , 0 ± 0 , 2 érték adódik. A spektrum alak és redukált 
felezési idő (ft érték) vizsgálatok analíziséből se sokkal kisebb felső ha t á r t kapunk 
a Fierz-tag felső ha tá rá ra nézve [22]. 
Igen pontos ada to t szolgáltat b nagyon kicsi, ill. zérus voltáról az EK/ß+ viszony 
kísérleti vizsgálata. A Zweifel és az előbbiekben idézett más szerzők számításai az 
e lektronbefogás — pozitron emittálási viszonyra mind a Fierz-tag elhanyagolásával 
le t tek végrehajtva. A pontos kifejezés azonban a következő [22, 23]. 
^ (4.3) 
ß + kir ^ x _ 2 b w - í 
у , 
ahol WK а К e lektron teljes energia гас2 egységekben, azaz 1 f (EK a kötési 
mc 
energia a A-héjon), a a W~x érték át lag értéke a folytonos / J + -spekt rumra . 
Az (eK/ß+)0 pedig a Fierz-tag zérusnak vételével számolt elektronbefogási pozitron 
emittálási elágazási viszony. 
A (4. 3)-ból kifejezhető a b, igen j ó közelítésben 
2
 ыр
+)о + (eklß*)W~k 
így a mért és a Fierz-tag elhanyagolásával számított érték behelyettesítésével 
(4. 4)-be megkapjuk a Fierz-interferencia tag értékét. 
Ramaswamy legújabb ilyen mérései szerint [23], amelyet а Со 5 8 m a g o n végzett 
b = - 0 , 0 0 4 + 0,014. 
Hasonlóan lehetséges elvben a magasabb rendben egyértelműen tiltott á tmenetek 
esetében is a Fierz-féle interferencia tagok vizsgálata. 
5. Kísérleti módszerek 
Egészen vázlatosan szeretnénk a következőkben ismertetni néhány kísérleti 
módszer t , amelyekkel az e K /ß + viszonyt meg lehet határozni . Az egyes módszerek 
á l ta lában nem ál ta lános érvényűek, inkább kölcsönösen kiegészítik egymást [7, 11]. 
Egyik legegyszerűbb módszer szcintillációs y-spektrumban a megsemmisülési 
csúcs és a X-befogást követő röntgensugárzásnak megfelelő csúcs összehasonlí-
tása. A szokásos korrekciókon kívül figyelembe kell venni a fluoreszcencia hatás-
f o k o t és az esetlegesen előforduló belső konverziót . Megfelelő bomlási séma esetén 
ugyancsak lehetséges az s K / ß + viszony meghatározása a megsemmisülési és a meg-
felelő y-csúcs területének mérése alapján. A szokás korrekciók természetesen itt 
is a lkalmazandók (detektálási ha tásfok energiafüggése, a csúcs-teljes spekt rumarány 
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változása). Az utóbbira egyik legújabb példa Monaro et al. mérése a Zr 8 9 -né l [24], 
míg az eló'bbit inkább csak nagyobb rendszámú nuklidoknál lehet alkalmazni. 
Lehetséges azután, ugyancsak megfelelő' bomlási séma esetén, a A"-röntgen csúcs 
összehasonlítása a y-csúccsal [25]. 
A proporcionális kamra , mint ismeretes, ál talában az alacsonyenergiájú sugár-
zások spektroszkópiai vizsgálatára alkalmas, ö n m a g á b a n is a lka lmazható EK/ß+  
viszony meghatározása megfelelő' körülmények között , éspedig úgy, hogy belső 
forrást alkalmazva a nyomás változtatásával külön számoljuk le a pozi t ronokat , 
és külön a röntgenkvantumokat , ill. Auger-elektronokat [22]. 
Mágneses /J-spektrométerekben összehasonlí thatjuk a folytonos pozitron-spek-
t rumot az Auger-elektronoknak megfelelő csúcsokkal. Ez a módszer csak magasabb 
rendszámoknál használható, ahol elég nagy energiájúak az Auger-elektronok ahhoz, 
hogy mágneses spektrométerben megbízhatóan regisztrálhatók legyenek. Az EK/ß+-
viszony meghatározásához azonban természetesen itt is, mint az előbbi módszerek-
nél is, szükség van a fluoreszcencia-hatásfok ismeretére. Elvben lehetséges az elektron-
befogás-pozitron kibocsátási viszony meghatározása a folytonos jS+-spektrumnak egy 
megfelelő belső vagy külső konverziós vonallal tör ténő összehasonlításával is, a 
szóban forgó belső konverziós koefficiens, ill. a foto, vagy Compton-effektus hatás-
keresztmetszetének ismeretében. 
Az e K / ß + viszony meghatározására szolgáló módszerek második csoport jába 
ta r toznak az olyan eljárások, amelyekben az előbbi berendezéseket koincidencia 
kapcsolásokban alkalmazzák. Proporcionál is kamra és szcintillációs technika koin-
cidenciában történt alkalmazására például egyik legújabb példa [20, 26]. 
Lehetséges azután külön forrással, más-más módszerrel, és esetleg más szerzők 
által mérni külön az elektronbefogás és külön a pozitronemisszió viszonyát a bom-
lásban jelen levő más sugárzáshoz (y-sugár, ß~- vagy konverziós elektronok) és 
ezen mérések összevetéséből határozni meg az EK/ß+ viszonyt. 
Összefoglalva tehát, az e K /ß + meghatározására szolgáló módszereknek három 
főt ípusát különböztet jük meg. Az elsőnél egy ugyanazon forrással egy ugyanazon 
berendezésben (szcintillációs számláló, proporcionális számláló, mágneses ß-spek-
t rométer) végzett mérésekkel ha tározzuk meg az elektronbefogás és a pozitron-
emisszió közti viszonyt. A második esetben ugyancsak egy adott fo r ráson végezzük 
a méréseket, de két koincidenciába kapcsol t berendezéssel. Végül, mint lát tuk, úgy 
is meg lehet határozni az elágazási viszonyt, hogy egy ado t t átmenetre külön mérjük 
meg az elektronbefogási hányadot , és külön, más forrással, más berendezéssel a 
pozi tronbomlási hányadot egy harmadik sugárzásra vonatkoztatva és ebből kiszá-
mí tha tó az EK/ß+ viszony. 
6. Az EK/ß+ viszony meghatározásának jelentősége 
és vele kapcsolatos nyitott kérdések 
Fogla l juk össze összegezésképpen, hogy milyen információkat nyerhetünk a 
magra vonatkozólag az eK/ß+ viszony kísérleti meghatározásából, továbbá, hogy 
milyen nyitot t kérdések, vagy kísérletileg nem igazolt elméleti előrejelzések vannak 
rávona tkozóan . 
Lát tuk , hogy a megengedett á tmenetek esetében a jelenlegi elmélet kielégítően 
leírja a jelenséget. Komolyabb eltérés az elméleti és a kísérleti érték között most 
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m á r csak a Sc 4 4 nuklidnál van, a C o 5 8 esetében, ahol ko rábban szintén volt eltérés, 
a legújabb kísérleti adat már igen j ó egyezést mu ta t az elméletiekkel (lásd a III. 
táblázatot ) . 
Mivel tehát a megengedett á tmeneteknél az elmélet igazoltnak tekinthető, az 
£K/ß+ viszony meghatározásával el lenőrizhetjük az elektron saját függvényeit az 
a t o m b a n , továbbá megha tá rozha t juk a befogot t elektron és az emit tál t pozitron 
hullámfüggvényeit , figyelembe véve a mag véges méreteit és az a t o m b u r o k árnyékoló 
ha tá sá t [7]. Lát tuk továbbá, hogy a Fierz-tag zérus vol tának l egpon tosabb igazolását 
is sK/ß+ mérések szo lgá l t a t j ák . 
V. TÁBLÁZAT 
Mért és számított értékek az eKlß+ viszonyra ( 1 1 = 0 , igen) 
tipusú elsőrendben nem egyértelműen tiltott átmenetekre* 
Nuklid átmenet Mért értékek 
Számítot t értékek 
Megenge-
dett Til tot t Szerző, év 
As 7 4 (2" - 2 + ) 0, igen 920 1,5 (Périmait et al., 1958) 1,17 1,47 Perlman et al., 
1958 
1,16 [19] 1,50 Hermer and 
Perlman 
1959 [32] 
1 ,69) Konijn et al., 
1 , 7 2 ) 1960 [19] 
Rb 8 4 (2- - 2 + ) 0, igen 782 5 ,1+0,4 (Perlman et al., 
1958) 
5,72 + 0,12 (Konijn et al.. 
1958 [33] 
3,4+0,3 4,2 + 0,4 Perlman et al., 
1958 
4,2 Harmer and 
Périmait, 
1959 [32] 
4,74 [ Konijn et al., 
4 , 8 6 ) 1958 [19] 
l 1 1 6 (2 - -2*) 0, igen 470 148 (Périmait et a l , 1958) 122 143 Perlman e t al., 
1958 
145 + 4 ( H armer and 125 ±7 [19] 139 H armer and 
Perlman 1959 [9] Perlman 
1959 [32] 
164) Konijn et al., 
162) 1960 [19] 
X I zoo ( 2 - - 2 + ) 0, igen 1068 110+10 (Konijn et al.. 
[19] 1960 [191 
102 + 9 (Nooijen et al.. 
1962 [20] 
57 + 2 [19] 63,4 
96) 
77) 
Harmer and 
Périmait 
1959 [19] 
szerint 
Konijn et al.. 
1960 [19] 
* A táblázat adatait , ahol azt külön irodalmi hivatkozással nem jelöljük, [7] megfelelő táb-
lázatból vettük át . 
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Egyértelműen tiltott á tmenetekre az elágazási viszony az elmélet szerint nő és 
értéke elméletileg számítható, így az EK/ß+ mérés ilyen átmenetek azonosítására 
szolgálhat, továbbá — mivel a mag matrix-elemek itt is, mint a megengedett esetben 
csak Fierz-tagok elhanyagolásával esnek ki — lehetőség nyílik itt is a Fierz-kifejezés 
és a /5-bomlás elmélet megvizsgálására. 
A nem egyértelműen t i l tot t átmenetek esetében a helyzet sokkal inkább tisz-
tázatlannak tekinthető. Az elsőrendben nem egyértelműen tiltott átmeneteknél, 
mint lá t tuk, az elmélet szerint a megengedett eK/ß+ viszonytól eltérés nem várható 
[10, 16]. M á r m o s t az elsőrendben nem egyértelműen tiltott átmenetek Al = 1, igen 
típusára kísérleti adatunk nincsen. A Al = 0, igen t ípusúaknál pedig, legalábbis 
a mért 2~ —2+ átmeneteknél a megfelelő megengedett értéktől komoly, 20—50%-os 
eltérés muta tkoz ik (lásd [20]-at és az V. táblázatot). Ezen eltérések magyarázata, 
mint lá t tuk, még nem tisztázott . Kétféle ál láspont alakult ki. Ezek egyike [19] mellett 
szól ugyan egyik legújabb kísérleti adat [20], de a kérdés azért még nem tekinthető 
lezártnak. Megemlítjük, hogy ugyanakkor a másik felfogás [9, 15] érvényessége 
esetén bizonyos matrixelemek jelenléte ( Г | £ ; у | 2 ) és ennek mértéke megbízhatóbban 
kimutatható lenne az elsőrendben nem egyértelműen tiltott átmeneteknél, mini a 
spektrum alak vizsgálatokból [9]. 
Lát tuk , hogy a AI= 1, igen típusú átmenetnél nincsen kísérleti adat az eK/ß +  
viszonyra. Perlman és munkatársa i [15] az elmélettel való összehasonlításra még 
további, a héj modell a lap ján megkülönböztetett típusú elsőrendben nem egyértel-
műen t i l tot t átmenetekre is hiányolja a kísérleti adatokat . 
M a g a s a b b rendben n e m egyértelműen tiltott bomlásokra az e K / ß + viszony 
kifejezésében az ismeretlen mag matrix-elemek is szerepelnek. Ezért ezekre vonatko-
zólag kvant i ta t ív előrejelzést nem tud adni az elmélet. Magasabb rendben nem egyér-
telműen tiltott átmeneteknél azonban az elmélet szerint az elektronbefogás — pozitron-
emittálási viszony határozott emelkedést kell mutasson a megfelelő megengedett 
EK/ß+ viszonyhoz képest. Ezek alapján megkülönböztethetők egymástól a AI = 2 
impulzusmomentum-változással járó első- és másodrendben tiltott átmenetek. 
A legutóbbi időkig azonban nem volt kísérleti adat ennek az állításnak megerősítésére, 
hogy ti. a magasabb rendben nem egyértelműen tiltott á tmenetek esetében az v j ß ^ 
viszony határozot tan nagyobb, mint megengedett átmeneteknél. Erre csak a leg-
utóbbi hónapokban született kísérleti bizonyíték a Cl 3 6 —S3 6 másodrendben nem 
egyértelműen tiltott bomlása esetében [27—29]. Szemben a ~ 90 megengedett 
elméleti értékkel [27] szerint a kísérleti érték 750. 
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A KVANTUMELEKTRODINAMIKA 
MÉRTÉKTRANSZFORMÁCIÓI* 
PÓCSIK G Y Ö R G Y 
ELTE, Elméleti Fizikai Intézet 
A kvantumelek t rod inamika mértékinvar ianciá jának néhány, az utóbbi években 
felfedezett, következményét vizsgáljuk. 1. Rögzí t jük a méitékfüggvényekkel kapcsola-
tos követeléseket. Levezetjük a 2. fo tonpropagá to r , 3. fermion propagátor , 4. renor -
málási á l l andók mér tékt ranszformáció alatti viselkedését. 5. Tanu lmányozzuk az 
ál talánosí tot t Ward-ident i tás t . Meggondolása inka t főleg Lorentz mértékben végez-
zük és lényegében csak az á l ta lánosí tot t Wick-tételre t ámaszkodunk . 
/ . §. Mértéktranszformációk 
Foglalkozzunk először az elektron-foton kölcsönhatás klasszikus elméletével. 
Lorentz-mértékben a téregyenletek mellett a négyes potenciálnak а д
ц
А
р
 = 0 fel-
tételt is ki kell elégítenie. Mint látható, az így rögzített elmélet invariáns olyan 
AB (x) - A; (x) = Ag (x) + д^ А (x) 
ф(х) — ф'(х) — exp (ieÁ(x))>l/(x) 
mértéktranszformációkkal szemben, ahol а Л(.х) mértékfüggvény a homogén hul-
lámegyenlet megoldása. 
Az alábbiakban a Lorentz-mértéken belüli, (1) alakú transzformációk követ-
kezményeit fogjuk vizsgálni. 
Az elektromágneses kölcsönhatás kvantált elméletében a Lorentz-feltételt az 
ál lapotvektorokra. Ф, felírt 
(ő„/!„)<->* = 0 (2) 
alakban fogalmazzuk meg. ( — ) jelzi a negatív frekvenciás részt. (Minthogy az á ram 
megmarad, a operá to r a homogén hullámegyenletet elégíti ki, ezért pozitív 
és negatív frekvenciás részre bontható.) Haj tsunk végre egy (1) alakú mértéktransz-
formációt, akkor a téregyenletek és (2) invariáns, ha A(x) kielégíti a 
(ЩЛ)<->Ф = 0 
пд
р
л = 0 ( 3 ) 
feltételeket. Az S-mátrix invarianciájából adódó feltétel pedig 
lim A(x) = lim A (.v) = 0. (4) 
.Vo—-« xo—*°° 
На Л(л-) c-szám, a k k o r (3) szerint П Л = 0 . Ha A(x) operátor jellegű (Л^-től 
függő vagy független), akko r • / l = á l l a n d ó . Lássuk be, hogy ez az állandó csak 
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zérus lehet, ugyanis 
(Ф, • ЛФ) = (Ф, ( • Л ) ( + ) Ф ) = 0. (5) 
A Lorentz-mértéken belüli végtelen sok mér ték tehát o lyan kell legyen, hogy 
Л(х) jellegétől függetlenül (4) mellett még O A = 0 is tel jesüljön. 
Itt jegyezzük meg, hogy a mértéktranszformációk legáltalánosabb elméletében 
Л-га csak a (4) feltételt kötik ki [1]. Egy ilyen elméletben a z o n b a n nem a téregyen-
letek, hanem a vákuum-funkcionál ra felírt egyenletek az elsődlegesek. 
Az Л-tói függő mértéktranszformációk Л-ja egyszerűen 
Л ( х ) = £ Ш ) 0
д
Л „ ( х ) (6) 
alakú. 
A kvantumelekt rodinamikában nemcsak az S-mátrix, h a n e m a propagá torok 
is érdekes és f on to s mennyiségek. Míg azonban az S-mátrix invariáns, a p ropagá to -
rok mértékről mér tékre vál toznak. Az is e lőfordulhat , hogy koordinátakülönbsé-
gektől való függésük is elromlik. Ez azzal van szoros kapcsola tban , hogy az il lető 
mértéktranszformáció az á l lapotok Hilbert-terét egy olyan Hilbert-térbe t ranszfor -
málta, melynek vákuuma nem invariáns el tolásokkal szemben. Ilyen tula jdonságúak 
a r-szám /l(x)-ek. Hogy ezt beláthassuk, ha j t sunk végre pl. a 
DlA*-y) = -iAfidAfiv) = —í<0| T{Aß(x)Av(y))\Q) (7) 
szabad foton propagá toron egy mértéktranszformációt o s z á m Л (x)-szel. A mér t ék -
transzformációt végrehajtó unitér operátort je löl je U:All—A'/i = UA^U'1. H a az 
C/ _ 1 | 0 ) = |0') t ranszformált v á k u u m |0)-hoz hason lóan eltolásinvariáns lenne, a k k o r 
minden konstans /,, eltolásra fennállna a 
(0 | T(UAll(x)Av(y) l / _ 1 ) | 0 ) = (0 ' | T(A/l(x)Av(y)) |0 ' ) = 
( о ) 
= (0\T(UAll(x+l)Av(y + l) Í7 _ 1 ) |0) 
egyenlet. (8) a zonban nem egyeztethető össze Л ( х ) függvény jellegével. 
Konkrét számításokat mindig alkalmas Hilbert-térben h a j t u n k végre. A z o k 
a Hilbert-terek, melyeknek c-szám Л felel meg, a kvantumelektrodinamikában nem 
célszerűek. A továbbiakban csak operátor-mértékekre szorí tkozunk. 
2. §. A foton propagátor szerkezete 
Határozzuk meg először a szabad elektromágneses propagátor vál tozását 
impulzustérben (1), (6) mértéktranszformációkor Afik)-*Afk) +к
ц
Р(к2)к-А(к). 
Feynman-mértékből indul junk ki, ebben a párosítás 
(9) 
A mértéktranszformáció után (9) helyett í rha t juk 
iAW)AW) = \ H k + k>)+ «W*»*, Hk+k'), (10) 
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aho l elf -t az 1 — d'( — k2(2F+k2F2)-te\ definiáljuk. A (10) p ropagá tor transzver-
zális és longitudinális részből áll. A mértéktranszformáció (longitudinális és skalár 
fo tonok) hatása mindig a d? -es longitudinális résszel van összekötve. A cßj = 0 mérték 
az ún. Landau-mérték. 
Könnyű látni , hogy az elektromágneses kölcsönhatás a fo ton propagátor 
transzverzális részét befolyásolja. Tekintsük ugyanis a fo ton propagátor t másod-
rendben az ál ta lános (10) mér tékben 
D'^ik) = D U k ) + D c „ d k ) n ' 4 k ) D c e v ( k ) , (11) 
aho l /í(lv a virtuális elektron-pozitron pár járuléka. A mértékinvariancia miat t , 
= к
л
Л ^ П szerkezete 
n,v (к) = (к„ К - к2) П (к2). (12) 
Tegyük (10), (12)-t ( l l ) -be, k a p j u k 
л ' а л
 d { k l )
 ( 0 к * к А d ? к Л m i 
Magasabb rendben is ugyanilyen típusú szerkezet adódik. d(k2) nem tartalmazza 
d f - t . így, a korr igál t foton p ropagá to r nem fizikai része longitudinális részével 
egyezik meg, ugyanakkor fizikai része mértéktranszformációval szemben invariáns. 
Valamilyen általános mér tékből kiindulva, D'liv(x—y) t ranszformációja 
Kv (x-y)~DUx-y)-idLJL XÔSX (y). (14) 
3. §. Fermion propagátor mértéktranszformációja 
A fermion propagátorok mértéktranszformációval szembeni viselkedését elő-
ször 1959-ben vizsgálták rendszeresen [1, 2]. A következőkben egyszerűen a Wick-
tétel [3] alkalmazásával vezetjük le ezen eredményeket. 
Mindenekelőtt emlékeztetünk arra, hogy a korrigált fermion propagátor , 
S f ( x ) . szabad terekkel és az S-mátrixszal kifejezhető [3] 
S f ( x - y ) = i(0\T(iP(x)f(y)S)\0X0\S\0)-K (15) 
Mértéktranszformációkor 
Sí (x-y)~ i<0| Т(е<«лЮ-А<У»ф(х) ф ( y ) S) |0>-(0| S jO)"1. (16) 
Alkalmazzuk (16)-ra az á l talánosítot t Wick-tételt: e célból fej tsük sorba az exponen-
ciális függvényt, s a sorfejtés minden tagjában ragadjunk ki egy (A(x) — A(y))-t és 
párosí tsuk rendre a mellette ál ló А, ф, S operátorokkal . Mindenképpen фЛ = 
фЛ=0. Ha A az А
ц
-tői független, közvetlenül / t S = 0. Ha Я-t (6) adja meg, akkor 
í* 
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is belá tható , hogy /15 = 0, ugyanis e k k o r az áram megmaradása mia t t 
4 ( í ) 5 = i f Т(ЛЧ)£
Х
 ( t ) S ) dx ~ f dx f dk D(k2)eikx-
(17) 
• T [ M t ) S J d y e - ^ d M y - T ) ) = 0. 
Úgy. hogy (16) át írható 
Sf(x - у) - /<0| r ^ W r " 1 « ф (x)i]/(y)S) |0).<0| 510>"1. (18) 
(18)-ban csak /I-k közti párosítások szerepelnek, ezért minden párosítást elvégezve 
kapjuk 
S'F (x - y) - S f (x - y) <017Хе'<ММ- л«)) |0) = 
= S'F(x --'.у) exp ( - Ç (Л (х)~-Л(у))(Л(х~ Л (у)) j = (19) 
= 5f- (.y - у) exp (е2 (Л(х)Л (y) - Л(0)Л(0))) . 
Amíg tehát a fo ton propagátor vál tozása tetszőleges mértékből ki indulva (14) 
szerint additív, addig a fermion p ropagá to ré multiplikatív. Ez a renormálásra van 
kihatással (lásd 4. §.). 
Vegyük észre, hogy (14) és (19) levezetése fo lyamán а П / 1 = 0 feltételt nem 
használtuk, csak (4)-et. így eredményeink igen ál ta lánosan érvényesek [2]. 
(19) az t mutatja, hogy a kvantumelektrodinamikában a fermion propagátor ra 
tett megállapítások va ló jában mér tékfüggők. 
Ha /l(.y)-et (6) ad ja , akkor 
Sf (x - y) S f (x - y) exp (ie2 f dk D2 (k2) d° (k2) (e 1 ' ^"« - 1)). (20) 
(D tiszta imaginárius). Induljunk ki Landau-mértékből , ebben a foton propagátor-
nak csak transzverzális része van. M o s t legyen 
ahol Alr-k = 0 és A^ párosí tását (10) a d j a . Akkor S'F (Landau-mértékben) (20)szerint 
viselkedik, de most D = —ik~2. Ezt az eredményt Bogoljubov a funkcionál integrál 
módszerrel származtatta [3]. 
Az elektron-foton vertex-függvény viselkedését is könnyű n y o m o n követni. 
Minthogy a vertex-függvény lényegében az elektron p ropagá to r inverzének funkcio-
nál derivált ja, adódik, hogy mér tékt ranszformációkor a (19)-beli exponenciális 
függvény inverzével szorzódik. Ez a r r a vezet, hogy a renormálási á l l andók közti 
egyenlőség mértéktranszformációkor n e m romlik el. így a kvantumelektrodinamika 
renormálásával kapcsolatos, mértéktranszformációktól származó nehézségek sem 
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merülnek fel. Másik következmény: Zumino megmuta t ta [2], hogy Kálién renormál t 
elektrontöltés eltűnésére vonatkozó bizonyítása nem mértékinvariáns egyenleteket 
is felhasznál. 
Megjegyezzük, hogy a (19)-szerű exponenciális szorzók fellépése nem az elektro-
mágneses kölcsönhatás, hanem inkább a vektor terek és derivált csatolások tulaj-
donsága [4]. 
4. §. Renormálási állandók 
Az előbbiek kiegészítéseképpen, határozzuk meg a renormálási á l landók mér-
tékfüggését. Vizsgáljuk először az S'F-1 renormáló Z 2 változását. Z 2 - t a renormála t -
lan Heisenberg ф
н
(0) operátor fizikai vákuum és elektron állapot közt vett mátrix-
eleme definiálja, 
(0|<M0)l/>) = Zl2l2u(p). (21) 
Mértéktranszformációkor a (21) mátrixelemben ф
н
(0) változik 
z ] / 2 u(p) — (0| (0) eUÁ"m\p). (22) 
A redukciós technika alkalmazásával [5] a \p) ál lapotból kivehető egy elektron 
operátor , így 
zl'2mp)~K(0| Т(фн(0)е,еИн(0)фн Ск))Ю) = 
= К(0[ Т(ф(0)е'еЛ{О)ф+ ( j ) S ) | 0 ) ( 0 | S | 0 ) ~ ' . (23) 
Itt К a redukciós eljárás során belépő operációkat tartalmazza. A (23)-ban meg-
jelenő vákuumértékre a Wick-tételt a lkalmazhat juk. Amint a 3. §-ban megmuta t tuk , 
eieAiO) vákuumértéke kivehető, ezért 
z]'2 u{p) - exp ( - e-2 Ж 0 ) Л (0) )Кф\ Т(ф (0).A + ( j ) S ) |0>-
• (0 | 5 | 0 )~ 1 = Z\ßu(p) exp Ж 0 / 4 ( 0 ) j . 
(24) 
Hasonlóan lá tható, hogy a foton propagátor Z 3 renormálási á l landója mérték-
t ranszformációkor változatlan. Ez a (13) alakból közvetlenül is látszik. (Csak a 
transzverzális rész renormálódik.) A vertex-függvényt Z , 1 renormálja és Z 3 = Z 2 
(lásd 3. § vége). Összefoglalva 
Z , - Z t exp ( - e 2 Ä ( 0 ) ) 
Z , = Z 2 - Z 2 e x p ( - e 2 . 4 ( 0 / 4 ( 0 ) ) (25) 
Z 3 " 
(25)-ből az a fontos tény is látható, hogy a mértéktranszformáció invariánsul 
hagyja a renormál t és renormálat lan töltés közti kapcsolatot . 
Mint (19)-ben, (25)-ben is, exponenciális fak torok belépése az elektron-longi-
tudinális és skalár fo tonok „kölcsönhatásának" eredménye, ezért valóságos fizikai 
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állí tásokon nem vál toztatnak. Ez onnan is látszik, hogy az S-mátr ix elemeket a 
-T 2T 
lim — dx0, l im— dx0 operációk renormált Green-függvényekre való alkal-
r->~ г j I J 
-2T 
mazásával kapjuk [6] (középértéktétel és (4)!). 
5. §. Általánosított Ward-identitás 
A renormálási á l landók mértékfüggésének vizsgálatánál láttuk, hogy a Z t = Z 2 
egyenlet mértéktranszformációkor nem romlik el. Másrészt ez az egyenlet a Ward-
identitás következménye. Innen azt gondolhat juk, hogy a Ward-identitás is minden 
mértékben teljesül. A lább megmuta t juk , hogy ennél sokkal t öbb is m o n d h a t ó : 
nevezetesen minden mértékben igaz az ál talánosítot t Ward-identitás [7]. 
Definiáljuk egy tetszőleges mér tékben а Г f x , у) vertex-függvényt 
<0!Г(1/+х)|ф(х')Д(,и)£)|0><0|5!0>-1 = le fdçdqdC 
- Í ' (26) 
s'F(x - or»(i-Ц,Ц-QSKC - -У) 
és vizsgáljuk (26) baloldalát . (26) baloldalát fe jezzük ki Landau-mértékben (0-
index). Jelölje Á{x) azt a mértékfüggvényt, amely a kiindulási Landau-mértékből 
a (26)-ban szereplőbe (tetszőleges) visz át, akkor a szokott módon 
<0! T(iß0(x)ljt0(xjAtl0(y)S)\0)^(0\ Т{ф0(х)ф0(х')Ар0(у)БЩ-
•exp <0| T(A(x)-A(x')f |0>) +<0 | T(iß0(x)f0(xjS)\0)- (27) 
•<0| Г(ехр (ie (Л (x) + Л ( x ' ) ) R Л (у)) [0). 
(27) legutolsó vákuumértékét így í rhat juk 
^ <0| Г exp [ie(A (x) - Л ( x j + ~ д„Л(у)) |0>j 
A=0 
A = 0 
= J r exp e l <0| T(A (x) - Л ( x j + ~dltA (y)f |0 ; j 
fc<0| T(A (x) - Л (x'))c„ Л (y) |0) exp ( -- ^  <0| T(A (x) - A(xjf |0) 
(28) 
Tegyük (28)-at (27)-be és deriváljunk y p szerint, kihasználva a Landau-mérték 
transzverzalitását, kap juk 
a;<0| T(f(x)ip(xjAft(y)S)\0) = eSj(x-xj-
2 ^ -x „ ^ (29) 
•(5(l)2(A(x)A(y)-A(xjA(y)). 
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Most deriváljuk (26)-ot y,A szerint, vegyük tekintetbe, hogy £)(„-bői Z>%0 kiesik, 
s a k a p o t t egyenletet tegyük egyenlővé (29)-cel. Four ie r - t ranszformál takra térve át. 
egyszerűen 
- i ( p - q y s f ( p ) r v ( p , g)shq) = sf(p)~ s'p(q). (30) 
Ezzel megmuta t tuk , hogy az ál ta lánosí tot t Ward-ident i tás , (30), a kvan tum-
elek t rodinamikában minden mér tékben fennáll . 
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GŐZTÉRBEN VÉGBEMENŐ ANYAGTRANSZPORT 
VIZSGÁLATA Na2 4Cl-D\L* 
T U R C H Á N Y I G Y Ö R G Y , H O R V Á T H T Ü N D E és T A R J Á N I M R E 
Orvosi Fizikai Intézet, Budapest 
Egyik előző do lgoza tunkban néhány tapasztalatról számol tunk be együtt tem-
perál t NaCl lemezek hőkezelésére vonatkozólag [1] (1. ábra) . Most néhány mérési 
e redményünket ismertet jük, melyeket a lemezrendszerbe vitt N'a2 4CI eloszlására 
k a p t u n k . 
A N a 2 4 C I gamma-sugárzásának felezési ideje kb. 15 óra , felezőrétegének vastag-
sága ó lom esetén kb. 16 mm. Méréseinkhez az aktivitást oldatban kap tuk , még-
pedig rendszerint 2 m C / c m 3 hígítás-
ban . Az aktív oldatot a kívánt mennyi-
ségben a kristály felületére pipet táztuk, 
ma jd inf ravörös lámpa alatt bepárol tuk . 
Temperá lá s után a kristálylemezeket, 
illetve azok megmérni kívánt részét 
1—2 c m 3 vízben oldva, normál kémcső-
ben üreges NaJ (T l ) kristállyal lS72-es 
decimái scalerrel mér tük ki. 
Minden nyomjelzős mérés problé-
mája , hogy ioncsere lép fel az aktív és 
nem aktív ionok közöt t . Esetünkben 
is csak kellő óvatossággal szabad a 
t emperá lás után a lemezekben talált 
akt ivi tásból a lemezrendszerben a tem-
perálás alatt lezajló fo lyamatokra következtetni . Azt biztosan ál l í that juk, hogy a 
N a 2 4 C l molekulák jelzik azt az utat, amelyet a vele aktivált lemezek molekulái 
a t emperá lás alatt bejárnak. 
Az ioncsere következtében egy aktivált felület elpárolgás folytán sohasem 
szabadul meg teljesen az aktív ionok jelenlététől. Ez éppen úgy kiértékelési nehéz-
ségekhez vezet, mint az, hogy a párolgási fo lyamatban elsősorban a felületi aktív 
molekulák vesznek részt, nem pedig a kristálylemezre vitt egész aktivitás. A kapot t 
akt iv i tásokat mindig csak relatíve lehet tekinteni, mert nyilván a bevitt akt ivi tás 
ér tékétől is függ a nem aktivált lemezekben a temperálás után talált aktivitás értéke. 
1. A lemezrendszer egyes tagjaihoz tartozó molekulák elterjedése a töhhi lemezen 
A lemezek egyikének valamelyik felületére az említett m ó d o n aktivitást vittünk 
fel, m a j d temperálás után az egyes lemezeket kettérepesztet tük és mé r tük az alsó, 
ill. felső felületeken, valamint az e 'választó gyöngyökön lerakódot t aktivitást . A gyön-
-600° 
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gyök aktivitását, „visszaadtuk" az alattuk levő felületnek, bár a r á juk lerakódott 
aktivitás, amint ez a 2. ábra idevonatkozó adataiból kitűnik, m a g u k o n a lemezeken 
kapott aktivitáshoz képest általában elhanyagolható, az illető felső felület aktivitásá-
nak legfeljebb 10%-a volt. 
A 3. ábrán a 2. ábra elrendezése szerinti aktiváláskor kü lönböző helyzetű 
lemezek különböző felülete, kü lönböző kályhák, különböző hosszú ideig tör ténő 
temperálás esetében ad juk meg az 
egyes lemezek akt ivi tásának eloszlását 
a lemezrendszerben. A 3. ábra adatai-
ból lá tható , hogy 
1. mindegyik lemez molekulái el-
ter jednek és beépülnek a lemezrendszer 
valamelyik tag jába : 
2. a szomszédos lemezekbe beépült 
molekulák mennyisége exponenciáli-
san N = N0e~ká törvény szerint csök-
ken, aho l d az aktív lemezektől számí-
tott távolság; 
3. a lemezrendszer legszélső tagjait 
leszámítva Д, tehát a „felezőréteg" vas-
tagsága (kb. 2—3 m m ) nagyjából füg -
getlen 
a ) a temperálás idejétől; 
b) az egyes ká lyhák hőmérsékle-
teinek kisebb eltéréseitől; 
c ) a lemezek helyzetétől: attól. 
hogy 
d) a lemez alsó vagy felső felü-
lete volt-e aktív; 
e ) a lemezrendszer tagjainak alsó 
vagy felső felületén vizsgáljuk-e a be-
épülést; 
f ) az aktivált lemeztől felfelé 
vagy lefelé vizsgáljuk-e az aktivitás 
terjedését. 
4. Akár a felső, a k á r az alsó felü-
letet aktiváltuk, temperálás után felfelé 
mindig az alsó, lefelé pedig a felső 
felületek mutatnak (3- 4-szer) nagyobb 
aktivitást. 
5. Valamennyi lemezről származó aktivitás a legtöbb esetben aránylag jelentős 
mértékben jelentkezik a tégely alsó részében. 
Az exponenciális beépülés törvényét más oldalról adta vissza a következő 
mérésünk. Aktivált felület fölé 2 m m távolságtól kezdve a távolságot 2— 2-mm-rel 
növelve 22 mm távolságig 1 — 1 ó rán át 1 — 1 lemezt tettünk. A lemezekbe beépült 
aktivitás a távolság függvényében m o s t is exponenciálisan csökken. A felezőréteg 
vastagsága csaknem kétszer akkora , mint lemezrendszer esetén (4. ábra а görbe). 
a ' 8,8 • 106 
1438461 
193296 
45003 
15283 
- 0 
- 154 
4000 
- 65737 
170088 
13865 
2. ábra. Az 5,9 cm mélységben levő lemez alsó 
felületére akt ivi tást v i t tünk fel, majd 15 ó r á s tem-
perálás u t án megmér tük az aktivitás el terjedését 
a lemezrendszer tagja in és az elválasztó gyöngyö-
kön . Az áb rán baloldal t megadjuk az egyes le-
mezek felső felületének a tégely szájá tó l való 
távolságát cm-ben, a ra jz közepén a lemezeket 
sematizáló vona lakon a felső, ill. alsó felületen 
a hőkezelés u tán talált aktivitást a há t t é r levo-
nása u t án beütés/percben, jobboldalt pedig a 
gyöngyökön lerakódot t aktivitást (a hát tér t 
ugyancsak levonva). 
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H a a z e g y e s l e m e z e k b e b e é p ü l t a k t i v i t á s t k o r r i g á l t u k — t e k i n t e t b e v é v e a z t , h o g y 
k ö z b e n a z a k t í v l e m e z a k t i v i t á s a l e b o m l á s , p á r o l g á s f o l y t á n c s ö k k e n ( e n n e k m é r t é k é t 
is k i m é r t ü k ) , a k k o r a 4 . á b r a b g ö r b é j é h e z j u t o t t u n k . E z u t ó b b i t e h á t a z t m u t a t j a , 
h o g y a n c s ö k k e n n e a b e é p ü l é s a l e m e z e k k ö z ö t t i t á v o l s á g f ü g g v é n y é b e n , h a a n e m 
a k t í v l e m e z m i n d i g u g y a n a k k o r a a k t i v i t á s ú l e m e z f e l e t t v o l n a . 
3. ábra. Aktivitást vittünk fel valamelyik lemez alsó, ill. felső felületére. Tentperálás után a iemezekcl 
kettérepesztettük, és megmértük az egyes (alsó: o, felső: 1) felületek aktivitását. Az ordinátára 
a mér t aktivitást a háttér levonása után beütés/percben adjuk meg, az abszcisszára az egyes lemezek 
felső felületének a tégely szájától való távolságát mértük fel cm-ben: 
a 1. sz. kályha, 27,5 órás temperálás (vegyük észre, hogy az aktivált lemez aktivitása (A) egy 
nagyságrenddel nagyobb, mint a többi esetben); b — 5. sz. kályha, 38 órás temperálás; с 
l . s z . kályha, 60.5 órás temperálás; d l . s z . kályha, 25 órás temperálás; e l . s z . kályha, 
27 órás temperálás; f 6. sz. kályha. 15 órás temperálás. 
Г 
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2. Két szembenfekvő felület kölcsönhatásának vizsgálata 
A lemezrendszer kb. 8 cm mélységében levő tag jának felső felületére aktivitást 
v i t tünk föl, majd 11 órás temperálás után az aktivált lemezt és a felette levő lemezt 
25 részre darabol tuk. A részecskék aktivitását (beiités/percben mérve) súlyukkal 
osztva megkaptuk a ra j tuk megmaradt , ill. 
a rájuk lerakódott aktivitás átlagos érté-
két. Az így kapot tak közül a legkisebbet 
vettük egységnek. Amint az 5. ábrán közölt 
mérési adata ink muta t ják , a két aktivitás-
eloszlás eléggé megfelel egymásnak. 
A mégis meglevő eltérésnek egyik oka 
lehet az, hogy az egyes, kb . 5 x 5 m m 2 felü-
letü kristályokon az aktivitás eloszlásának 
erős inhomogenitása következtében az egyes 
részek azonos méretére olyan mértékben 
kellene ügyelnünk, amelyet nem tudtunk 
megvalósítani. — Egy másik ok lehet az, 
hogy az elválasztó gyöngyök akadályozzák 
a kristálylemezek egymás felé forduló felü-
leteinek kölcsönhatását . 
Ez okozza a 6. ábrán közölt mérési ada-
toknak nem teljes megfelelését is. Ekkor a kb . 
6 cm mélységben levő lemez alsó felületére 
vittünk fel aktivitást és vizsgáltuk 27 órás 
temperálás után az aktivitás-eloszlást az aktív 
alsó és az alatta levő, eredetileg nenvaktív 
lemez felső felületén. A lemezeket elválasztó 
gyöngyöket a sarkokra helyeztük. Temperá-
lás után a lemezeket 16 részre osztottuk, 
megint meghatároztuk az aktivitás/tömeg 
(beütés/mg. perc) hányadost , majd az össze-
hasonlíthatóság érdekében megint ezen utób-
biak közül a legkisebbet tekintettük egység-
nek, így kaptuk meg az ordinátákra felírt 
relatív értékeket. A 6. ábrán az oszlop szerinti 
eloszlást is megmuta t juk . Jól lá tható, hogy a gyöngyökkel nem fedett 2. és 3. sor, 
ill. В és С oszlop egyezése kielégítő, a többinél is csak azoknak a pontoknak 
helyzete -nem megfelelő, amelyeket a gyöngy elfedett. 
Más, hasonló méréseink is azt muta t ták , hogy nemcsak a felső felület rajzolja 
fel a maga tükörképét a felette levő, tehát hidegebb alsó felületre, hanem fordítva 
is: az alsó, hidegebb felület is á t fo rmál ja „a maga képére" az alat ta levő, melegebb 
„ c s a k " párolgó felületet! 
Megjegyezzük, hogy izotóp nyomjelzővel k imérhető az is, hogy a két egymás-
felé forduló lemezfelület kölcsönhatása esetünkben milyen távolságban mosódik el. 
A mérést a következő módszerrel végeztük el. Inhomogén eloszlásban aktivitást 
vi t tünk fel egy 8 cm mélységben elhelyezett lemez felső felületére. A lemez fölé 
2 U В 8 10 12 14 16 18 20 22 28 mm 
4. ábra. Aktivált felület feletti lemezek 
a lsó felületén beépült aktivi tás a lemezek 
távo lságának függvényében. A temperálás 
ideje mindig 1—1 óra vol t . Az a görbét 
k a p j u k , ha a lemezeken kapot t aktivitást 
minden korrekció nélkül vesszük, min t 
a h o g y ezt a 3. áb rán t e t t ü k ; a b görbéhez 
j u t u n k , ha a mérési eredményeket korr i -
gá l juk az aktív lemez akt ivi tásának tem-
perá lás alatti ( lebomlás, páiolgás) csök-
kenése mia t t . 
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5. ábra. Aktivált felső felület aktivitásának letükrözödése a felette levő alsó felületre. Az x jelzésű 
adatok az eredetileg akt ivál t (felső) felület, az о jelzésű ada tok a temperálás alat t aktiválódott 
(alsó) felület adatai. Az „1 . so r " aktivitás eloszlásnál feltüntettük a két lemez helyzetét és részben 
a da rabo lás módját. Az alsó lemez felső felületéie vittünk fel aktivitást , a lemezrendszert temperál-
tuk, s temperálás után az aktivált lemezt, m a j d a felette levő lemezt 25 — 25 részre osztva mértük 
az egyes kis részek aktivi tását , melyet tömegükkel osztva, megkaptuk átlagos aktivitásukat. Az 
ordinátán az aktivitást relatív egységekben a d j u k meg. Az egyes lemezek 25-öd részére kapott 
beütés/mg. perc értékek közül a legkisebbet egységnek véve, kap tuk az ordinátán feltüntetett érté-
keket. Az abszcisszán megadot t számértékek darabszámok. 
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6. ábra. Aktivált alsó felület aktivitásának letükrözödése az alat ta levő felső felületre. Az x jelzésű 
a d a t o k az eredetileg aktivált (alsó) felület, az о jelzésű a d a t o k az előbbi a l a t t levő (felső) felület 
ada ta i . Az 1 jelzésű részábránál, az 1. so r aktivitás eloszlásának ábrázolásán kívül feltüntettük 
a lemezek feldarabolásának módját is. A temperálás u tán a két felületet 16 — 16 részre osztot tuk, 
megmér tük az egyes kis részek aktivitását, melyet tömegükkel osztva megkaptuk átlagos aktivitá-
suka t . Az utóbbiak közü l a legkisebbet egységnek véve, k a p t u k az ordinátán feltüntetett értékeket. 
Az abszcisszán megadot t értékek darabszámok. 
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azonos időn, 1 — 1 órán át kü lönböző távolságra másik lemezt helyeztünk, majd 
ezt az előbbi m ó d o n 25 részre feldarabolva kimértük, kiértékeltük. A mérési ered-
ményeket a 7. ábra mutat ja . Amint lát juk, teljes homogenitást csak 25 m m távolság-
ban kaptunk. 
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X X X X 
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7. ábra. Aktivált felső felület fölé 1 — 1 órára különböző távolságokra 1 — 1 lemezt helyeztünk, 
ma jd a lemezeket 16 — 16 részre vágtuk. Az egyes kis lemezkék aktivitását az egész lemez tömegével 
megszoroztuk (korrekció azonos vastagságra), majd osztottuk maguknak a lemezkéknek a tömegével 
(átlagos 1 mm 2 felületre), majd a legkisebb aktivitást muta tó lemezke aktivitásával. Az így kapot t 
értékek adják a kristálylemezek aktivitását önkényes egységben. Az ábrán az egyik, egymás fölé 
eső sorhoz tar tozó lemezkék aktivitását adjuk meg. 
.(. A lemezrendszer által alkotott résekben lejátszódó folyamatokról 
A lemezrendszer egyes tagja inak felső vagy alsó felületére (vizes ragasztással) 
kis, kb . 5 X 5 X 1 m m 3 méretű lemezkéket helyeztünk. A lemezkék szabadon marad t 
felülete aktiválva volt, az aktivitás értékét megmértük temperálás előtt, temperálás 
u tán . Megmértük ezenkívül temperálás után a gyöngyökre került aktivitást, és a 
lemezeket kettérepesztve : alsó és felső felületük aktivitását. 
A 8. ábrán két 24 órás temperálás adatait tünte t tük fel. Az ábrából egyúttal 
l á tha tó a temperálási elrendezés is. A 8a ábrán a lemezkéket az egyes lemezek 
szélére, a 8b ábrán pedig a közepére tettük. Mindké t ábrán a tégely baloldalán 
— kívül — levő értékek az egyes lemezek helyét ad ják meg mm-ben. A két mérés 
mm-ada ta i között i eltérést az egyes lemezîk vastagságának különbözősége okozza. 
A lemezek közötti rés most is, mint minden esetben 7,5 mm széles volt. A 8. ábrán 
a tégelyalak jobboldalán a gyöngyök aktivitásának értékét ad juk meg beütés/perc-
ben. Megjegyezzük, hogy a mérési adatokból m á r levont hát tér 200 beütés/perc 
volt általában. Éppen ezért a há t té r levonása után megmaradt pl. 50 beütés/perc 
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és alatti értékeket, mint a hát tér ingadozásába esőket, csak fenntartással 
szabad elemezni. A 8. ábrán a lemezek felső felületére írt számok a temperálás után 
a fe lső felületen megjelent és a kis lemezkéken megmaradt aktivitás együttes értékei 
beütés/percben. Az alsó felületekre írt értékek a temperálás után ezeken megjelent 
aktivitás. A felső felületekre írt értékeket úgy tekinthetjük, mint a szemközti alsó 
и 
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21239 
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8. ábra. Ké t 24 órás temperá lás adata i : a ese tben aktivált felületű kb. 5 x 5 x 1 m m 3 méretű lemez-
kéket helyeztünk az egyes lemezek felső felületére — olda l t ; b esetben pedig a lemezek közepére. 
A tégely alak baloldalán az egyes lemezek felső felszínének helyét mm-ekben, jobbo lda lán pedig 
a gyöngyökre lerakódot t aktivi tás ér tékét a d j u k meg beütés/percben. A lemezek felső, ill. alsó 
felületére írt értékek a temperálás u tán ezeken fellelhető akt ivi tás beütés/percben. A %-ér tékek 
azt m u t a t j á k , hogy a felső felületek ak t iv i tásának hány % - a a velük szemben levő felületé. 
felületekre ható aktivitás mértékét, melynek hatását úgy értékeltük ki, hogy hány 
%-a az alsó felületen talált aktivitás az alatta levő felső felületen megmaradtnak . 
Amint a 8. ábrából látható, nagyjából mindegy, hogy az aktivált lemezkét hogyan 
helyezzük el, a lerakódások százaléka eléggé azonos. 
Az egyes lemezek felületén lejátszódó folyamatokra ad felvilágosítást a 9. ábra. 
A 9a áb rán bemutatot t mérési eredményeink arra az esetre vonatkoznak, amikor 
az egyes lemezek felső felületének 4—4 sarkára helyeztünk el lemezkéket, s mértük 
a lemezkék aktivitásának a temperálás hatására bekövetkezett százalékos csökke-
nését 54 órás temperálás után. Az egyes kis lemezkék aktivitása nyilván egymásra 
is ha to t t , de tapasztalataink szerint a lemezkék kölcsönhatása, mint az a 9b ábrán 
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összehason l í tha tóság é rdekében m e g a d o t t , és egyenként elhelyezett lemez-
k é k r e v o n a t k o z ó akt ivi tásveszteségek ada t a i m u t a t j á k , n e m jelentó's, az a és b áb ra 
gö rbé inek l e fu t á sa alig k ü l ö n b ö z i k . Az együt t t emperá l t 4 — 4 lemezke akt ivi tás-
vesztesége egyút ta l a r ra is felvi lágosítást ad , hogy m e k k o r a m é r é s ü n k szórása . 
Amin t a 9. á b r a m u t a t j a , a kis l emezek ak t iv i táscsökkenése igen je lentékeny 
lehet , kb . 6 7 cm mélységben maximál i s , itt k b . 50 ó rás t emperá l á s u tán eléri a 
80%-ot . 
Kérdés , h o v a kerül a kis lemezek ak t iv i t á sa? 
A kérdés megválaszo lása é rdekében sz i sz temat ikusan megvizsgá l tuk , hogy a 
lemezrendszer egyes t a g j a i n a k közepére helyezett egy-egy kis, ak t ivá l t felületű 
lemezke ak t iv i tása hogyan csök-
ken a t emperá l á s idejének függ-
vényében, m e n n y i kerül ebbó'l a 
lemezkéhez t a r t o z ó kristály felü-
letére és menny i a szemközt i 
felületre . 
Min t a p é l d a k é p p e n b e m u -
t a t o t t 9. á b r a mérés i eredményei 
m u t a t t á k , t e m p e r á l á s fo ly tán á l ta-
l á b a n a kis lemezek akt ivi tása 
igen n a g y m é r t é k b e n csökken . Az 
„ e l t ű n t " ak t iv i tás egy része, min t 
az a 8. á b r á b ó l is l á tha tó , meg-
t a l á lha tó vol t az akt ivál t lemez-
kével szemközt i felületen, másik 
része pedig m a g á n - a vele érint-
kező' felületen. Ez a két felület egy 
rést a lkot , és e n n e k „ z á r t s á g á t " 
a b b ó l í tél tük meg , hogy a benne 
összesen (kis lemezen, ez alat t i és 
a vele szemközt i fe lületen) a tem-
perá lás u tán ta lá l t akt ivi tás hány 
százaléka a n n a k az akt iv i tásnak, 
amelye t a kis lemezek hőkezelés 
né lkül egyszerű lebomlás mia t t 
m u t a t t a k vo lna . A m i n t a m o s t 
köve tkező t á b l á z a t o k m u t a t j á k , 
a z akt ivi tás 75—100%-ig m e g m a -
r a d a szemközt i fe lületek a lko t t a 
résben , t ehá t a hőkezelés a la t t v é g b e m e n ő f o l y a m a t o k zöme c s a k u g y a n ezeken 
a réseken belül j á t s z ó d i k le. 
A t á b l á z a t o k b a foglalt mérés i e r e d m é n y e k megí té lésekor szemelő t t kell t a r t a -
n u n k , hogy az egyes lemezek akt iv i tása , a m i n t azt az 1. p o n t b a n m e g m u t a t t u k , 
h a b á r exponenc iá l i san c s ö k k e n ő mér t ékben , de mégis á t t e r j ed m i n d k é t i r ányban , 
felfelé és lefelé a szomszédos lemezekre . Meg jegyezzük az t is, hogy k ü l ö n ö s e n a 
m a g a s a b b hőmér sék l e tű , t ehá t a tégely a lsó részében levő lemezek szétválasztása 
b i zonyos p o r l ó d á s s a l j á r , és így ezek a mérési a d a t o k j o b b a n szó rnak . Az t is tek in te tbe 
kell vennünk , h o g y végeredményben két k ü l ö n b ö z ő időben elvégzett ak t iv i tásmérés 
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9. ábra. A lemezrendszer tagja inak felső felületére helye-
zett kis, kb . 1 x 4 x 5 m m 3 méretű lemezkék aktivitásá-
nak csökkenése a tempeiá lás ha tása a l a t t : a — abban 
az esetben, ha az egyes lemezek sarkai ra 1—1 lemezkét 
helyeztünk; b— ha az egyes lemezek közepére helyez-
tünk egy kis lemezt. 
I. TÁBLÁZAT 
Az aktivált lemezke felül. 
A temperálás után a kis lemezek elpárolgási veszteségének a résben megtalált mennyisége százalékosan. A temperálás idejét órában, az aktivált 
kis lemezke alatti felületnek a tégely szájától számított távolságát mm-ben adjuk meg. 
6 órás 10 órás 10 órás 14 órás 24 órás 24 órás* 28 órás* 28 órás 55 órás 55 órás 
mm V /о mm % mm % mm / о mm % mm V /о mm /о mm 1 ° / /о mm % mm V /о 
15 102 10 101 11 102 17 96 15 99 8 102 8 100 7 89 90 13 Î 85 
26 101 20 101 22 101 28 98 25 92 17 100 17 98 15 91 23 88 24 i 8b 
36 100 30 91 31 99 39 93 34 93 27 99 27 98 24 95 33 87 35 Í 8 4 
46 103 40 89 40 99 49 97 45 89 38 99 37 95 33 95 43 89 44 82 
56 94 50 92 49 93 60 98 56 94 47 93 45 95 42 89 54 91 55 У 79 
64 91 60 90 59 92 70 95 64 95 57 96 54 92 52 86 63 89 62 1 75 
76 84 68 86 69 93 80 95 74 97 67 83 63 90 61 95 73 79 
85 86 79 83 76 91 81 86 71 99 70 83 83 87 
88 89 87 99 79 93 81 78 
* Az aktív lemezke nem középen, hanem oldalt volt. 
II. TÁBLÁZAT 
Az aktivált lemezke alul. 
A temperálás után a kis lemezek elpárolgási veszteségének a résben megtalált mennyisége százalékosan. A temperálás idejét órában, az 
aktivált lemezkéhez tartozó lemez felső felületének a tégely szájától számított távolságát mm-ben adjuk meg. 
11 órás 11 órás 14 órás 14 órás 24 órás* 24 órás* 30 órás** 30 órás 46 órás 46 órás 51,5 órás 55 órás 
mm /о mm V /о mm % mm % mm V /0 mm % mm V /0 mm /о mm % mm % mm ; V /о mm % 
1 87 0 88 3 102 5 104 0 95 5 95 5 99 0 108 8 99 2 103 
11 100 9 86 13 111 13 98 16 91 14 96 9 101 19 99 12 84 
22 87 17 88 25 108 24 103 18 106 15 99 25 93 25 90 19 99 27 100 21 87 
30 90 27 87 36 104 33 108 29 88 35 76 35 94 29 102 35 103 30 100 
40 81 36 87 47 98 44 100 37 102 35 97 44 97 45 100 39 95 45 [ 102 40 95 
52 84 46 86 55 96 55 98 55 88 56 92 49 93 55 85 50 100 
62 83 55 80 64 98 65 99 57 93 55 95 59 82 63 76 67 95 60 95 65 ! 89 60 77 
72 83 65 75 74 78 74 92 71 86 73 89 70 90 
75 76 76 85 75 91 84 86 
* Csak minden 2. lemezen volt aktív lemezke. 
** Csak minden 3. lemezen volt aktív lemezke. 
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eredményét kellett összehasonlí tanunk, melyhez azonos mérésgeometriai feltétele-
ket teljes mértékig biztosítani szükségképpen nem sikerült. 
A Na2 4Cl-dal végzett méréseink jó l mutat ják , milyen erős kölcsönhatásban 
vannak az együtt temperál t p róbada rabok . Erre is gondolnunk kell tehát , amikor 
szokás szerint a feszülések elkerülése érdekében saját anyagának törmelékén, mint 
alátéten végezzük el a temperálást. 
Úgy véljük, hogy az együtt temperál t p róbadarabok kölcsönhatása nemcsak 
egyszerű diffúzióval vagy a térben levő áramlás folytán vándorló gőzmolekulákkal 
van kapcsolatban, h a n e m a már Kowarski [2] által megfigyelt, G. G. Lemmlein, 
E. Dukova és A. A. Csernov [3] által részletesen tanulmányozot t ún. tú lhűtöt t cseppek 
út ján is (10. ábra). A két szemben f o r d u l ó felület szabályos kölcsönhatása valószí-
nűvé teszi, hogy a temperá ló térben kisebb-nagyobb részecskék kavarognak, meg-
t apadnak a felületeken, esetleg ú j ra elszakadnak onnan , növekvő részecskékből 
csökkenővé válnak és viszont. 
[1] Turchányi György, Horváth Tiinde és Tarján Imre, Magy. Fiz. Foly., 10, 81, 1962. 
[2] L. Kowarski, Compt . Rend., 195, 1091, 1933. 
[3] G. G. Lemmlein, E. Dukova, és A. A. Csernov Krisztallográfija, 2, 428, 1957. 
10. ábra. Az ún . túlhűtött csepp jelen-
sége hökezelt N a C l kristály felületén. 
A cseppektől ki induló felületi sáv az ún. 
protuberancia (X100). 
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A RENDEZETT Cu3Au ÖTVÖZETRŐL SZÓRT SUGÁRZÁS 
INTENZITÁSÁNAK ELOSZLÁSÁRÓL 
T. KLASSZIKUS MODELLEK* 
ZSOLDOS LEHEL 
ELTE Kísérleti Fizikai Tanszék, Budapest 
Megmutatjuk, hogy a látszólagos tartományméret tárgyalásánál eddig, a két-
féle lehetséges antifázisú tartományfal közül, Wilson csupán az egyiket vette helyesen 
figyelembe, ezért ennek viszonylagos gyakorisága a helyes értéknél lényegesen kisebb-
nek adódot t . A kétféle fal gyakoriságának problémája kapcsán megvizsgáljuk a 
periodikus antifázisú (PAF) szerkezetek szuperreflexióinak felhasadását. Guinier és 
Griffon/, ill. Raether eredménye helytelennek bizonyul és a rendezett ötvözetről 
nyert elektrondiffrakciós kép csak a Cu 3Au összetételtől való eltérés következtében 
fellépő CuAu jellegű egydimenziós periodikus antifázisú szerkezettel értelmezhető. 
Wilson [1] a rendezett C u 3 A u ötvözetről szórt röntgensugárzást vizsgálva meg-
ál lapí tot ta , hogy az függ a rendezett ta r tományok között i „ant i fáz isha tárok" vagy 
más néven tar tományfalak irányítottságától, és mivel az egyes t a r tományokbó l 
szóródot t sugárzások fázisai nem függetlenek egymástól, a porfelvételek vonal-
szélességéből mérhe tő látszólagos tar tományméret , bármely ado t t tar tományszer-
kezet esetén, erősen függ a reflektáló síksereg Miller indexeitől. Az említett látszóla-
gos érték tehát egyik vonal esetén sem azonosí tható egyszerűen valamilyen át lagos 
tar tományméret te l . Vizsgálataink során [2] azonban arra a megállapításra ju to t tunk , 
hogy részben az akkor még h iányos kísérleti ada tok következtében — Wilson 
feltevései, és az ezek alapján megállapított összefüggések, nem mindenben helyt-
á l lóak. Ezért a rendeződés mechanizmusával kapcsolatos bármilyen kvantitatív 
vizsgálathoz a kérdés átfogó vizsgálatára van szükség. 
A vonalszélesedés rendezetlen eloszlású antifázis határok esetén 
Legyen a hkl síkra merőleges irányban egymástól t távolságra levő két elemi 
cella szerkezeti ampli túdóiból képzett F (hkl) F * (hkl) szorzatok középértéke / , , 
a vizsgált kristály és a t-vel eltolt kristály közös részének térfogata V,, akkor a por -
felvételen az integrális vonalszélesség [1,3] 
ß - í r í ° • о » 
cos h J V,I,dt 
a h o l A a sugárzás hullámhossza, E0 és / 0 K t-nek és ,/,-nek |t| = 0-hoz tartozó értékei 
és fi a Bragg szög. На I, á l landó (hibátlan kristály), az (1) egyenlet a jól ismert 
1^-J't.n <2> 
* Érkezett 1963. ápr. 10. 
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fo rmulába megy át, ahol ű = — V,dt, a kristály t irányú átlagos mérete. 
J 
— ее 
Wilson eredményeihezúiasonlóan I, nálunk is 
I = / 0 exp{-<5 | t | } (3) 
alakú lesz, ahol Ô egy állandó. K ö n n y ű megmutatni , hogy ez esetben, ha még fel-
tételezzük azt is, hogy I, már gyakorlati lag nulla, amikor V még alig különbözik 
k 0 - t ó i 
' • i s ? - <4) 
Ez u tóbb i feltétel a tar tományméreteknél sokkal nagyobb krisztalliméret mellett 
nem jelent semmiféle megkötést. (2) és (4) összevetéséből 
d=2/ö. (5) 
A látszólagos tar tományméret meghatározásához tehát elegendő / , - t (3) a lakjában 
előállítani. A kövekezőkben ezt végezzük el, feltételezve, hogy a tar tományfalak 
egymásutánkövetkezése teljesen szabálytalan. 
A Cu 3 Au ötvözet tartományszerkezetének 
leírásához Wilson [1] ötféle ta r tományhatár beve-
zetését javasolta: 
a) tetszés szerinti irányítású tar tományfalak , 
b) tar tományfalak az {100} lapokkal párhuza-
mosan , 
c) ta r tományfalak az {110} lapokkal párhuza-
mosan , 
d) tar tományfalak az {111} lapokkal párhuza-
mosan , 
e) tar tományfalak, melyek mentén nincsenek 
közvetlen Au—Au szomszédok. Ilyen falak csak 
az {100} lapokkal párhuzamosan húzódhatnak . 
Ezek közül az első négyet Wilson együtt tár-
gyalja. Tekintettel a r ra , hogy a számításoknak éppen ez a része vitatható, érdemes 
ezzel tüzetesebben foglalkozni. Először tekintsük á t röviden az ő számításait. 
Legyen a dx, txdy, otdz annak valószínűsége, hogy a rács egy tetszés szerinti 
pon t j ábó l adx, ady, adz távolsággal elmozdulva egy tar tományhatár t ér intünk, 
ahol a a rácsméret. 
E k k o r annak valószínűsége, hogy két, egymástól ugyancsak tengelyirányban 
ax távolságra levő elemi cella azonos (nincs köztük fal, vagy ha van. akkor az őket 
jel lemző eltolások összege nulla) Wilson szerint 
1. ábra. A kristály és eltoltja 
P(x) 1 + 3 exp Aotx 
3~ 
(6) 
Ez az összefüggés csak olyan cel lapárokra a lkalmazható, melyeknek csak egy 
koordiná tá ja különbözik. I, kiszámításához azonban a (hícl) síkra merőleges t 
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távolságban levő cellák szerkezeti ampl i túdói t kell közepelnünk, tehát annak való-
színűségére van szükség, hogy a t távolságra levő cellák azonosak és t általában 
nem tengelyirányú. Ezt a nehézséget Wilson úgy próbál ta megoldani, hogy az (a) 
típusú fa laknál a két cella közötti tényleges távolságot, a (b)—(d) t ípusú falaknál 
pedig e távolságnak a falakra merőleges vetületeiből képezett valamilyen súlyozott 
értékét használta a.x helyén (pl. a (b) t ípusú tar tományfalaknál a legnagyobb (100) 
irányú összetevőt). 
Ezt a közelítést azonban semmi sem indokolja. Ui. ha ismét a (b) esetet tekintjük 
példaképpen és a valószínűség számításánál csak a legnagyobb tengelyirányú össze-
tevőt vesszük figyelembe, ezzel kizárjuk annak lehetőségét, hogy a kisebb összetevők-
nek megfelelő elmozdulás közben ta r tományfa la t keresztezzünk, holot t feltételezé-
sünknek megfelelően tar tományfalak mind-
három irányra merőlegesen kb. egyenlő 
valószínűséggel fordulnak elő. Ezzel szem-
ben ha 
t = .v[100]+y[010], (7) 
akkor a n n a k valószínűsége, hogy a t tá-
volságra levő cellák azonosak 
P(t) = P(x)P(y) + J [1 -P(x)][ 1 - P(y)i 
(8) 
ugyanis az azonosság kétféleképpen való-
sulhat meg (2. ábra) : 1. A P. O, R pon tokban levő cellák azonosak, 2. Az R pontok-
ban levő cella különbözik a P é s О pon tban levőtől is, ez azonban többféleképpen 
is megvalósulhat és az R, Q pontok közötti határ csak j valószínűséggel ered-
ményez olyan ugrást , hogy P, Q azonos legyen. 
(8)-bói (6) felhasználásával pedig elemi számításokkal 
£(t) = £(x+F) (9) 
adódik , amit könnyű tovább általánosítani három dimenzióra. Eszerint az első 
négy típusnál egyaránt x+y + z kerül a P valószínűség a rgumentumába és ennek 
megfelelően módosu lnak Wilson további formulái. 
Ez azonban azt jelentené, hogy a különféle t ípusú ant i fázishatároknak a vonal-
Tzéiességre gyakorolt hatásában különbség nincs. Ez nyilvánvalóan helytelen következ-
tetés. Mindez arra muta t , hogy h a t á r o k fenti csoportosítása ésszerűtlen márcsak 
azért is, mert az (a) típusú ta r tományfa l már tar ta lmazza az összes többit is és a 
(b) t ípusú pedig az (e) típust is. A nehézségek elsősorban ebből a d ó d n a k , amit mi 
sem m u t a t jobban, mint , hogy az utolsó típus tárgyalása — ahol ilyen problémák 
nem voltak — teljesen korrekt, és ezért célszerű a többi esetben is hasonló utat 
követni . 
Többek között Fischer és Marcinkowski e lektronmikroszkópos vizsgálataiból 
[4] m a már tudjuk, hogy a Cu 3 Au ötvözetben az ant ifázishatárok а г {100} kocka-
lapok mentén fekszenek. Természetesen kismértékű lokális eltérések előfordulhat-
nak, de ezeket bá t r an figyelmen kíviil hagyhatjuk. Ezek szerint mindössze kétféle 
tartományfallal kell számolnunk (3. ábra) . 
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I. {100} irányú fal, mely-
nek két o ldalán a rács eg\ 
4(011) i rányú, a fallal párhu-
zamos e l to lódásban különbö-
zik. E fal mentén közvetlen 
Au Au szomszédok nincse-
nek és a falat a lkotó Cu réteg 
mindkét t a r tományhoz hozzá-
tartozik. így mivel a közvetlen 
szomszédok kölcsönhatása 
minden Au a tomra megegye-
zik (csupán a közös réteg 
atomjai „é reznek" kissé más 
koordinációt) , feltételezhető, 
hogy ennek energiája viszony-
lag kicsi. Ez a t ípus megegye-
zik a Wilson-féle (e) típussal. 
II. {100} irányú fal, mely-
nek két oldalán a rács egy 4 (101), vagy 4 (110) i rányú és a fallal nem párhuzamos 
el tolódásban különbözik . 
Az f. típusnál amint azt Wilson megmutat ta [1], a „szupervonalakra" 
! , = ( h u - f c u ) 2 e x p j — 2 a j | t | J , (
Ю
) 
D= a / f V M I A I - H f c l ) ] - 1 , ( I D 
aho l fAu i l l . f C u az a tomszórási tényezők, akdx, . . . , a n n a k valószínűsége hogy adx, ... 
távolsággal elmozdulva ta r tományfa la t keresztezünk, hkl a Miller-indexek olyan 
tengelyválasztásban, hogy h és к párossága megegyezzék, N = h2 +k2 + l2. (10) 
és ( l l ) - b ő l pl. következik, hogy a porfelvételek 001, 003. ... vonalai 1. t ípusú 
hiba hatására nem szélesednek ki . 
Vizsgáljuk meg most а II. t ípu-
sú tar tományfala t . Előfordulásának 
valószínűsége egy adx, ... szakaszon 
legyen oc2dx, ... Az átlagos tar to-
mánymére t ilyen definíció mellett 
nyilván a/a 2 (ill. a / a x ) . A koordiná-
tarendszer kezdőpont jának rögzítése 
u tán a rendezett rácsban az A u 
a t o m o k négyféle helyzetet foglal-
h a t n a k el. Ennek megfelelően négy-
féle elemi cellát vezetünk be és 
ezeket a 4. ábrának megfelelően az 
A u a t o m o k helyétől függően A, B, 
C, D-vel jelöljük. H a mármost vala- 4. ábra. A rendezett elemi cella típusok, jelölése az Au a tomok elhelyezkedése szerint 
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milyen cellából elindulva egy ta r tományhatár t ér intünk a cellatípus az 1. táblá-
zat szerint változik. 
Jelölje Aa{x,y,z) annak valószínűségét, hogy egy A típusú cellától ax, ay, az 
távolságra (.v, y, z > 0 ) ismét A cellát találunk, Ba(x, y, z), Ca(x, y, z), Da(x,y,zj 
pedig annak valószínűségét, hogy a talált cella В, C, D típusú. Hasonlóképpen 
definiálhatók az Ab, Bb, ..., Ac, ... Dd valószínűségek is. Ezek azonban nem mind 
függetlenek. Ugyanis, ha a koordinátarendszer kezdőpnt já t a DC = 4[110] vektorral 
I. T Á B L Á Z A T 
Faltípus 
Az elmozdulás i ránya 
x 
У 
z 
I. 
A-D 
В-С 
А-С 
B—D 
А-В 
C-D 
II. A. D- B, С А, С - В, D А, В— С, D 
eltoljuk, az eddigi A cella ő-vé válik és а С pedig D-vé. A valószínűségek pedig 
nyilván nem függnek a koordinátarendszer választástól és ezért szükségképpen 
Ac = Bd, stb. Végeredményben 
Aa= Bb = Cc = D(,, 
Ab= Ba=Cd= Dc, (11) 
Ac = B„ = Ca= Db, 
Ad = Bc=Cb= Da. 
Elegendő tehát csupán az először definiált négy valószínűséget meghatározni , és 
ezért az a indexeket a továbbiakban nem írjuk ki. 
A(x,y,z) meghatározásához azt az x + dx,y + dy, z + dz helyen írjuk fel. és 
az I. táblázat segítségével a következőket kapjuk. 
ÔA
 J ÔA , ôA J A + dx + dy + dz = 
ox 8v dz 
A\\ -x2(dx + dy + dz)] + ^ [(В + С) dx + (В + D) dy + (С + D) dz] = 
= a+0c- [ - f i dx + a. — a B+D dy + a2 -A + C + D h 
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Mivel ez minden dx. dy. dz-re teljesül 
da 
dy 
d á
 = ^ [ b + c - 2 a ] ; ^ = ^ = f 1с+d-2a\. 
dx 2 
Hasonlóképpen 
dx 
ÔC 
dx 
ÔD 
Ь
и + С - щ : f f 
j í A + D-lC): f = f [ S + £ > - 2 C ] ; § 
0í2,.. „ _ „ 5D a,, . „ _ „ сШ 
- ^ [ C + O 25], 
— [Л + 5 — 2C], 
(12) 
- = -A[B+C- 2D];
 2
Z M + C - 2/)]; — = у [Л + 5 — 2Z)]. 
Ennek а differenciálegyenlet-rendszernek olyan megoldását keressük, mely kielégíti 
az 
A (0, 0, 0) = 1 ; 5(0, 0, 0) = C(0. 0. 0) = ű(0 , 0, 0) = 0 , 
A.B. C, ű - i ha x,y,z 
határfeltételeket. Ezek 
A = j [1 + exp {— а г ( 2 x + y + z)) + exp {— «2 ( x + 2 y 4 z)) 4 ex p { - «2 (x 4- у + 2z)}], 
e = i [ - - + 
c = i l -
o = i 1 + M 
(13) 
Ezek u tán az egymástól (.v, y, z) távolságra levő cellák szerkezeti ampli túdói szor-
za tának átlagértéke valamely hk! reflexióra 
FF* = — (FA Fi 4- FB Ff, + Fc Ff + F„ Ff,] в 
16 
[Fa Fi 4 FBFÍ + FcFl + FnF"c\ 
- jy [FA F С T FB F*O + Fc Fi + F» Fi] lo 
ü 
г
 Гб
 [Fa Fi + FBFd + FcFi 4- FDFA], 
ahol 
FÁ = fc„ +fc. exp { ni(h + k)} +fCu exp {ni(h + /)} +fÁuexp [ni(k + /)}, 
F в = feu +fc„ exp {ni (/? + k)} +fAu exp [ni(h + / )} +fc„ exp {ni(k 4- /)}, 
Fc = feu Ff Au exp {ni(h + k)] +fCu exp {ni(h 4- / )} +fCu exp {ni(k + /)}, 
Fd — fAu Ff Си exp {ni(h 4- k)} +fCu exp {ni(h + /)} +fCu exp {ni(k + /)}. 
C s u p a páros vagy csupa páratlan hkl-nél ezek kivétel nélkül (fAu 4- 3/ r„)-ra reduká-
lódnak . Ha azonban /7 és к azonos párossága, de 1 n em. végül 
FF" = (fAu —fc,,)z exp {-x(x +y + 7z)), (14) 
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Felhasználva azt, hogy a t = x[100] ++[010] +z[001] vektor merőleges a (hkl) síkra 
x=t\h\(aVN)-1; y = t \ k \ ( a Í N ) - 1 - z = t \ l \ ( a Í N ) - \ ( 15 ) 
és így (3) ill. (5) felhasználásával 
Nem nehéz megmutatni hogy mindkét típusú tartományfalat megengedve 
Z) = - ^
 r . (17) 
a l ( | A | + |*|) + a 2 ( Í ^ t M - + |/| 
Ha tehát mérjük legalább két vonal szélesedését, abból a rendezett állapotra jellemző 
két paraméter és többek között a kétféle fal relatív gyakorisága könnyen meghatá-
rozható. Ha példaképpen Jones és Sykes mérési adataiból indulunk ki, melyet 
Wilson is használt, a legkisebb négyzetek módszerével 
a t =0,0163, a2 =0,0148. 
Wilson ugyanezen adatokból (a) és (e) típusú tartományfalat tételezve fel 
a, =oce =0,0113, aa = 0,0276 
eredményt kapott . Jones és Sykes adatait, valamint a fenti valószínűségek alapján 
számított megfelelő értékeket a l í . táblázat tartalmazza. Érdekes, hogy a Wilson-
féle értékek a mért adatokkal valamivel jobb egyezést mutatnak, ez azonban lényeg-
telen körülmény, és részben azzal magyarázható, hogy Wilson több lehetséges kom-
bináció közül választhatta ki a tapasztalattal legjobban egyezőt, és az I. típusú fal 
ezek mindegyikében helyesen van figyelembe véve. A fenti adatok mindenesetre azt 
mutat ják, hogy az I. típusú falak viszonylagos gyakorisága lényegesen nagyobb 
mint amit Wilson számításai szerint várhatnánk. 
II. TÁBLÁZAT 
a : a
 1 f a ) 
hk l - -10= 
d méri 
•10 2 
j>) s z .Zs 
1 
— 102 
\j> 'sz, W 
a 
001 1 ,87 1 ,48 - , 3 9 1,84 - , 0 3 
110 3 , 7 4 3 , 3 5 - , 3 9 3 ,43 - , 3 1 
201 3 , 1 2 2 , 7 8 - , 3 5 2 ,86 - , 2 6 
112 2 , 6 3 3 , 1 4 
г , 5 1 2 ,77 + , 1 4 
3 1 0 3 , 0 7 3 , 0 0 - . 0 7 3 ,28 + ,21 
203 2 , 4 9 2 , 5 4 + , 0 5 2 , 4 6 - , 0 3 
312 3 , 0 2 3 , 3 2 + , 0 3 3 ,07 + , 05 
114 2 , 6 5 2 , 5 2 - , 1 3 2 ,38 ~ , 2 7 
421 3 . 2 5 3 . 4 2 + , 1 7 3 ,34 - , 0 9 
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Periodikus antifázisú (PA F) szerkezetek intenzitáseloszlása 
A kétféle tar tományfal viszonylagos gyakoriságának kérdése a legutóbbi idők-
ben is felmerült. Yamaguchi és társai [5] elektrondiffrakciós felvételek alapján állít-
ják, hogy Fischer és Mareinkowski [4] véleményével ellentétben a Cu 3 Au ötvözet-
ben az T. típusú falak szerepe a döntő. (Érdekes, hogy az előbbi számszerű adatok 
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5. ábra. A szuperreflexiók Yamaguchi és 
munkatársai szerint I. típusú (а), II. típusú 
falak esetén (b), és az elektrondiffrakciós 
felvételnél (c). 
ellenére a szerzők Wilson idézett dolgozatát is így magyarázzák). Bár a vizsgált 
minták minden esetben kősó felületre felpárologtatott rétegek voltak, és ez bizonyos 
mértékig befolyásolhatja a kialakuló tartományszerkezetet, röviden ezzel a kérdéssel 
is kell foglalkoznunk. 
Egyetlen, az i irányban Mi elemi cellát tartalmazó rendezett tartományról 
szórt sugárzás intenzitása a geometriai elmélet szerint 
/(h) = JE(h)|2 n - n 2 M ? - y d«> 
i t i sin2 nhi 
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ahol F(h) a szerkezeti amplitúdó, h a szórás irányára jellemző vektor a reciprok-
térben, melynek koordinátái hfiaz u tóbbiak egész számú értékeit / / r v e l jelöljük). 
H a most az /-ik koordinátatengely irányában TV, d a r a b ilyen egységet ismételünk, 
de úgy, hogy minden ismétlésnél a következő ta r tományt egy s ; vektorral eltoljuk 
az előzőhöz képest, a k k o r az eredő intenzitás Raether [6] nyomán 
/ < h ) = |F(h)|2 П sin
2
 n m fi
 x sin2 nnfimjhi — tpi) 
- |F(h) | 2 I J G \ U ( h ) G y ( b ) , (19) (2), 
sin2 nhj sin2 Tc(Mlhi — 
ahol (/ j = s,h. Ha az itt szereplő tényezők bármelyike eltűnik, nyilván az intenzitás 
is nullává válik. Max imuma pedig csak ott lehet, ahol legalább az egyik tényezőnek, 
a többi jelentékeny értéke mellett maximuma van. A G, interferenciafüggvények 
Ht nt 
6. ábra. Az interferencia függvény menete 
menetét a 6. ábra muta t j a . Az első tényező közismert , G)2)-nek pedig maximuma 
van, m a M fi{ — qegész, tehát ha h, — H, + (q t± H)/Áít ahol H egész. így az 
egyes maximumok egymástól ~ távolságra vannak , de attól függően, hogy tp( 
egész vagy feles g, ^GJ^-nek a ht == Я , helyen vagy arra szimmetrikusan fi\M, 
távolságban lehet maximuma. G[2) többi mellékmaximumai G) ! ) kis értékei miatt 
első közelítésben elhanyagolhatók. Első közelítésben ugyancsak elhanyagoljuk azt 
a tényt, hogy q t lehetséges értékei nem pontosan felesek vagy egészek. Mint látni 
fog juk , mindez a maximumok helyét csak kis mér tékben befolyásolja, az intenzitás 
pontos értékével pedig most nem foglalkozunk. Vizsgáljunk meg ellenben néhány 
lehetséges modellt 
T. típusú ha tá roka t tartalmazó P A F szerkezetben 
* , =
 l ] h ж
 " ' Г " ' ' ^ - 1[101]h ? — t ~ 
^ [ H O j h . W . ( 2 0 ) 
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Mivel pl. az -{[Oil] és {-[011] eltolások között fizikailag különbség nincs, (20) repre-
zentálja az egyetlen ilyen háromdimenziós P A F szerkezetet. Csoportosítsuk ismét 
úgy az indexeket, hogy /7, és H2 párossága megegyezzék. Ebben az esetben q>3 
egész és így h3 i rányban felhasadás nincs, hx és h2 
1 h2 irányában pedig a maximum feltétele 
, • ( h 1 - h í ) = ± ^ r t 
jh 1 ( 2 1 ) 
1/M2 ЩН? (h2 - я2) = ± 
— # • egyidejű teljesülése. Az elhajlási maximum megfelelő 
I 13/m, i felhasadását a 7. áb rán láthatjuk. A hx =HX, h2 =H2 
<""* " ' egyeneseken az intenzitás mindenképpen eltűnik, és 
7. ábra. Az elhajlási maximu- ezért az 5a. ábra melyet feltehetőleg Guinier és Grif-
mok felhasadása I. típusú PAF / 0 „ / [7]. és Raether [6] munkája sugalmazott, alapve-
szerkezetnél, ha Ht és H2 páros- t ő e n j- i e iv t e ie n és a szerzők felvételei az említett mó-
saga megegyezik (h, = H3). , " , ,
 XT, ... . don nem magyarazhatok. Nezzuk meg most meg, 
mit eredményez, ha (20)-ban a közelítésképpen 
használt Я
г
к helyett a felhasadásnak megfelelően a valódi Я ; + Ah t koordinátákat 
vesszük. Ekkor az ú j fázis pl. 
Я 2 + Я 3 Ah2 + Aii 3 l — 
<71 = — 2 + 2 = ~2 ( 2 2 ) 
(19)-ben pedig G[2)-nek maximuma van, ha 
Mx hx — 4 + Ah = egész. 
Ebből pedig a hx =Hl mellett levő első maximumhely 
Ahí = h x - H x = l - ± ^ . (23) 
Ez az eltolódás számunkra most érdektelen. 
A fenti eredményeket látható fény segítségével végzett analógiás kísérletek 
(lásd pl. [8]) is messzemenően igazolják (8. ábra). A szerkezetet helyettesítő maszk 
itt természetesen csak kétdimenziós lehet és ezért két irányú P A F szerkezet vetületét 
készítettük el, aminek elhajlási képe természetszerűleg a térrács elhajlási képének 
egy nulladik rétegét adja, és az elektrondiffrakciós felvételeken is éppen ez jelenik 
meg. A további egyszerűsítés kedvéért a Cu3Au szerkezetet úgy tekintettük, mint 
egy fAu szóróképességű elemek mátrixában elhelyezett fCu — f A u és nulla szóróképes-
ségű elemekből álló szerkezetet. A szuperreflexiók vizsgálatához pedig az alap-
mátrixra semmi szükség nincs. 
Csupa IL típusú tartományfal esetén hasonló módon megmutatható, hogy az 
5b. ábra sem helytálló és akkor sem kapunk az 5c. ábrához hasonló eredményt, 
ha egyik irányban I. típusú, másik irányban pedig II. típusú falat engedünk meg [9]. 
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Nem nehéz belátni, hogy 5c-hez hasonló elhajlási képet legfeljebb olyan 
modell szolgáltathat, melynél G{2'-nek a /?, = Я , , Я , ± ^ ^ - , ... helyeken van maxi-
muma. Mi elemi cellányi hosszúságú tar tományokból 2Л/,- periódusú P A F szerkezet 
pedig úgy állítható elő, ha minden irányban felváltva két különböző falat engedünk 
meg. Legyen tehát az /-ik irányban az első Л/, cella után a fázisugrás a második 
M cella u tán i/r,-, majd ismét g s t b . (19)-hez hasonlóan most 
. , N. 
1(h) I W n ^ P ^ l i 
S i n 2 7th: 
/ ( 2 m i h i - x , ) 
ahol nt a tar tományok száma 
az /-ik i rányában és = cpt + i/г,- . 
Az első tényező nem változott , 
az ú jonnan jelentkező második 
tényező viszonylag lassan válto-
zik. Maximális ha ht = H,+ 
+ (<р, + Я ) / Л / ; , és el tűnik ha 
hi = hi + d + cpi + h^mi. a 
harmadik tényező már ismét is-
mert és maximumhelyei /г; = 
= hi + (xi + к)\2м
ь
 ahol ^ t e t -
szés szerinti egész. 
Legyen f f és Я 2 megint 
azonos párosságú, t ovábbá le-
jelentse a fázisugrást I. típusú 
fal mentén pedig II. t ípusú 
falnál. E k k o r 
Я-, + Я-. 
•Ai 
Vri 2 
(p2 : _ Hi + H3. 2 
Фз 
Hi + H2 
2 
Ну ±H2 я , + я 3 
A 
Z 2 
Н
У 
+ H2 н 2 + н 3 
2 2 
H i + H 3 H2 + H3 
(25) 
<A3 
Mivel |/г3 -nál a kétféle lehetőség 
azonos eredményre vezet (25)-ből 
cos 2л(Л/;Л,— I/ ,)] 
sin2 л(2Л/Л, - (24) 
S. ábra. Kétdimenziós I. típusú PAF szerkezet 
vetületét helyettesítő makroszkopikus maszk 
(a, kb. 8 X), és a róla kapott fényelhajlási kép 
kb. 150 mm ernyőtávolságnál (b, kb. 30 X) . 
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4 féle kombináció adódik. Az ezeket jeiiemző fázisokat és a megfelelő szuperref-
lexiók felhasadásának sémáját a 9. ábra tartalmazza. Itt a jobb áttekinthetőség 
kedvéért a feles fázisokat nem írtuk ki. 
Látjuk, hogy így sem sokkal jobb a helyzet. Egy ilyen kettős PAF szerkezet 
azonban már nem is valószínű, és ha már a tiszta (I. vagy csupán II. típuséi falat 
tartalmazó) szerkezet nem valósul meg, valószínű, hogy a kétféle fal statisztikusai! 
következik egymás után. Természetesen ekkor az éles maximumok elkenődnek, de 
a fényoptikai analógiás kísérletek szerint az 5c. ábrához hasonlító képet így sem 
kaphatunk. 
i i c) 
I ' 71 
1 / % 1 
*l ! fi ; 1 ; fii 7 
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V. ábra. I. és II. típusú falakat tartalmazó kettős PAF szerkezetek szuperreflexióinak felhasadása 
l 1 3 
h, H 3 ± . H3 + . H1 + H2 páros 
4M., 4M., 1 
l r sj. 
Most már csupán arra a kérdésre kell választ adnunk, hogy mitől ered a fent 
említett, és t öbb szerzőnél szereplő jellegzetes intenzitás eloszlás. Említettük már . 
hogy valamennyi ilyen vizsgálat párologtatott rétegeken történt. A pontos sztöchio-
metrikus összetételt pedig utólag, rácsparamétermérés a lapján határozták meg 
(Yamaguchi és társainál 26 atomszázalék Au). Tudjuk, hogy a pontos Cu3Au össze-
tételtől való jelentős eltérés a P A F szerekezetben lényeges változást okoz [10] és 
nagyon valószínűnek látszik, hogy a vizsgált esetek mindegyikében a CuAu össze-
tételnél gyakran tapasztalt egydimenziós P A F szerkezetekhez hasonló elrendeződés 
alakul ki, azonban az elektronnyaláb egyidejűleg több, különféle PAF szerkezetű 
térfogatrészt érint és ennek szuperpozíciója a megfigyelt felvétel. Ezt az elképzelést 
erősítik meg Sato és Tóth [11] vizsgálatai is. A Cu 3 Au összetétel közvetlen közelében 
ők PAF szerkezetet egyetlen esetben sem találtak, de növekvő Au koncentrációval 
fokozatosan jelenik meg a jellegzetes CuAu szerkezet, azonban csupán 30 a tom szá-
zalék felett válik szembetűnővé. Mindez persze ellentmondásban van a Yamaguchiék 
által megadott 26 atomszázalékkal, melyet így kénytelenek vagyunk pontat lan 
.adatnak tekinteni. 
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A KONFIGURÁCIÓS KÖLCSÖNHATÁS 
MÓDSZERÉNEK TOVÁBBFEJLESZTÉSE 
A SPINOPERÁTOROS ELJÁRÁSSAL* 
BERENCZ FERENC 
József Attila Tudományegyetem, Elméleti Fizikai Intézet, Szeged 
A benzol molekulára végzett számítások alapján megállapítást nyert, hogy a 
spinoperátoros eljárással tovább fejlesztett konfigurációs kölcsönhatás módszere 
valamennyi lehetséges konfiguráció figyelembevétele esetén ekvivalens a Slater— 
Pauling-módszerrel. 
Minthogy a hullámegyenlet egzakt megoldása csak néhány, meglehetősen 
speciális alakban felvett potenciálfüggvény esetében lehetséges, kvantummechanikai 
problémák megoldásánál általában közelítő eljárások alkalmazására vagyunk utalva. 
Az 50-es évek elején mind az atomok, mind a molekulák vizsgálatánál előtérbe 
kerül az a módszer, amely a hullámfüggvényt adott konfigurációk lineárkombiná-
ciójának formájában igyekszik megközelíteni. Atomokra Jucisz [1] és Boys [2] 
alkalmazta először sikerrel ezt az eljárást, tovább fejlesztve a Hartree — Fock-módszert 
[3], [4]. Molekulaprobléma vizsgálatánál pedig Craig [5], Coulson és Jacobs [6], 
valamint Coulson, Craig és Jacobs [7] a molekulapályamódszert fejlesztették tovább 
ezzel az eljárással. Konfiguráción a molekula elektronjainak elosztását értjük a 
rendelkezésre álló energiaállapotokra. Ismeretes, hogy egy sajátfüggvény akkor 
tesz e'eget a hullámmechanikai Pauli-elvnek, ha antiszimmetrikus az összes elektron 
koordinátáiban. Ez a feltétel automatikusan teljesül, ha a molekulafüggvényt Slater-
determináns [8] alakban vesszük fel. A Slater-determináns azonban egy konfiguráció-
nak felel meg, hiszen elosztja az elektronokat adott spinfüggvényekkel reidelkező 
pályákra. Egyetlen konfigurációnak megfelelő determináns általában nem elegendő 
a hullámfüggvény jó közelítésére, hanem a lehetséges konfigurációk lineáris kombi-
nációira vagyunk utalva. Ezt a módszert tehát, amely a konfigurációk lineáris 
kombinációjával képezi a molekula sajátfüggvényét, konfigurációs kölcsönhatás 
módszerének nevezzük. A módszer hátránya, hogy az elektronok számának növelé-
sével a lehetséges konfigurációk száma rendkívül nagymértékben nő. 
A konfigurációs kölcsönhatás módszerénél tehát egy n elektronból álló rendszer 
nulladrendű sajátfüggvényét a 
Bevezetés 
уn\ 
1 
(űa)i (btx)! (cß)l...(nct)l  
(act)2 {bet)2 (cß)2 ..(nct)2 (D 
M„ (H„ (cß)n...(m), 'ti 
* Érkezett 1963. ápr. 22. 
3* 
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alakú Slater-determinánsok Z ci4>í lineáris kombinációjaként adjuk meg, ahol 
i 
a,b,c, ..., n pályafüggvényeket, a és ß pedig egyrészecske spinfüggvényeket jelen-
tenek és (aa j i = a ( l ) a ( l ) , stb. Mivel a( / ) és ß ( i ) mindegyik oszlopban egyaránt 
előfordulhat , az (1) alatti Slater-determinánsok száma nyilván 2". A Я/'/z-féle [9] 
módszer szerint a konfigurációk lineáris kombinációjával megadot t állapotú rendszer 
energiáját első közelítésben a 
Mivel a konfigurációk lineáris kombinációjával megadott sajátfüggvénynek 2" 
számú tagja van, nyilvánvaló, hogy a szekuláris determináns is 2"-ed fokú lesz. 
Ha n nagy szám, akkor a szekuláris determináns praktikusan csak akkor o ldha tó 
meg, ha alacsonyabb rendű egyenletek szorzatára bontható fel. Minthogy nincs 
olyan kritérium, amelynek alapján előre el lehetne dönteni, hogy a sajátfüggvényben 
szereplő konfigurációk közül melyek a fontosak és melyek az elhanyagolhatók, 
bizonyos módszerek kidolgozása szükséges a szekuláris determináns redukálására. 
Az előző cél érdekében tovább fejlesztjük a konfigurációs kölcsönhatás módszerét 
a spinoperátoros eljárással. 
A konfigurációs kölcsönhatás módszerének továbbfejlesztését a spínoperátoros 
eljárással a benzol molekula esetében tárgyaljuk. Röngenográfiai és elektrondiffrak-
ciós mérésekkel kimutat ták, hogy a benzol olyan síkmolekula, amelynél a szénato-
mok egy szabályos hatszög csúcsain helyezkednek el és а С — С — С szögek, valamint 
а С — С — H szögek 120°-ak. Ismeretes, hogy valenciaállapotban а С atom nem 
az (ls)2(2s)2(2/>)2 alapállapotban van, hanem az (l.?)2(2.y)(2/?)3 gerjesztett á l lapot-
ban. Ebből következik, ha a molekula síkjának az x, у síkot tekintjük, a k k o r az 
s, px és pv szénpályák alkalmas lineárkombinációjával olyan h á r o m szénvegyérték-
kötést képezhetünk, amelyeknél a kötésszög 120°. Ekkor azonban minden egyes 
szénatomon van még egy pz pálya. Ezeknek alkalmas párosítása hozza létre a n 
kötéseket. Pauling és Wbeland [10] nyomán feltételezzük, hogy az s,px és py szén-
elektronok és a hidrogénelektronok a kötésekbe lokalizálódnak és csak a pz elektro-
nok kölcsönhatásából származó kötési energiát fogjuk meghatárr z íi alapállapot-
ban a konfigurációs kölcsönhatás módszerével, amelyet tovább fejlesztünk a spín-
operátoros eljárással. Ennek megfelelően hatelektronos problémával van dolgunk. 
Ha t elektronból álló rendszer esetében a lehetséges konfigurációknak száma 
2 6 = 64; ez azt jelenti, hogy a konfigurációs kölcsönhatás módszerénél a nul lad-
rendű sajátfüggvény 64 db <р
г
 Slater-determináns lineáris kombinációja és így a 
szekuláris egyenlet 64-ed fokú lesz. A szekuláris egyenlet redukálására az első lépés, 
hogy a 64 sajátfüggvényt osztályozzuk Sz sajátértékei szerint. A lineáris kombiná-
| t f „ - £ S y | = 0 
szekuláris determináns gyökei adják , ahol 
(2) 
(3) 
A konfigurációs kölcsönhatás módszerének továbbfejlesztése 
a spinoperátoros eljárással 
BERENCZ f. : A KONFIGURÁCIÓS KÖLCSÖNHATÁS MÓDSZERÉNEK TOVÁBBFEJLESZTÉSE 
cióban szereplő cp, Slater-determinánsok az Sz operátornak olyan sajátfüggvényei, 
amelyek a következő sajátértékekhez tartoznak ti egységekben kifejezve: 
3, 2, 1, 0, - 1 , - 2 , - 3 . 
Az / = 3 ,2 , 1,0, —1, —2, —3 sajátértékekhez tartozó sajátfüggvények száma nyil-
ván annyi, ahányszor 6-ból i-t ki lehet választani, tehát ( ^ ] • Azaz 
3, 2, 1, 0, - 1, —2, —3 sajátértékekhez 1,6, 15, 20, 15, 6, 1 sajátfüggvény tartozik. 
Ha tehát a 64 sajátfüggvényünket osztályozzuk Sz sajátértékei szerint, akkor mint-
hogy Slater [11] és Condon [12] szerint 
h u = su = 0, (4) 
ha (pi és (pj az S. operátor különböző sajátértékeihez tartozó sajátfüggvények, a 
szekuláris determináns szétesik 2 elsőrendű, 2 hatodrendű, 2 tizenötödrendű és 1 
huszadrendű determináns szorzatára: 
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Minthogy csak az alapállapotban vagyunk érdekeltek, amelyben az eredő spin 
abszolút értéke zérus, csak a huszadrendű determinánssal kell tovább foglalkozni. 
A huszadrendű determinánsban olyan Slater-determinánsok szerepelnek, amelyek 
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az S . operátornak sajátfüggvényei 0 sajátértékkel. Ezek a következők: 
<P1 - (oumßßß), <7n = (fiaßaaß), 
<72 = (ою ßßocß), <712 = (ßaaßaß), 
<7з = (aßmßß), <7i3 = (ßaotßßa), 1 
V* = (<xß<xß«ß), <7l4 = (ßoLOLOLßß), 
Ts = (ouxßxßß), <715 = ( ß ß w a ß ) , 
Te = (aaßßßot), q>i6 = (ßßxßxoi), 
Ti = (.txßßßxx), <717 = (РФФА 
<78 = Wßamß), Tis = (ßctßßaa), 
<79 — ( z ß ß a ß A Tl9 = (ßßamßa), 
<7io (aßtxßßa), <720 = (ßßßouxA 
A huszadrendű determináns további redukálását egy előző dolgozatban ismer-
tetett spinoperátoros eljárással [13] úgy hajt juk végre, hogy a (7=1. . .20) saját-
függvényeknek olyan lineáris kombinációit képezzük, amelyek az S2 operátornak 
sajátfüggvényei hs(s+l) sajátértékekkel. 6 elektron esetében az eredő spin abszolút 
értéke lehet 0, 1, 2, 3. Az elágazási diagram szerint 6 elektronos rendszer esetében 
5 lineárisan független szingulett, 9 lineárisan független triplett, 5 lineárisan függet-
len kvintett és 1 lineárisan független szeptett spinállapot létezik: 
H a ezeknek az á l lapotoknak sajátfüggvényeire ha t ta t juk egy előző dolgozatunk-
ban [13] megadott spinoperátorunkat , akkor ugyancsak egy előző dolgozatban [13 
megadot t tétel szerint .S2-nek olyan sajátfüggvényeit nyerjük, amelyek a h 2 0 ( 0 + 1 ) , 
Й
21(1 + 1), Й22(2 + 1), Й 2 3(3 + 1) sajátértékekhez tar toznak. Ismeretes, ha pl. a 
spineredő 2, akkor a spinvetületek lehetnek 2 , 1 , 0 , - 1 , - 2 , azaz a 2-es eredő 
spinű állapot 5-szörösen elfajult, így S2 sajátfüggvényeinek száma is 5-szörös lesz. 
Spinoperátorunk alkalmazásával mindig a maximális spinvetületű sajátfüggvények-
hez ju tunk , a többi spinvetületű sajátfüggvényt pedig ezekből (19) alkalmazásával 
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nyerjük. Szingulett ál lapot esetében 5 2 - n e k mind az 5 sajátfüggvénye az S. operátor-
nak is 0 sajátértékkel. A triplett á l lapotban Sz sajátértékei + 1 , 0, — 1 és így a triplett 
á l lapotot leíró 27 sajátfüggvény közül 9 sajátfüggvénye az Sz operá tornak is 0 saját-
értékkel. A kvintett á l lapotban Sz sajátértékei + 2, + 1, 0, — 1, — 2 és így a triplett 
ál lapotot leíró 25 sajátfüggvény közül 5 sajátfüggvénye az Sz operá tornak 0 saját-
értékkel. Végül a szeptett ál lapotban Sz sajátértékei + 3 , + 2 , + 1 , 0 , - 1 , - 2 , — 3 
és így a szeptett á l lapotot leíró 7 sajátfüggvény közül 1 sajátfüggvénye 5 . -nek 0 
sajátértékkel. Tehát összesen 20 olyan sajátfüggvénykombinációnk van, amelyek 
S 2 - n e k kü lönböző és Sz 0 sajátértékéhez tar toznak. Ezeket a sajátfüggvényeket egy 
előző dolgozatban [13] megadott spinoperátoros módszerünkkel szerkesztjük meg. 
A spinoperátoros módszer szerint 5 2 - n e k azoka t a sajátfüggvényeit, amelyek 
szimultán sajátfüggvényei S 2 - n e k és 5 , -nek 0 sajátértékkel, úgy szerkesztjük meg, 
hogy az ál talános spinoperátorunkat alkalmazzuk az elágazási diagrammal meg-
szerkesztett 5 lineárisan független szingulett ál lapotot reprezentáló sajátfüggvényre: 
•Al'° = J ( 3 £ l - < É 2 - < b - 9 5 4 - £ 5 - < P 6 + £ 7 + £ 8 + £ 9-<PlO + 
+ <Pll-<Pl2-<Pl3~<Pl4 + 'Pl5 + (Pl6 + <Pn + <Pl8 + <Pl9-3<P20), 
•A0'0 = (2<p2 - - 2?6 - 7>Ь + 4>9 + £10 - <Pi 1 - <Pi2 +(pi 3 + 2Ç>j5 + <p17 - 2(p19), 
•A3'0 = ^ (2<Рз - £4 + 2<p7 - cps - <p9 - cpl0 + 
+ «Pu +?'12 + (?Тз-29?14 + <р17-2 ,?>18), ( 7 ) 
•AS'0 = ^ ^ ( < P 4 - < P a + 'P9-<Pto + ( P i i - ( P i 2 + (P i3-<Pn) , 
•As'0 = ^ ( - 2<P2 - 2<Рз + £4 + 4«ps - 2^6 + 2<p7 - < p 3 - < p 9 + <Pio -
- </>1 1 + q>12 + <7>13 - 2<Pl4 + 2^15 - 4 l 6 - f n + 2(pl8 + 2<jPl9)-
Ha a triplett ál lapot esetében az ál talános spinoperátor t alkalmazzuk az elágazási 
d iagrammal megszerkesztett 9 lineárisan független triplett á l lapotot reprezentáló 
sajátfüggvényre, ma jd az így nyert sajátfüggvényekre alkalmazzuk (19)-et, 5 2 - n e k 
olyan sajátfüggvényeit kapjuk, amelyeknek sajátértéke egy előző dolgozatban [13] 
tett megállapítás a lapján h21 (1 + 1 ) és amelyek egyúttal az Sz operá tornak is saját-
függvényei 0 sajátértékkel: 
<AÎ'° =
 6 y y y (3<P! - 2(p2 + З993 - 2994 + 3995 - 2<p6 + З997 - 2<p8 - 2cp9 - 2 9 9 1 0 -
- 2(рц-2(р12-2<р13 + 3(ры-2(р15 + 3(р16-2(р]11 + 3<р18-2(р19 + 3<p20), 
ф2'0 = (3<£i - q>2 - <Рз - q>4 - <Ps+q>6 - ч ?+<Pa - ч>9 + <Pw + 
+ <Pll-<Pl2 + <Pl3-<Pl* + ( P l 5 - ( P l 6 - < P n - < P l 8 - < P l 9 + 3<P2o), 
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"Аз'° = (2^2 - <74 + 2т>б - 9+i - ~ 9+о - 7+i - 9+2 ~ 7+з + 2т>15 ~ 7+7 + 2<р19) 
фа'° = g- (7>з + 9>4- Т>7 + 7 8 ~ 7;9 ~ 7+о ~ 9+1 ~ 7+2 + 9+ з ~7+4 + 7+7 + 9+s). 
«As*0 = ~^(2T 2 2-7 '3 -<P4 + 27 ) 5-27í6-7 '7 + 7 , 8-7 í 9 + <7io +  
+ v u - <pi2 + qi3~qi4-2qi5 + 2 c p 1 6 - ( p l l - c p 1 8 + 2(f:1g), (8) 
фб'° = (37+ + 27+ - 9)з + 274 - 9s - 2ф6 — q>i — 2çg + 2 т » - 27.10 -
-2tpn + 2(p12-2<p13-<p14-2<pls-ip16 + 2<p17- <p18 + 2<pl9 + 3<p20), 
"AV0 = - ^ ( - 2 < p 2 - 2 ( p 3 +7>4 + 47>5 + 27>6-27>7-7>8 + Ç>9-Ç>1 0-
- T5!! + 9 + 2 - T r i s - 27З14 + 2715 + 4 ( p 1 6 + t>17 -2<p18- 271,9), 
«As*0 = (2<p3-ср4-2<р7-(ра + (рд + (р10 + (р11 + (р12-<р13-2<ры-<р11 + 2<р18), 
ф9'0 = (9^ 4 " T ' a - 9э + 9 io + T r i " 7+2 " 9 + 3 + 9i7>-
A kvintett állapot esetében is, ha az általános spinoperátorunkat alkalmazzuk 
az elágazási diagrammal megszerkesztett 5 lineárisan független kvintett állapotot 
reprezentáló sajátfüggvényre és az így kapott sajátfüggvényre alkalmazzuk (19)-et. 
S 2 -nek olyan sajátfüggvényeit kapjuk, amelyeknek sajátértéke A 2 2 ( 2 + 1) és amelyek 
egyúttal az s. operátornak is sajátfüggvényei 0 sajátértékkel: 
«Aî'° = +7 ,2 + 7)з + 7'4 + 7 , 5 - 7 ' б - 7 , 7 + 7 , 8-7 ; 9"9 г 10 + 
+ Tbl + ?Ú2 - 9Л 3 + 7+4 + 7+5 - 7+6 - 7>17 - ?>18 - 7'19 - P20), 
ф2'0 = Ü7>1 - 27+ + З7'з - 2(р
А
 + З7)5 + 2qpg - 3(р7 - 2(ps + 2<р9 + 2q;10 -
- 2<píl—2<pí2 + 297,3 + 397,4-27115 - Зтр1б + 277,7 - 377,8 + 277,9 - 37)20), 
"Аз'° = ^ ( З т ^ х Т 2972-Т'з + 27 '4-7 , 5 + 2т,6 + T ' y - 2 ^ 8 - 2 ф 9 + 2 t , i o -
-277,1+277,2 + 277,3 -77 ,4 -277 ,5 +7)1 6 -277,7 + 97,8-277,9-37)20), (9) 
"Ai'0 = (2q>2 - 9 з - П + 2975 + 2 9 б + 9 7 + 7+ + 9 э - 7+о + 
+ 9+1 - 9 i 2 - 7+ з - 7+ 4 - 2?+ 5 - 29+б + 7+7 + 7+ 8 - 2?+
 9). 
•As'0 = j ^ ( ? ' 3 + 7,4 + 7'7 + 7'8 + 7,9 + 9 ' i o - 7 ' i i - ' ) ' i 2 - 7 ' i 3 - 7 , i 4 - 7 ' i 7 - 7 ' i 8 ) -
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A szeptett spinállapotok esetében pedig az S2 operátornak egyetlen h2 3(3 + 1) 
sajátértékű olyan sajátfüggvényét, amely az S. operátornak is sajátfüggvénye 0 
sajátértékkel úgy kapjuk meg, hogy az egyetlen szeptett állapotot reprezentáló 
sajátfüggvényre alkalmazzuk (19)-et: 
Ф
3
-
0
 = Á (<Pl + <p2 + <Рз + Ч>4. + <Р5+Ч>6 + (Рт + <Р8 + <Р9 + <PlO + 
(10) 
+ 9+ 1 + 9+2 + 9+3 + 9+4 + 9+s + <p16 + 9+7 + 9+s + ¥19 + 9+o)-
5 2 -nek megszerkesztett 20 sajátfüggvénye közül tehát 5 a ft20(0+1), 9 a 
A21(1 + 1), 5 a A22(2 + 1) és 1 pedig a h 2 3(3 + 1) sajátértékhez tartozik. Ha tehát 
S2 sajátfüggvényeit osztályozzuk sajátértékeik szerint, a szekuláris egyenlet, mint-
hogy a (4) alatti összefüggés S2 sajátfüggvényeire is érvényes, tovább redukálódik 
2 ötödrendü, I kilencedrendü és 1 elsó'rendü determináns szorzatára: 
Otod„ 
rendu О О О 
О 
Kilenced 
rendű 
О 
О 
О 
О 
Ötöd „ 
rendű О 
О 
О 
О 
Első „ 
rendű 
Minthogy csak az alapállapotban vagyunk érdekeltek, csak azzal az ötödrendű 
determinánssal kell tovább foglalkoznunk, amelyben a 0 eredő' spinű sajátfüggvények 
szerepelnek. Jelöljük a Coulomb-integrálokat 0-val és a Hückel-íéle [14] közelítés-
nek megfelelően csak a szomszédos atomok közti kölcsönhatást vegyük figyelembe 
és az ezeknek megfelelő kicserélődési integrálokat pedig jelöljük a-val. Ezekkel a 
szóban forgó ötödrendű determináns a következő alakú lesz: 
ahol 
х - 2 0 
- у 6 - у 6 - 3 / 2 - 5 / 2 
- у 6 x — 9 3 - з / з — 5 / 3 
- 6 3 х - 9 - з / з - 5 / 3 
- 3 / 2 -ъуъ - з / з х + 9 3 
- 5 / 2 - 5 / 3 - 5 / 3 3 х - 7 
x = 
6 (Q-E) 
= 0. (12) 
(13) 
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(14) 
(15) 
Bizonyos átalakítás után az előző determináns így módosul : 
х - 1 2 0 0 0 0 
0 X —20 - Ц - У 2 0 
0 — 2 ^ 6 X — 6 - 2 É 3 0 = 0 . 
0 - 2 ] / 2 — 2 ^ 3 х - 2 4x 
0 0 0 4x 17x+ 36 
A determináns kifejtésével a következő egyenletet nyerjük: 
x ( x — 12)2(x2 — 12x — 342) = 0. 
Ennek az egyenletnek gyökei: 
X = 0 
X = 12 
X = 12 (16) 
x = 6 ( l + ] / l 3 ) 
X = 6(1 — É l 3 ) 
és így az energiák a (13) alatti összefüggés alapján a következők: 
E= Q 
E = Q- 2a 
E=Q-2a (17) 
E= Ô - ( l + l / Î 3 ) a 
E= Q-(\-]/\b)a. 
Ismeretes, hogy a negatív mennyiség és így az alapállapot energiája: 
q-(\-f\3)oi= 6 + 2,61«. (18) 
Ha a konfigurációs kölcsönhatás módszerét tehát tovább fejlesztjük a spin-
operátoros módszerrel, a benzol molekula alapállapotának számolásánál mindössze 
egy ötödrendű determinánssal kell foglalkoznunk. 
A spinoperátoros eljárással tovább fejlesztett konfigurációs 
kölcsönhatás módszerének és a Slater— Pauling-módszernek ekvivalenciája 
A benzol molekulára végzett számolások alapján megállapítható, hogy a spin-
operátoros eljárással tovább fejlesztett konfigurációs kölcsönhatás módszere vala-
mennyi lehetséges konfiguráció figyelembevétele esetén és a Slater [15]—Pauling 
[16] módszer ekvivalens egymással. Megállapításainkat a következő pontokban 
foglaljuk össze: 
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1. A Slater—Pauling-módszer a sajátfüggvényt ugyanúgy, mint a mi mód-
szerünk, a Slater-determinánsok lineáris kombinációjának alakjában veszi fel. 
2. Slater bebizonyította, hogy csakis olyan függvényeket kell lineárkombiná-
cióba vennünk, amelyeknél az eredó' spin z tengelyű komponense azonos értékkel 
rendelkezik. Ezeket a sajátfüggvényeket a Slater-Pauling módszernél és a módsze-
rünknél egyaránt úgy találjuk meg, hogy a sajátfüggvényeket osztályozzuk az Sz 
operátor sajátértékei szerint és akkor a (4) alatti összefüggés miat t az Sz operá-
tor különböző' sajátértékeihez tartozó sajátfüggvényekkel képzett mátrixelemek 
0-ok lesznek. 
3. A Slater—Pauling-módszerben a további lépés Pauling gondolata volt, amely 
szerint csak azoknak a függvényeknek a lineáris kombinációját kell keresnünk, 
amelyeknél az eredő spin abszolút értéke meghatározott érték. Ezek a sajátfüggvények 
a különböző számú kötést reprezentáló lineárisan független kötőpályák, amelyek-
nek megszerkesztése a Rumer-féle [17] diagrammal történik. Ezzel a lépéssel a mi 
esetünkben akkor találkozunk, amikor az ún. fel- és lefelé fordító spinoperátorok 
segítségével megadott általános operátorunkkal (innen származik a módszernek 
spinoperátoros elnevezése) a Slater-determinánsok olyan lineáris kombinációját 
képezzük, amely az S2 operátornak sajátfüggvénye. A különböző számú kötést 
reprezentáló lineárisan független kötőpályáknak pedig a mi módszerünkben a külön-
böző multiplicitású spinállapotokat leíró sajátfüggvények felelnek meg, amelyeket 
az elágazási diagrammal szerkesztünk meg. 
4. A Slater—Pauling-módszerrel Pauling és Wheland végeztek számításokat a 
benzol molekulára vonatkozólag ugyancsak a Hückel-féle közelítéssel. N o h a 
Pauling és Wheland kötőpályái eltérnek a spinoperátoros módszerrel megszerkesz-
tett sajátfüggvényektől és így természetesen Pauling és Wheland szekuláris egyenlete 
is más alakú, mint a spinoperátoros módszerrel nyert szekuláris egyenlet, mégis 
a szekuláris egyenletek gyökei, tehát a különböző állapotok energiái teljes mértékben 
megegyeznek egymással. 
S 2 sajátfüggvényeinek szerkesztésében többször felhasználtuk a következő 
ahol s az eredő spint jelenti, s — i pedig a spinvetületet. Ennek az összefüggésnek 
bizonyítását egy előző dolgozat [13] függelékében adtuk meg. 
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SPINNEL ÉS MÁGNESES MOMENTUMMAL RENDELKEZŐ 
ELEKTROMOSAN TÖLTÖTT RÉSZECSKE 
RELATIVISZTIKUS MOZGÁSEGYENLETÉNEK 
MEGHATÁROZÁSA VARIÁCIÓS MÓDSZERREL* 
SÓLYOM JENŐ, Budapest 
A Lagrange-függvényt úgy módosítjuk, hogy belőle a variációs módszerrel 
a helyes mozgásegyenleteket kapjuk. A módosító tag segítségével megvizsgáljuk 
a kinematikai energia-impulzus-tenzort. 
Bevezetés 
Az utóbbi időben többen foglalkoztak a spinnel és mágneses momentummal 
rendelkező, elektromosan töltött részecske (pl. elektron) relativisztikus mozgás-
egyenletével. J. FrenkeI [1] a variációs módszert alkalmazta a mozgásegyenlet meg-
határozásánál. Ugyanezzel a módszerrel, de már a sajáttér visszahatásának figyelembe-
vételével adta meg Horváth János [2] az elektron mozgásegyenletét. Nagy Károly [3] 
más módszerrel határozta meg a mozgásegyenletet, F. Infeld [4] eljárását követte, 
mely lehetővé teszi lineáris térelméletben is a mozgásegyenlet levezetését. 
A variációs módszerrel kapott eredmény J. Frenkel és Horváth János dolgozatá-
ban nem egyezik, továbbá mindkettő eltér a Nagy Károly által kapott mozgásegyen-
lettől. Ebben a dolgozatban éppen azt kívánjuk megvizsgálni, hogyan lehet a variációs 
módszerrel is ugyanazt a mozgásegyenletet nyerni, mint az Infeld-módszerrel. 
Mielőtt rátérnénk a probléma tárgyalására, meg kell beszélnünk a használatos 
jelöléseket. A részecske mágneses momentumát egy Paß antiszimmetrikus tenzor 
térszerű komponenseivel írjuk le: 
Pl3 = P.31 = m y , Pi 2 = ™z- (!) 
ahol m(mx, my, mz) a mágneses momentum vektora. Az időszerű komponensek 
a részecske elektromos dipólmomentumát írják le. Nyugalmi rendszerben a részecs-
kének nem tulajdonítunk elektromos dipólmomentumot, ezt kovariáns formában 
a Frenkel feltétellel fejezhetjük ki: 
p*ßup=0 (2 ) 
Célszerűségi okokból Marx György [5] nyomán bevezetjük az Mjß antiszimmetrikus 
tenzort a következő definícióval: 
Maß = Pxß + L (u,,PßQuß - u„Pßeux). (3 ) 
* Érkezett 1963. máj. 8-án. 
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Az uaua = —c2 összefüggés és Paß antiszimmetriájának felhasználásával könnyen 
belátható, hogy Maß automatikusan teljesíti a (2) feltételt. 
A spint egy S a ß antiszimmetrikus tenzorral írjuk le: 
s23 = ax, S31 -- ay, Sl2 = <tz, (4) 
ahol a ( a x , a y , ax) a spinvektor. Itt is kikötjük, hogy nyugalmi rendszerben az idő-
szerű komponensek tűnjenek el, vagyis 
Sxßup=0 (5) 
A Lagrange-függvény szerkezete miatt, amint majd látni fogjuk, a spinre vonatkozóan 
nem vezethetünk be egy másik tenzort, mely automatikusan teljesíti a Frenkel-
feltételt. Megjegyezzük még, hogy a tapasztalat szerint a spin és a mágneses momen-
tum csak egy állandóban különbözik: 
Mxß=gSaß (6) 
Speciálisan elektron esetén g = ejmc, ahol e az elektron töltése (előjellel), m a tömege, 
с pedig a fény terjedési sebessége. Ax-val jelöljük a négyes potenciált, Fxß-val a tér-
erősségtenzort és 
Fa = FaßUß (7) 
Azért, hogy ebben a klasszikus tárgyalásban a spinről is számot tudjunk adni, 
a transzlációs mozgáson kívül forgó mozgást is megengedünk. Vezessük be a öQxß  
négydimenziós antiszimmetrikus tenzort, melynek térbeli része a háromdimenziós 
infinitezimális forgást adja, valamint az mxß antiszimmetrikus tenzort, melynek 
térbeli komponensei megegyeznek a háromdimenziós szögsebességvektor komponen-
seivel: m = {w2 3 , œ 3 1 , co12}. A két tenzor kapcsolata: 
0(oaP = ~ Ö Q a ß . (8) 
A Lagrange-függvény megválasztása 
J. Frenkel [1] a Lagrange-függvény t a következőképpen választotta (a mi 
jelölésünknek megfelelően) : 
e 1 
F = Tköics + FfivP/iv • (9) 
A Frenkel feltételt és az uxux = —c2 összefüggést mellékfeltételként, Lagrange 
multiplikátorral vette figyelembe, r k ö I c s és Рцу variációját pedig definíciószerűen 
így adta meg: 
2 
<57kÖIcs= — S^őco^. (10) 
ÓL = ö ß p e P v „ - « 5 ß v 9 i V (11) 
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A variáció elvégzése és a Lagrange multiplikátorok értékének meghatározása után 
a következő' adódott a transzlációs mozgásegyenletre és a spin mozgásegyenletére: 
L (mu. - i Saß u)j = L Faß uß +± Pßy ca Fß., + (Paa F fi (12) 
S,p + p (Èxau„Up - Sp„uaua) = FaaPap-FfaPaa + ^(uaPpa-UpP„)F0. (13) 
Horváth János [2], hogy elkerülje a mellékfeltételek alkalmazását, a Lagrange -
függvényhez hozzávett egy mc2 tagot, (2)-t pedig (3) segítségével vette figyelembe. 
Ezenkívül az elektromágneses tér Lagrange-függvényét is tekintetbe vette, így az ő 
Lagrange-függvénye : 
1 e 1 
L= mc2-Tkölcs + — FllvFliy-jAflull--FllvMllv. (14) 
A sajáttér visszahatásától eltekintve ezzel a következő mozgásegyenletre ju to t t : 
= Á F r a u n + 1 Mп}daFal + (MaaFn) (15) 
S^ = FaaMaß - FpaMax + I ( K M p a - UpMJF,. ( 1 6 ) 
Ezekkel az eredményekkel szemben Nagy Károly [3](mozgásegyenlete : 
ffj- \г SXV " v ) = + M«x8У'2 -
- fii F™ Ux-^i Max К К F, + у2 ^ (Маа Fa) ( 17) 
+ ^ (Saauaup - Spau„ua) = FMMap-FpaMaxAr-2 (utMßa-ußMxa)F„. (18) 
Láthatóan (12)-ből hiányzik két tag, (13) lényegében megegyezik (18)-cal, csak 
ott Pxß szerepel Maß helyett. (15) és (16)-ból azonban hiányoznak a spintől származó 
tagok. Ez azt mutatja, hogy a mellékfeltételeket nem lehet ilyen egyszerűen meg-
kerülni. Éppen ezért mi a Lagrange-függvényt módosítani fogjuk még egy taggal, 
éspedig a következő tagot vesszük még hozzá: 
L' = ~Seeueua. (19) 
Amint már említettük, itt nem lehet bevezetni (3)-hoz hasonlóan egy másik anti-
szimmetrikus tenzort, mely automatikusan teljesíti a Frenkel feltételt, mert akkor ez 
a módosító tag azonosan eltűnne, ezért a Frenkel feltételt egy Lagrange multipli-
kátorral külön figyelembe vesszük. A mozgásegyenlet szempontjából tulajdonképpen 
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elég lenne a mellékfeltételt figyelembe venni, de a kinematikai energia-impulzus-tenzor 
származta tásánál látni fog juk , hegy jogos ez a szétválasztás. 
A mozgásegyenlet meghatározása 
A módosí tot t Lagrange-függvénybó'l indulunk ki és a hatásintegrált x a illetve 
Q x ß szerint variáljuk. A teljes Lagrange-függvény a következő': 
1 • 1 e l 
L= mc 2+2ci S' *ueua- Fköics + Fßv - - Aßuß- ^ E„v Mßv. (20) 
Az itteni sorrendben L egyes tagjait Lx, L2, ..., L6-nak nevezzük és a variálást 
minden tagra külön vésezzük el. 
Lx-et u„u„ = — c1 (elhasználásával így í rha t juk: 
Lx = тсУ— uQuB. (21) 
A variálás direkt elvégzése helyett a későbbiekben is az Euler—Lagrange-féle 
differenciálegyenletet használ juk. Ezzel 
6LX _ e f f d_ _ f L (mu ) (22) 
őxx dxx dx cxa dx x ' 
L2-në 1 egy Xx Lagrange multiplikátorral vesszük figyelembe (5)-öt. E l ő b b azon-
ban még (5) saját idő szerinti differenciálásával átalakítást végzünk: 
Sxßuß + Saßüß = 0. (23) 
így a variálandó kifejezésünk: 
= - 2^2 SQ*110 + К sca ua. (24) 
Az x a szerinti variálást elvégezve és (23)-at újra használva 
ŐL2__d Í_1 
~öx~ " dx\2c2 "" 
l—-2-SaaK-X0Sxg). (25) 
L2 S„a-n keresztül az elfordulás szögétől is függ, ezért Qxß szerint is kell var iálnunk. 
Mivel (6) szerint Sga csak egy ál landóban különbözik Mga-tói, ezért ( l l ) -e t érvényes-
nek tekintjük Ss<7-ra is és azt Qx ß antiszimmetriája miatt a következő a lakban ír juk: 
óő/iv = 2 (ÓQ/irj Svg - öQ0fl Sn, - 3QV„Sße + SQgv Slig). (26) 
Frenkel hangsúlyozza, hogy i t t variációról van szó és nem differenciálról, azonban 
a számolást jelentősen leegyszerűsíthetjük, ha formálisan a következő differenciálási 
szabályt feleltetjük meg (26)-nak: 
J ^ - = ^ Sxß - öQß Sax - ôax Soß + 6aß S ff)- (27) 
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Most már alkalmazhatjuk az Euler Lagrange-féle differenciálegyenletet, (27) segít-
ségével közvetett differenciálást végezve: 
ól j _ ól2 ós„„ _ 
öqat, ós„„ 0qxß ~ 
2~2 UQ "a + *AV Ua\ ~2 Yt/Í — 0„ß S— д
ау
 S„ß + 6„ß = 
= - 4P" (M« "" S«fi - UII "n - S0ß + U0 "ß S 4 + 
+ J (К и о Saß - Xß u„ Sax - XQ Ua S„ß + X0 Uß S0J. 
(5) és (23) felhasználásával 
ÔL2 1 • • . 1 
-JqI = 4 p (S„ u„Uß - Sßau„uj - — X0(Sx0Uß - Sß„uj. ( 2 8 ) 
L3 variációjánál csak Q„p szerint kell variálni, mégpedig (10) szerint, figyelembe 
véve az előbb mondottakat 
ÖL3 1 d _ 
sütß = 2 d f s ^ 
Mivel most a részecske sajátterének visszahatásától eltekintünk, Z.4-et nem kell 
var iá lnunk a részecske mozgására jellemző x„ illetve Qxß szerint. Ez a tag tehát 
nem ad járulékot a mozgásegyenletben. 
l s vizsgálatánál 
SLs _ e a 
Óxx 
d ÓLS _ e d _ e „ 
Р,
ц
 = óaAfl — ó^A^ figyelembevételével 
ól* e 
L 6 -ná i újra kell хл és Qxß szerint is variálni. Először az x3 szerinti variációt 
nézzük meg. (3)-at felhasználva 
Lg = " y U.v^.v + pCWo^oWv = — ~2 d* fx V Ppv ~ p Fflvu0Pfl„uv 
Óxx 2 * "v "v 
p
 u _ l f u p 
c2 w c2 ' /iiй»2 /№ 
4 Fizikai Foiycmat XI/6 
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(3)-mal visszatérve Mxß-ra. Fflv és Pflv antiszimmetrikus voltát felhasználva ez így 
alakítható át : 
- ? U * F > - -
- /2
 Tu„ - ^ FIIV M№uauv + (F;jviia P„nuxi/v) - Д, Fav Mva i,a + 
1 d 
c
 2
 dz  (favuapva). 
Nyugalmi rendszerben az utolsó négy tag eltűnik a mozgásegyenlet mind a négy 
komponens-egyenletére, ezért tetszőleges koordinátarendszerben is zérust adnak, 
így Lb teljes variációja: 
(31) 
+
 c4 M0fl u0ихРц+-2 FX,Mvff u„. 
Ha most Qaß szerint variálunk és a megbeszélés szerint Pxß-ra formálisan alkalmaz-
zuk (27)-et, a Frenkel-feltétel segítségével: 
~~ ~2 +»v Ua "v 2 (bQXPaß — M - SaI PQfl + ÖaßP„J -
= - j (FxaP„ß - Fß„Pax - FexPoß + FoßP,J -
- 2^2" MV (Áxv Ua Paß -Fßv"aPa* ~ Á>vК Pßß + "ß V ) = 
t 1 Fx„ Pnß FßaPnx) -
- 2j?(U*Pßa-UßP*,)Fa. 
(3)-mal Plß-ról M x ß-ra térve á t : 
= (Fxa Maß - Fßa Maa) - (ua Mßa - uß Mx„) F„. (32) 
Most már rendelkezésünkre áll az összes tag variációjából származó kifejezés. 
Összeszedve (22), (25), (30) és (31)-et valamint (28), (29) és (32)-t, a következő moz-
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gásegyenletre ju tunk: 
- -2 FxvMvau„-I Me„иеихР„ + ~ (MxpFß) (33) 
Saß + (Saa Ua Uß- Sßa ua ux) - ke (Sxe Uß-SßC ux) = 
= FaaMaß-Fß,Mm + ^(uaMße-upMaa)Fa. (34) 
A Lagrange multiplikátor értékét meghatározhat juk, ha (34)-et megszorozzuk uß-
val és (23)-mal átalakítást végzünk: 
Saß u ß ~ \ Sxa ua + ke c2 Sxg = 0 
saß(-üß + l f i ß + c2 ^ = о 
2ß = f f 2 Ü ß . (35) 
Ezt visszaírva (33)-ba és (34)-be, a végső mozgásegyenlet: 
~[inux-^2Sxau)j = j F ^ + Lm^F^-
- f i F«Mya ua-^MCflUgUxFp + ^-2-^ (MxpFf) (36) 
Saß + f i (S x e U „ U ß — Sß(JUaUx) = 
= (Fxa M„ß - Fßa MJ + i (ux Mßx - Uß Mxa) Fa. (37) 
Ezek a mozgásegyenletek valóban egyeznek az Infeld módszerrel kapo t t (17) 
és (18) mozgásegyenletekkel. Nem látszik azonban még annak a szükségessége, 
hogy miér t í r tunk be a Lagrange-függvénybe még egy tago t és miért nem foglalkoz-
tunk csak a mellékfeltétellel, ezért még megvizsgáljuk a kinematikai energia-impulzus-
tenzort. 
A kinematikai energia-impulzus-tenzor származtatása 
Az energia-impulzus-tenzor a mozgásegyenletnek az Infeld módszerrel tör ténő 
meghatározásánál az egész számolás ki indulásául szolgál. Nagy Károly a tér energia-
impulzus-tenzorát és a tér és a részecske kölcsönhatását leíró energia-impulzus-
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tenzort a Lagrange-függvény bői a metrikus tenzor szerinti variációval származtatta. 
A kinematikai energia-impulzus-tenzort azonban a Lagrange-függvény ismerete 
hiányában H. Hönl [6] nyomán a tenzorra kirótt fizikai követelésekből határozta 
meg: 
fp = J K , + » f f yÁ.)ő (4) dx. (38) 
ahol 
ma„ = muaup-~(Saxuvuß f Sßvuvux) (39) 
m«ßy ~ x (Sya Up + Syß uj. (40) 
Azt kívánjuk itt megmutatni , hogy a Lagrange-függvénynek általunk bevezetett 
ú j tagjával, valamint (5)-nek mellékfeltételként való figyelembevételével egy ismeret-
lenül maradó állandó, a Lagrange-multiplikátor erejéig megkapjuk ezeket a kifejezé-
seket. 
(39) első tagját , a pólusrészecske jól ismert kinematikai energia-impulzus-ten-
zorát a Lagrange-függvény első tagjából kapjuk. Számunkra most L2 érdekes, melyet 
az általános relativitáselmélet jelölésmódjának megfelelően, valamint annak figye-
lembevételével, hogy a térfogati integrálásnál a térfogatelemből adódik egy У g 
szorzó, így í runk : 
£ =
 S - * * ^ + K S ' j a u J g . (41) 
Marx György [7] nyomán bevezetünk egy a metrikától független t paramétert és 
ennek segítségével közvetve végezzük el a saját idő szerinti differenciálást. Legyen 
v° a t paraméterre vonatkoztatott négyessebesség 
dx? dt 
Ve — I u" = v" z . dt dx 
Ezt uQu'-' — — <?2-be helyettesítve 
<42) 
Azt általános relativitáselméletből tudjuk [5], [8], hogy a négyessebesség és a momen-
tumsűrűség kontravariáns komponensei a metrikától függetlenek. Ennek, valamint 
az előző megjegyzésnek megfelelően (41) így írható: 
£ =
 " ^
 +
 (43) 
Ismeretes, hogy az energia-impulzus-tenzort a Lagrange-függvény kétszeresé-
nek a metrikus tenzor kontra variáns komponensei szerinti variációja szolgáltatja. 
Mivel (43)-ban a kovariáns komponensek szerepelnek, ezért először a metrikus 
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tenzor kovariáns komponenseinek a kontravariánsak szerinti differenciálhányadosát 
kell meghatároznunk. 
Induljunk ki az ismert 
= [ g j = gge° (44) 
összefüggésből, ahol [gQa] a g„„-hoz tar tozó előjeles aldetermináns, g pedig a kovariáns 
komponensekből felépített determináns. A metrikus tenzor szimmetriája miatt a 
kontravariáns komponensek az inverz mátrix elemei. Mivel az inverz mátrix deter-
minánsának értéke az eredeti determináns értékének reciproka és az inverz mátrix 
inverze az eredeti mátrix, ezért (44)-hez hasonlóan 
д 1
 r , 1 
~ g o a . (45) dge° g g 
A második egyenlőséget véve, a jobboldal t formálisan differenciáljuk, a középső 
tagnál pedig könnyen beláthatóan a differenciálás a következő eredményre vezet 
d[gc 1 1 
= (46) 
ahol eOTrt a teljesen antiszimmetrikus tenzor (Levi—Civita szimbólum). (45)-ből és 
(46)-ból végülis: 
2 < W £ a ß , . X g y i g T X = J gaßgo, + J (47) 
vagy rendezve: 
= - M * + f < w e«ß*xgyXgzx- (48) 
Ennek birtokában képezzük (43) első tagjának g'J" szerinti variációját. 
A szimmetria kedvéért a g"ß és gfla szerinti deriváltak számtani közepét határoz-
zuk meg. 
1 d£j _ 1 . 
f g ^ g o ß g a ß g ^ w w -
- 2 f r 5'»' и- if + 
+ -2ge„gavgafiS"viPÙ"-
- 2 f r gor S^uo Ù" + 
+ 2^4 güßgav S"VU? Ù" U„ Uß + 
1 
+ 2^2-geßgaa^tfiwg^. 
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Euklideszi metrikára való áttérésnél gxß-*öxß, a Frenkel feltétel figyelembevételével 
csak egy tag marad meg: 
—
 —
" 2^2 EeXyxenPyi^iiaU0U<r- (49) 
Az egyes indexeknek megfelelő szummázást elvégezve, a Levi—Civita szimbólum 
mia t t csak azok a tagok maradnak meg, melyekben д — ß és p = <x. Mivel a két 
Levi—Civita szimbólumban az indexek sorrendjében egy csere van, ez egy negatív 
előjelet hoz be, y és т kétféle lehetséges megválasztása pedig egy kettes szorzót, így 
(49) a következő alakra hozha tó : 
- 2 S* ,Ku ß . (50) 
с 
(23) felhasználásával ez 
- ^ K a K U ß - (51) 
A gh* szerinti differenciálásnál hasonló típusú kifejezést kapunk. A kettő számtani 
közepét véve (43) első tagjának járuléka a kinematikai energia-impulzus-tenzor-
ban : 
- ( K a К 1 1 fi + S ß a U„ ux). (52) 
(43) második tagjá t variálva 
1 3 £ , 
+ gX0S'-"'EaxyzellßXxgy'-
~keSeagailu"gaß. 
I t t is elvégezve az euklideszi met r ikára való áttérést, (5) figyelembevételével csak a 
középső tag ad já ru lékot : 
k„SQaEaxyzEIJLßyxUtl ( 5 3 ) 
Most csak o = ß , p = oc esetén kapunk el nem tűnő tagokat , éspedig az előző gondolat-
menetnek megfelelően 
- 2 X0Seßux (54) 
Hasonló kifejezés adódik a gß x szerinti differenciálásnál, így (43) második tagja a 
kinematikai energia-impulzus-tenzorban a következőt ad ja : 
-4(Seßux +Soxup) (55) 
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Láthatóan (52) és (55)-ben megjelentek a (39) és (40)-nek megfelelő tagok. 
A módszerrel azonban a Xe Lagrange multiplikátor értékét nem tudjuk közvetlenül 
meghatározni. Csak az energia-impulzus-tenzorra kikötött fizikai feltételek teljesü-
léséből adhatjuk meg az értékét, illetve a (38)-cal való összehasonlításból határoz-
hatjuk meg. 
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KRISTÁLYOK NÖVEKEDÉSI SEBESSÉGÉVEL 
KAPCSOLATOS VIZSGÁLATOK* 
MALICSKÓ LÁSZLÓ 
É K M Ü E Kísérleti Fizikai Intéze Budapest 
Az utóbbi évtizedekben igen sokoldalú vizsgálat tárgyát képező szilárdtest 
lizika fontos problémaköre a kristálynövekedés. A vizsgálatok egyik célja: megálla-
pítani, milyen tényezőktől és hogyan függ a kristályok növekedési sebessége, mi a 
növekedés mechanizmusa. 
Ismeretes, hogy csak akkor növekszenek a kristályok olvadékban v. oldatban, 
ha az túlhűtött ill. túltelített állapotban van. Wulff [1], Spangenberg [2], Neuhaus 
[3] és mások [4, 5] vizsgálataiból ismeretes, hogy azonos túltelítettség, illetve túl-
hűtés mellett egy kristály különféle orientációjú felületei más és más sebességgel 
nőnek, a sebességek aránya azonban eléggé állandó. Tamman [6, 7], majd később 
több kutató [8 — 11] megvizsgálta olvadékból növekvő kristályoknál a növekedési 
sebesség és túlhűtés közti összefüggést, amely harang-görbe-szerűnek adódott . 
Gőzfázisból növekedés esetén a túltelítettség-sebesség összefüggés más alakú: 
bizonyos kritikus túltelítettség felett lineáris, az alatt parabolikus [12, 13]. Gorszkij 
és Michlin [14] vizsgálatai szerint olvadékból növekedés esetén a külső nyomás 
növekedésével az említett harang-görbe a kisebb túlhűtések irányába eltolódik. 
Bunn megfigyeléseiből kiderült, hogy • oldatból növekedésnél nem egyedül a 
túltelítettség játszik csak szerepet, hanem valamilyen más paraméter is [15]. Mint 
későbbi vizsgálatok megmutatták, ez a más paraméter: a szennyezések és az általuk 
okozott kristályhibák [16 18]. A szennyezések szerepe kettős: diszlokációs lép-
csőket létrehozva segíthetik a növekedést, v'szont egyes szennyező részecskék a 
növekedésre alkalmas helyeket elfoglalva gátolják a növekedést. 
Mikroszkópos vizsgálatokból kiderült, hogy a kristályok növekedésénél leg-
gyakrabban szereplő ún. egyensúlyi, vagy legsűrűbb pakolást! felületek növekedése 
felületi rétegek útján történik [4, 19, 20]. 
Újabban részletesebben megvizsgálták ezen növekedési rétegek kinetikáját 
[21 -23]. Gőzből növesztett kristályokon mérték a növekedési rétegek felületmenti 
terjedési sebességét a réteg vastagság függvényében néhány Á-től néhány száz Л 
tartományban [23—25]. Azt találták, hogy a rétegvastagság növekedésével a réteg-
sebesség csökken. Hasonló eredményt kaptak oldatban növekvő NaCl, K H 2 P 0 4 . 
CdJ 2 , és szacharóz kristálynál is [26—29]. Érdekes összehasonlító mérést végzett 
Kozlovszkij [30]. /(-metilnaftalin kristályt növesztett gőzből, oldatból és olvadékból. 
Mindhárom esetben vizsgálta 0—100 Â vastag rétegek növekedési sebességének 
vastagság függését. Azonos vastagságú rétegeket összehasonlítva gőzből növeke-
désnél észlelt legkisebb sebességet, oldatban a sebesség az előbbihez viszonyítva 
* Érkezett 1963. VI. 3. 
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kb. egy nagyságrenddel, olvadékban két nagyságrenddel nagyobb volt. Réteges 
oldódásnál hasonló eredményeket kapott. 
Jelen dolgozatban növekedési sebességmérésekről számolunk be, melyek a 
réteges növekedés mechanizmusához néhány újabb adalékot nyújtanak. 
Kísérleti módszer 
Vizsgálatainkat részben oldatcseppekben keletkező, főleg KBr, esetenként 
ftálsav, rézszulfát, tiokarbamid kristályokon, részben pedig túlhűtött olvadék-
cseppekben kialakuló fixirsó kristályokon végeztük. A kristályok növekedési folya-
matát mikroszkópon át figyeltük, ill. a folyamat rögzítése céljából arról mikro-
filmet készítettünk. 
A filmfelvételnél a binokuláris mikroszkóp egyik tubusához a felvevőgép csat-
lakozott, a másik tubussal a látómezőt állítottuk be. Miközben az oldatcsepp párol-
gott, benne kristálykák alakultak ki és növekedtek. A fixirsó esetében pedig a túl-
hűtött csepp szélét megzavarva tudtuk előidézni a kristályosodás megindulását. 
A filmfelvétel segítségével azután a növekedési folyamatot mérhetően nyomon-
követhettük. 
Eredmények 
A vizsgálatok nagyrészét KBr kristályokon végeztük. A kísérleti körülmények-
től függően kocka- vagy téglaalakú kristálytömböket, négyzet vagy téglalap 
alakú néhány p vastagságú lemezeket, ill. néhány p2 keresztmetszetű tűkristályokat 
kaptunk. Határoló felületként főleg (100), ri tkábban (110) és (111) lapok jelentek 
meg. Figyelmünket főleg a kockalapok növekedésének vizsgálatára fordítottuk. 
Megfigyeléseink szerint, az adott körülmények között, a hexaeder lap normális 
irányú növekedése, mint azt már Gyulai is leírta [20] a következőképpen megy 
végbe (lásd 1. ábra) : A lap csúcsán hir-
telen kb. p vastagságú kb. 10 p2 terü-
letű kis halmocska keletkezik (a), 
majd ez a rétegkezdemény először az 
élek mentén (b), később a lap belseje 
felé kezd terjedni (c). 
Ha az anyagtranszport megfelelő, 
akkor az így keletkezett réteg az egész 
felület mentén végigszalad. Ezután, 
vagy még az előző réteg teljes befeje-
ződése előtt, ú jabb rétegkezdemény ala-
kul ki a csúcson, amely az előzőhöz hasonló módon viselkedik. Tehát a növekedés 
a csúcsból induló rétegek útján történt, amelyek bizonyos időközönként (1 10 sec) 
alakultak ki a csúcs környékén. Amennyiben a lap közepe felé az anyag utánpót-
lás nem volt megfelelő, a rétegek ott lelassultak és a már jólismert [31] lépcsőzött 
struktúra alakult ki. Az említett rétegek mozgási sebessége a csúcs és él közelében 
szemmel is jól láthatóan nagyobb volt, mint a felület belseje felé. 
A kristályok felülete mentén kialakuló rétegek mozgását legtisztábban és leg-
mérhetőbben lemezszerű kristályokon tanulmányozhattuk. Lemezszerű alatt az 
/ . ábra. Felületi réteg kialakulásának 
és szétterjedésének 3 fázisa. 
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olyan kristályokat értjük, melyeknek két mérete jóval nagyobb, mint a harmadik 
(2. ábra). 
Kísérleteinknél ilyen kristálykák legtöbbször olyankor keletkeztek, mikor már 
az előbbiekben említett kristálytömbök növekedése erősen lelassult és az oldatot 
üvegpálcával kissé megzavartuk. Ilyenkor ezek igen hirtelen alakultak ki, vastag-
(00ij tO'O! 
»тжяшшшшёкж 
I ' Hi 1 • : 
I 
- sím 8* 
• 
2. ábra Lemezalakú kristályka 
sematikus rajza 
,?. ábra. Oldatcseppben keletke-
zett kis KBr kristálylemezek. 
95 X nagyítás 
ságuk [X körüli volt, másik két méretük 5—lOjjt, később több 100 p.-t is elérhetett 
(3. ábra). А т. ilyen kristálykák kialakulásuk után igen v e h e m e n s e n növekeriteV 
elsősorban [100] és [010] irányban. Ilyenkor a fenti két lap mentén vetületben felületi 
rétegeket lá t tunk mozogni (4. ábra). Az egyik csúcsból indultak ki és az él mentén 
haladtak a másik csúcs felé. Haladási sebességüket, valamint a rétegek vastagságát 
mérni tudtuk. A mérések azt a szemmel is jól észrevehető eredményt adták, hogy 
a csúcsból nagy sebességgel indul ki a réteg, a lap közepe felé a sebesség csökken, 
a túlsó csúcs felé ismét nő (5. ábra). Az ábrán látható, hogy az él mentén a sebesség 
4!a, b ábra. Vázlatos rajz lemez-
alakú kristályok oldalfelülete menti 
növekedési réteghez. 
4/c. ábra. Rétegesen növekvő KBr kristály. 
Egy kocka a filmből. 200X nagyítás. 
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nemcsak a már említett m ó d o n változik, hanem a mérési hibát túllépő esetenként 
tekintélyes sebességugrások is fellépnek. 
Érdekes volt, hogy ha valamelyik csúcsból kiindulva az ilyen réteges növeke-
dés megindult, akkor ez a csúcs a továbbiakban kitüntetett szerepet játszott , és a 
további rétegek is főleg ebből a csúcsból indultak ki esetleg mindkét irányban. 
1 
5. ábra. Növekedési réteg sebességének változása a felület mentén. 
V — a réteg felületmenti terjedési sebessége, / — távolság az (100) 
oldallap mentén. A csúcsok /=0-nál és a nyíllal jelölt helyen voltak. 
Másrészt nemcsak а csúcsok szerepeltek „réteg forrásként", hanem esetleg előző, 
valamilyen okból leállt rétegek is. Sokszor előfordult, hogy lassabban haladó vas-
tagabb (a) rétegből vékonyabb (b) nagysebességű réteg kivált (6. ábra). A következő 
mérési görbénken (7. ábra) ilyen esetet muta tunk be. Lá tha tó , hogy a lassú réteg-
ből (1) relatíve nagy sebességgel indul ki a vékonyabb réteg (3), melynek sebessége 
később a „forrástól" távolabb ismét csökken. 
Több esetben előfordult, hogy a réteg élmenti növekedése közben vastagodott 
is. Sebessége ilyenkor is lecsökken. 8. ábránkon a réteg sebessége és a vastagsága 
látható az idő függvényében. Az érdekes az, hogy 
kb. 20—30 p. vastagságon túl a réteg növekedési sebes-
sége nem csökken (mint az - majd később látjuk 
várnai« lenne), sőt kissé nő. 
Az ugyanazon csúcsból kiindult rétegek korántsem 
azonos sebességgel haladtak a felület mentén. Meg-
vizsgáltuk egy csúcsból kiinduló egymásutáni rétegek 
6. ábra. a vastagabb, lassúbb 
rétegből b vékonyabb gyorsabb 
réteg válik ki. 
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7. ábra. Vastagabb, lassú rétegből hirtelen 
vékonyabb réteg válik ki. v — a rétegek 
sebessége, t — az idő, •—• —• görbe a 
vastagabb réteg, X —X —X görbe a ki-
vált vékonyabb réteg sebességét mutatja. 
[sec] 
8. ábra. Növekedési ré-
teg sebességének és vas-
tagodásának kapcsolata. 
v — a sebesség, d — a 
réteg vastagsága, I az 
dő 
1С 20 30 40 50 
t [sec] 
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átlagos sebességét (9. ábra). Azt találtuk, hogy lassabb réteg vagy rétegek után 
gyorsabbak következnek, ma jd újra lassabbak stb. A gyorsabb rétegek vastagsága 
kisebb volt mint a lassabbaké. Pontosabban megvizsgálva a kérdést, azt találtuk 
— mint már az irodalomban is ismeretes [23- 30] —. hogy a rétegek vastagsága (d) 
és átlagsebessége v(d) között 
d (1) 
alakú összefüggés van (10. ábra) , ahol A és В állandók. 
Az említett rétegek eredményezik tehát a felület normális irányú növekedését, 
amely az időben csökkenést mutat az anyagfogyás, szennyezésdusulás stb. ered-
ményképpen. Egy tipikus mérési ered-
ményt mutat a 11. ábra, ahol a függő-
leges tengelyre a fixirsó (101) lapjára 
merőleges növekedési sebességet mértünk 
fel az idő függvényében. 
A kristálycsúcsok igen fontos szerepe 
és az anyafázisra gyakorolt hatása isme-
retes. Igen jól demonstrálható azonban 
fixirsó kristályok növekedésénél. Többször 
megfigyeltük (nemcsak fixirsón!), hogy ha 
egy kifejlett kristályka növekedése vala-
milyen okból leáll, csúcsánál új kristály-
egyed fejlődhet ki (12. ábra), amely ismét 
rohamosan növekszik, majd sebessége 
csökken. A 13. ábránkon két egymás-
u tán bekövetkező ilyen esetet lá thatunk. 
v mos t a csúcs i rányú [100] előrehaladási 
sebességet mutatja az idő (?) függvényé-
ben. Jól látható a két új kristályegyed 
rohamos indulása. 
Több esetben előfordult, hogy a le-
mezszerű kristályka gyorsan nő t t ugyan, de egyes rétegeket nem lehetett felismerni. 
Ilyenkor a „forrás t" képező csúcs környékén a kristályka profilja rendszerint 
„eltorzult", az élek görbevonalúaknak látszottak (14. ábra) . 
9. ábra. Egymásután induló rétegek sebes-
ségei közti kapcsolat, v — a sebesség, n — 
a réteg sorszáma. 
Diszkusszió 
Kísérleti módszerünkből következett, hogy a cseppekben az oldat túltelített-
ségét közvetlenül nem tudtuk mérni, bár az nagyon szükséges ada t lett volna. Sajnos, 
megfelelő berendezéssel, mely a túltelítettség mérését lehetővé tette volna, nem 
rendelkeztünk. Tájékozódás céljából azonban a kísérleti körülményekhez azonos 
körülmények között (cseppméret, szobahőmérséklet) analitikai mérleggel mér tük 
cseppek párolgási sebességét, amelyből a túltelítettséget becsülni tudtuk. Egyrészt 
a párolgási sebesség mérésekből, másrészt más megfigyelésekkel való összehason-
lításból a cseppek maximális túltelítettségét 30 —40%-ra becsültük. 
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d гм1 
10. ábra. Rétegek átlagsebessége (г>) a vastagság (cl) függvényében. 
t [sec] 
11. ábra. Fixirsó (101) lapjának növekedési sebessége (v) 
az idő (/) függvényében. 
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Mint többrendben említettük, a növekedési rétegek fő „forrása" a csúcs volt. 
Ez ionkristályoknál várható. Ugyanis KösseI 1928-as munkájában [32] kifejtette, 
hogy a kristályt alkotó részecskék lerakódásának helyét a lerakodási energia szabja 
meg és ez számításai szerint, ionkristályoknál a 
csúcson a legnagyobb. Itt kell tehát az atomi 
réteg lerakódásának megindulnia. 
Mindenesetre érdekes az, hogy több-száz 
vagy ezer atomi méretben is érvényesülnek azok 
a törvényszerűségek, melyeket egyatomos mé-
retre a fenti elmélet megállapított. 
Ennek az érdekes jelenségnek kvalitatív 
magyarázatát adja a Gyulai-féle határréteg elmé-
let [31]. Ez röviden a következő: a kristály felü-
letén levő ionok elektromos tere az anyafázis po-
láris részecskéit a felület mentén 104 atomi távol-
ságra is rendezni képes és így nem egy, hanem sok atomos adszorbeált réteg kelet-
kezik, melyben a túltelítettség elég nagy ahhoz, hogy sok elemi réteg együttes kivá-
lását tegye lehetővé. Ilyen vastag adszorbeált réteg bizonyos körülmények között 
optikailag kimutatható volt [33]. Elméleti próbálkozás is történt a határrétegbeli 
rendezettség kiszámítására olvadékban növekedő kristályok esetén [34]. 
Ha már most a kristályfelületen ilyen határréteg van, akkor a felülethez leg-
közelebbi ionrétegben a lerakódás megindulása aktiválja a további rétegek lerakó-
dásának megindulását, így „egyszerre" mikroszkópos méretű réteg keletkezését 
és mozgását észleljük. Egy ilyen vastag réteg kialakulása az oldatréteget a csúcs 
12. ábra. Csúcson keletkező új 
kristály sematikus rajza 
1500 
•ооо -
500 
— r 
X х K 
4 5 
t [sec] 
10 
13. ábra. Lelassult csúcson (X —X — X görbe) új kristályka kezd rohamosan növe-
kedni (о—о—о görbe), majd ennek lelassulása után, csúcsán újabb kristályka gyors 
növekedése indul meg(.—.—. görbe), v — fixirsó kristály [100] csúcsirányú növe-
kedési sebessége, / — az idő 
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körül felhígítja, így csak bizonyos idő múlva indulhat meg újabb réteg keletkezése. 
Ez eredményezi a már említett pulzáló réteges növekedést. Gyulai és Bukovszkv 
kvantitatív számításokat is végeztek ilyen rétegek kialakulásának energetikai viszo-
nyaival kapcsolatosan [35, 36]. 
Az a tény, hogy a csúcs környékén a rétegek sebessége nagyobb, és a lap közepe 
felé csökken, jól magyarázható. Ugyanis interferencia mikroszkópos vizsgálatok-
ból [15] ismeretes, hogy az oldat túltelítettsége a csúcso-
kon nagyobb, mint a lap közepe felé. Másrészt felületi 
elemi lépcső tangenciális növekedési sebessége (v) arányos 
a túltelítettséggel (a) [37]: 
v = b-a, ( 2 ) 
ahol b arányossági tényező. Tehát ahogyan a a változik a 
lap mentén, úgy változik a sebesség is. 
Láttuk, hogy a rétegek sebességében ugrások vannak. 
Ezek a határrétegben fellépő koncentráció fluktuációkkal 
kapcsolatosak. Hasonló esettel találkoztunk már előzőleg, tűkristályok növekedési 
sebességének mérésénél is [38]. Ez a kérdés még további vizsgálat tárgyát képezi. 
Az egymás utáni rétegek átlagos sebességében fellépő lüktetés a határrétegek-
ben felhalmozódott anyag fogyásával és az újrafelépülésével kapcsolatos. Lassabb 
réteg után van ideje az adszorpciós rétegnek ismét feltöltődni, azaz a következő 
réteg nagyobb túltelítettség mellett növekedhet, nagyobb sebességgel. Persze az 
esetet módosítja még, hogy közben mennyi új elemi réteg-kezdemény keletkezett 
a csúcson, azaz milyen vastag lesz a következő réteg. 
A határréteg jelenlétének figyelembevételével az átlagos sebesség-rétegvastagság 
függése (lásd (1) egyenlet) is magyarázható. Ugyanis Gyulai meggondolásaiból 
[31] és optikai mérésekből [33] következik, hogy a kristályfelület közelében egy 
bizonyos távolságig a a(z) túltelítettség a felület normálisa irányában а г távolság-
gal csökken, olymódon, hogy 
Z— 0 G (z) —Gq 
Z-+1о G (z) — G„ 
és 
ffo á r -
feltételeket elégíti ki. Tételezzük fel első közelítésként, hogy 
a(z) = G „ + n ' > - ff;. (3) 
1 + k - r  h 
Itt on a kristálytól távoli relatív túltelítettség, 
o 0 a kristály felületén az adszorbeált részecskék relatív túltelítettsége, 
z a felülettől normális irányban mért távolság, 
/; egy elemi réteg vastagsága. 
к konstans 
(3) összefüggésünk az említett feltételeket mindenesetre kielégíti. Mármost 
egy d vastagságú növekedési réteg minden egyes elemi rétegének sebességét az adott 
/-edik elem' rétegbeli o ; túltelítettség határozza meg: vl = b-Gi. Több elemi réteg-
ből álló növekedési réteg együttes haladási sebességét t'(d) — és ez az amit közvet-
14. ábra. Görbült kon-
túrú kristály vázlatos 
rajza. 
5 F iz ika i Fo lyó i ra t X I / 6 
5 1 0 MALICSKÓ L. 
lenül mérhetünk —, nyilván a d vastagságú adszorbeált réteg átlagos túltelítettsége 
ir(íf) határozza meg: 
v(d) = b-a(d). (4) 
Miután <r(z) csökkenő függvény, d növekedésével a(d) csökken: 
ia\ °o + ff- . f ő - f f -
a(d)=
 ; + - v . (5) 
Ж 
Tehát (4)-be beírva 
I ffo'Tff- . I « о - 
V ( d ) = b ^ r + b - h - ^ r (6) 
egyenletet kapjuk, ha figyelem bevettük, hogy általában kd»h. 
ffn — ff-,, . „ ffo + ff-bh es В = — — 
2 Ár-
jelöléssel az (1) formulát kaptuk vissza. Azaz a határréteg (3)-ban megadott túl-
telítettség-távolság függésével az irodalomban ismert és általunk is tapasztalt réteg-
növekedési sebesség-vastagság függés magyarázható. Megfordítva a kérdést: a réteg 
növekedési sebesség-vastagság függésből a határrétegbeli túltelítettség eloszlásra 
kaptunk tájékoztatást [(3) formula] . 
Az említett kísérleti körülmények mellett a KBr oldatcseppben ill. a fixir olva-
dékcseppben a túltelítettségi viszonyok kb. hasonlók, mégis összehasonlítva a két 
esetben a lapok növekedési sebességét (I. táblázat), az a fixirnél nagyságrenddel 
nagyobb mint a KBr-nél. Ez valószínűleg azzal kapcsolatos, hogy a fixirsó, olvadék-
ban minden komponens (víz, só) beépül a kristályba, így csak kisméretű átrendeződés 
szükséges a kristályosodáshoz. Oldatban azonban a vízdipólok az átrendeződést 
nehezítik. Kozlovszkij [30] ß-metilnaftalin kristályt növesztve oldatból ill. olvadékból, 
hasonló nagyságrendi sebességeltérést kapott a két esetben. 
1. TÁBLÁZAT 
A fixirsókristályok (101) és a KBr kristályok (100) lapjainak növekedési sebessége 
N a 2 S 2 0 3 KBr 
á t 
a : — ~ 0 , 1 ~ max 0,4 
V : 0 - 500 p/sec 0 - 1 0 p/sec. 
Láttuk, hogy időben csökken a kristálylapok növekedési sebessége. Ez a csök-
kenés valószínűleg azzal kapcsolatos, hogy az anyafázisban levő szennyezések az 
egyes elemi rétegek szélén elhelyezkedő, a részecskék lerakódására energetikailag 
kedvező helyek egy részét elfoglalják, ezzel az elemi réteg növekedését gátolják. 
Tehát maga az adot t kristálylap is lassabban növekszik [39]. 
Ha v(0) egy adot t túltelítettségnél egy elemi lépcső mozgási sebessége szennyezés-
mentes esetben, v a sebesség szennyezések jelenlétében, d a tekintett lépcső előtt 
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közvetlenül a szennyezések egymástól való át lagos távolsága, rk az adott túltelített-
ségi viszonyokhoz tartozó kritikus felületi m a g görbületi sugara, akkor köztük 
összefüggés áll fenn [40]. Ha tehát a szennyezés eró'sen feldúsúl a növekedő kristály 
körül, d csökken és v is csökken, sőt d=2rk-nál a növekedés leáll. 
1. Mikrofilmet készítettünk, melynek segítségével vizsgáltuk kristályok réteges 
növekedésének sebességét. A mérési eredményeket egyeztettük régebbi kísérleti és 
kristálynövekedésre vonatkozó elméleti eredményekkel. 
2. Sebességméréseink, m á s o k vizsgálataival egyezésben, a kristály közvetlen 
környezetében fennálló túltelítettségi viszonyokra adtak felvilágosítást és utaltak 
a határrétegben fellépő koncentráció ingadozásokra, melyet még részletesebben 
szándékozunk megvizsgálni. 
3. A sebesség-rétegvastagságra kapott (1) összefüggés érdekes, mert az eddigi, 
irodalomból ismert vizsgálatokhoz csatlakozik. Azok ugyanis néhánytól néhányszáz 
molekula vastagságú rétegeket vizsgáltak, míg nálunk a rétegvastagság 104 ionméret 
nagyságrendű volt. A határrétegbeli koncentrációeloszlásra tett feltételezéssel a 
sebesség-rétegvastagság összefüggésre egy lehetséges magyarázatot adtunk. 
E helyen is szeretnék köszönetet mondan i Dr. Gyulai Zoltán akadémikus 
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ELJÁRÁS A DIFFÚZIÓS EGYÜTTHATÓ 
MEGHATÁROZÁSÁRA AGAR-AGAR GÉL RUDAK 
SEGÍTSÉGÉVEL* 
T A M Á S GYULA és RONTÓ GYÖRGYI 
Orvosi Fizikai Intézet, Budapest 
A szerzők, az általuk kidolgozott eljárással különféle ionok diffúziós együtt-
hatóját határozták meg. Vizsgálták a diffúziós együttható függését a vizes oldat 
sókoncentrációjától állandó 1,8% gél koncentrációnál, illetve az agar-agar gél kon-
centrációjától állandó 0,1 mol/lit. sókoncentrációnál. Az általuk gélben vizsgált 
ionok diffúziós állandói 0,9 1,8% agar-agar koncentráció esetén csak 1—2%-al 
különböznek az oldatokban mért értékektől. 
A diffúziós vizsgálatokban közkedvelt és gyakran használt anyag a gél. Fonalas, 
vázas szerkezete miatt nagy mennyiségű oldatot zár magába, amelyben a diffundáló 
részecskék mozgása csak kis mértékben korlátozott, ugyanakkor állandó alakja 
miatt benne a koncentráció változások könnyen követhetők és mérhetők. A növényi 
és állati sejtek gél á l lapotban levőknek tekinthetők. Tehát a gélek közelítik meg 
legjobban az élő anyagnak, a protoplazmának konzisztenciáját. Ez a tulajdonságuk 
felhasználható modellkísérletekre, s a segítségükkel kapot t eredmények alapján a 
biológiai objektumokon végzett diffúziós kísérleteket ellenőrizni lehet. 
A géleket sokan használták föl a diffúziós együttható (D) meghatározására. 
Erre a célra legtöbben Fick II. törvényének a megoldását alkalmazták, amelyben 
a koncentráció időbeli változását a részecskék elmozdulásával hozták kapcsolatba. 
Az elmozdulások távolságát részben a gél szeletelése út ján, részben színes ionok 
elmozdulásának mikroszkópos megfigyelésével kapták [1 ,2 ,3] . Ezek a módszerek 
azonban eléggé nehézkesek és nem mindig vezettek kielégítő eredményre [4]. 
Biológiai objektumokon végzett eddigi vizsgálatainkban Fick II. törvényének 
azt a megoldását alkalmaztuk, amely a koncentráció időbeli változását a vizsgálandó 
testre jel lemző méretekkel fejezi ki [5, 6]. Ezzel az eljárással nyert eredmények ellen-
őrzését kívántuk elvégezni, és ehhez gélből készült modelleken olyan eljárást dolgoz-
tunk ki, amelynél a fent említett megoldásból nyert összefüggést felhasználhattuk. 
Módszer 
A vizsgálandó iont tartalmazó oldatba 1,8% agárt tet tünk s addig melegítettük, 
míg az agar-agar megolvadt. Ekkor az oldatot megszürtük és ismert belső sugarú 
üvegcsőbe öntöttük. Az oldat megdermedése után a gél-hengert k i fú j tuk a csőből 
és kb. 1 g-os darabokra vágtuk. Egy-egy ilyen darabot, tömegének megmérése után, 
használtunk fel kísérleteinkhez. A gél-rudacskát 10 ml desztillált vízbe tettük s a 
* Érkezett 1963. június 11. 
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koncentráció gradiens biztosítására megfelelő időközökben a gélt új közegbe helyez-
tük át, s ezen áztató oldatot használtuk föl a kiáramló ionok mennyiségének, illetve 
a gélben m a r a d t ionok koncentrációjának meghatározásához. A diffúziót addig 
folytattuk, amíg gyakorlatilag az összes vizsgált ion a gélből eltávozott. 
Kísérleteinkben Na 2 4 , K 4 2 , J 1 3 1 , P 3 2 radioaktív izotópokat használtuk s a 
koncentráció változásokat az áz ta tó oldat aktivitásának mérésével követtük. A nem 
radioaktív ( C O O ~ ) 2 és SCN~ ionok mennyiségét titrálással határoztuk meg. 
A hőmérsékletet termosztát segítségével 20 + 0,2C°-on tartottuk. 
A diffúziós együtthatót (D) az (5)-ben felhasznált közelítő jellegű összefüggés 
segítségével határoztuk meg. Ezen összefüggés szerint elegendő hosszú t idő esetén, 
r sugarú hengeralakú testre kifelé áramláskor a koncentrációk hányadosa az alábbi 
kapcsolatban áll a diffúziós állandóval. 
4 / 5,787) A 
• exp I с — I. 
5,78 
ahol С a t, C0 pedig a 0 időpillanatban mért koncentrációt jelenti. Ha a t1 illetve 
t2 időközhöz tar tozó Ct és C2 koncentrációkra nézve is felírjuk a fenti egyenletet, 
és megfelelően átalakítjuk, a k k o r a 
, C j 5,78 D 
h) 
q 
egyenlethez j u tunk , amiből lá tható , hogy a log —- és az időkülönbségek közöt t 
G2 
lineáris összefüggés áll fenn, amely D-t is tartalmazza. így a D értéke kiszámítható. 
'"
2,log C l 
D 
C, 
iá 
I. ábra 
90 ptrс 
2 ,51 - ( Í 2 - í j ) ' 
A koncentrációt nyomjel-
zés esetében - a megfelelő 
ion 1 g gélre vonatkoztatott 
aktivitásával vettük arányos-
nak. A faj lagos aktivitás loga-
ritmusát az inkubációs idő 
függvényében ábrázoltuk, s a 
grafikon egyenes szakaszából 
az egyes anyagok diffúziós 
együtthatóját meghatároztuk. 
Az 1. áb ra 0,1 mol/liter kon-
centrációjú Na 2 4 Cl oldat 
diffúziójára vonatkozik 1,8%-
os agar-agar gélben. 
Eredményeinket az első 
táblázatban gyűjtöttük össze. 
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A táblázatban feltüntettük 
a különböző elektrolit koncent-
rációnál ál landó 1,8% gélkon-
centráció mellett nyert, továbbá 
az agar-agar tartalom változta-
tása esetén ál landó 0,1 mol/liter 
elektrolit koncentráció mellett 
kapott diffúziós ál landókat a 
középérték négyzetes hibájával 
együtt. A zárójelben a kísérletek 
számát adtuk meg. 
Kísérleteink egy részét ultra-
hang térben 3 M Hz és 2 W/cm 2 
mellett is elvégeztük (I. táblázat). 
Megbeszélés 
NaCl esetében az ion kon-
centráció változtatásával a diffú-
ziós együttható nem változott. A 
többi ion esetében a koncentráció 
csökkenésével a D értéke növe-
kedett. 
Diffúziós ál landó 0,9 1,8% 
határok között a hibahatáron 
belül nem függ a gélkoncentrá-
ciótól. Ezt úgy értelmezhetjük, 
hogy az említett koncentráció 
határokon belül a diffúziót aka-
dályozó s t ruktúra kialakulása 
nem függ a gélben levő agar-agar 
mennyiségétől. 3,6%-nál a diffú-
ziós állandó már kb. 10 12%-al 
csökken. Valószínűleg ilyenkor 
a gélpólusok mérete kisebb lesz. 
Az említteteknél magasabb illetve 
alacsonyabb agar-agar koncent-
rációkkal technikai okok miatt 
nem próbálkoztunk. 
A gél-rudakból az anyag-
transzport az alkalmazott kísér-
leti feltételek mellett megfelel a 
diffúzió törvényeinek. A gélben 
mért diffúziós ál landók az olda-
tokban mért értékektől kb. 
1—2%-ra eltérnek. Ez azt jelenti, 
hogy az agar-agar gél kis mér-
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tékben korlátozza a diffúziót. Megvizsgáltuk, hogy a gél előkészítése nem befolyá-
solja-e az eredményeket, 90 C°-os vízfürdó'n különböző ideig melegített, majd 
átszűrt agar-agar gélminták között nem találtunk különbséget. Ellenőriztük a duz-
zadás mértékét is. Ez olyan kicsi volt, hogy méréseinkben elhanyagolhattuk. 
Összehasonlítottuk mostani eredményeinket békaizmokra kapott értékeinkkel 
[6 — 9], ahol K + , Na + és rodanid ionokra nyert korrigált diffúziós együtthatók 
általában kisebbek voltak. Ezt úgy értelmeztük, hogy az izmok s t ruktúráján kívül. 
amit modellünkkel megközelítőleg azonosnak tekinthetünk egyéb tényezők 
is befolyásolják az iontranszportot. Modellünket - az in vitro vizsgált izmokhoz 
hasonlóan ultrahang térben nem rögzítettük — a hangsugárnyomás minden irány-
ban forgatta, így az ultrahang hatás statisztikusán minden oldalról érte. Ennek 
ellenére azt tapasztaltuk, hogy az ultrahang nagyobb mértékben gyorsítja a diffú-
ziót biológiai objektumokban, mint gél vagy oldatok esetében. Ez ugyancsak arra 
mutat, hogy az élő szövetekben a struktúrán kívül más tényező (pl. energiatermelő 
folyamatok) is szerepet játszanak az anyagtranszportban. 
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Mérések szcintillációs ß — y koincidencia berendezéssel 
és 47ty-ionizációs kamrával 
DÉZSI ISTVÁN és FEHÉR ISTVÁN 
Központi Fizikai Kutató Intézet, Budapest 
Előző munkánkban [I] foglalkoztunk az abszolút radioaktív bomlássebesség-
számlálás jelentőségével és ismertet tük a leggyakrabban alkalmazott abszolút mérési 
módszereket. Leírtuk egy ál talunk megvalósított Anx—ß áramol ta tós proporcionális 
számlálóvá! nyert tapasztalatokat . Megállapítottuk, hogy > 0 , 5 MeV maximális 
/(-energiával rendelkező izotópokra, valamint a-sugárzó izotópokra gondos prepa-
rálási technikával ± 1 — 2 % valószínű hibahatár elérhető. Sikerült továbbá az a 
és ß sugárzó izotópok keverékének abszolút a, illetve ß bomlásszámát is meghatá-
roznunk. 
Egy sor gyakorlati lag fontos igényünk megvalósítását, így a nagy mennyiségű 
hordozó t tar ta lmazó aktív p repará tumok meghatározását , valamint a 10 ize - 1 0 0 mc 
aktivi tás ta r tományba eső zárt y-források közvetlen bemérését nem tette lehetővé 
a 4rc/(-proporcionális számlálónk. Pontos abszolút termikus neutronfluxus meg-
határozására, valamint a különböző energiájú y-dózis etalonok bemérésére így nem 
volt módunk, pedig ezekre az intézetünk sugárvédelmi ellenőrzésénél feltétlenül 
szükségünk lett volna. Elhatároztuk a fentiek alapján, hogy egy a gyakorlati igényeink 
zömét kielégítő műszercsaládot állítunk össze a különböző sugárforrások abszolút 
hitelesítésére. 
Célul tűztük ki, hogy műszercsaládunk minden gyakorlatilag jelentős sugárzó 
izotóp ± 1 —2% pontosságú abszolút meghatározását tegye lehetővé az 0,001 цс 
100 mc aktivitás tar tományban, а К befogással bomló magok, valamint egyes 
alacsonyenergiájú /(-bomló izo tópok, így például a C 1 4 és а Г abszolút mérésén 
kívül. Az igényeket és a számbajöhető módszereket figyelembevéve úgy döntöt tünk, 
hogy a 47t/(-proporcioná!is számlálónk mellé megépítünk egy szcintillációs ß — y 
koincidencia berendezést és egy az előbbiekkel hitelesíthető szekunder standard 
47ry-ionizációs kamrá t . 
I. Mérések szcintillációs ß — y koincidencia berendezéssel 
Előző munkánkban [1] ismertet tük a ß — у koincidencia módszert és két jellemző 
bomlási típusnál megmutat tuk, hogy a több /(-csoporttal bomló magoknál az egy-
szerű formulát ki kell egészítenünk egy korrekciós taggal, mely a detektor meg-
szólalási valószínűségeket és az elágazási a rányokat tartalmazza, á l ta lánosságban: 
" о = • ; . . / „ . / „ . • -p^pl -h 
* Érkezett 1963. júl. 9. 
5 1 8 DÉZSI I. F.S FEHÉR I. 
ahol N0 az abszolút bomlássebesség, Nfl, Ny, Nßy a ß, y és a koincidencia csatornák 
valódi számlálássebessége, /^-. /j,,- a ß és у hatásfokok és Я , , P2, ..., Pn az elágazási 
arányok. Jól látható, hogy a lehető legpontosabb N0 értékeket olyan beállítással 
érhetjük el, a m i k o r / [ ] kifejezés értéke közel = 1 . ebben az esetben terhelik ui. 
legkevésbé a pontatlan hatásfok és elágazási arányok végeredményünket, az abszolút 
bomlássebességet [2], [3], [4]. 
A ß csatornánál észlelt nß, а у csatornánál észlelt n számlálási sebességeket 
és a koincidencia számlálóval észlelt nßy koincidencia számlálási sebességet korri-
gálnunk kell. hogy Nß, Ny és Nßy valódi értékeit megkaphassuk. A korrekciók 
értelmezését az alábbi pontokban adjuk meg: 
1. Törekednünk kell mindenekelőtt arra, hogy a /(-számláló csak kevéssé 
legyen érzékeny a y-sugárzásra és megfordítva. Ha a /(-számláló elé alacsony rend-
számú anyagból (plexiből) a maximális /(-hatótávnál vastagabb réteget helyezünk, 
akkor a számlálónk jelzéseinek a száma nßh részben a y-sugárzástól. részben a kör-
nyezet adta háttérből adódik, amelyet az észlelt n^-ból ki kell vonnunk. Ha a y-szám-
lálónk diszkriminációs szintje ëO.I MeV, csak a környezetből származó háttér 
nyh fog jelentkezni, melyet az észlelt лу-Ь01 szintén ki kell vonnunk, a keresett Ny 
kiszámításakor. 
2. A statisztikus hiba csökkentése érdekében nagy számlálási sebességeket 
<103 — 104/sec) célszerű választani. A gyors szcintillációs detektoroknál is fellép 
néhány százalék holtidő okozta számlálási veszteség, melyet a szokott módon 
korrigálnunk kell. 
3. A koincidenciakör feloldási ideje véges, tehát amennyiben a feloldási időn 
<t) belül két független részecske véletlenül érkezik a két számlálóba, ez is koinciden-
ciát okoz. A véletlen koincidenciákat (nßyt) az észlelt n^-ból ki kell vonnunk, 
hogy az Nßy-1 megkaphassuk. A véletlen koincidenciák száma arányos lesz a ß 
ill. y-csatorna számlálási sebességével. Azok a ß ill. y-beütések, melyek valódi 
koincidenciát okoznak, természetesen nem járulnak hozzá a véletlen koincidenciák 
számának megnöveléséhez. A véletlen koincidenciák kiszámításánál tehát a ß és y 
csatornák számlálási sebességéből az Nß.,-t ki kell vonnunk. Mivel ezt még nem ismer-
jük. elhanyagolható hibát követünk el. ha nßy-t vonjuk ki, s így: 
nßy r = 2t (nß nßy)(ny-nßy) 
és 
^Py ~ nPy~~ ПРу ~ np..
 c o m p t o n • 
A szcintillációs y-detektorban Compton-szórást szenvedő y-sugárzás kis való-
színűséggel eljut és megszólaltatja a y-sugárzásra kevéssé érzékeny /(-detektorunkat, 
ami téves valódi koincidenciát jelent. A /(-háttér megállapításánál észlelt valódi 
koincidenciák zöme ebből, ill. az esetleges у — у koincidenciákból származik. Ezeket 
közösen úgy tekintjük, mint л ^
 c o m p t o n — Г, értéke nem nagy obb néhány ezreléknél. 
4. Rövid felezésű idejű anyagok mérésénél, ha a mérés megkezdésének idő-
pontjáig a vonatkozási időponttól t idő telt el, illetve a mérés Г ideig tar t , és a bom-
lási ál landó Я, akkor: 
N n - M l L i n i 0
 Nßy * l ' 
тиоз;.: 
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A berendezés leírása 
Béta-számláló. M12FS60 multiplierre 4 5 m m 0 és 0,5 mm vastag plasztik fosz-
fort ragasztottunk szilikon olajjal és két 1,5 mg/cm2 fényes alumínium réteggel 
lefedtük reflektálás és fényzárás céljából. A vékony plasztik réteg y-sugárzásra 
kevéssé érzékeny. A detektort a preparátummal és a gamma detektorral együtt 
egy-egy befogóval optikai padra erősítettük, ahol relatív helyzetüket könnyen 
beállíthattuk. 
A detektor jeleit „szcintillációs erősítővel" 20— 50 V-ra erősítés után integrális 
diszkriminátorba vezettük, melyet 10 V-os vágószintre állítottunk be. A diszkrimi-
nátor jeleit ezres aláosztású számlálóval megszámláljuk. 
Gamma számláló. M12FS60-as multiplierre 2 5 X 3 5 mm NaJ (T l ) szcintillációs 
kristályt illesztettünk. Hasonló elektronikus egységeket használtunk, mint a béta 
csatornánál. A jeleket az esetek egy részében differenciális diszkrimináció után. 
tehát egy meghatározott y-energia intervallum kivágásával számláltuk meg. 
A számláló csatornák holtidejét két preparátumos módszerrel határoztuk meg. 
A koincidencia számlálóba az egycsatornás analizátorokból kilépő jeleket vezettük 
be. A feloldási idő 0,910 ±0,002 p.s volt, melyet Cs 1 3 7 forrással végzett véletlen 
koincidencia számlálás útján határoztunk meg. Az esetlegesen fellépő valódi koin-
Forras 
0-3kV 
Nagyfeszültség 
xi - 1000 
0-100v 
Számláló 
у 
t i III 
ß 
NaJfrt) I P/asztik 
Ф 35 mm I ф50тт 
Ф 25mm I f 0,5mm 
Linear/s его $ if о к 
Differencia/ disz krimi-. 
náforok 
Koincidencia 
Г = 1m s 
Számláló 
Nagyfeszü/iség 
XI '000 
0 - WOK 
Kapcso/á óra 
Számláló 
I. ábra. Szcintillációs ß •• koincidencia készülék összeállítási vázlata. 
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cidenciákat (pl. a Compton szóródásból eredó'ket) a két detektor közé helyezett 
5 cm-es ólomfallal zártuk ki. 
A készülék összeállítási vázlatát az 1. ábra mutatja. 
Készülékünk beállítását és a korrekciók meghatározását két példán keresztül 
kívánjuk bemutatni. 
A Na2A meghatározása igen egyszerű, mert gyakorlatilag egy kemény béta 
csoporttal rendelkezik, amellyel mindkét y-foton koincidenciát képez: 
Ha y-csatornánkat integrális állásba 1,5 MeV-es vágási szintre ál l í t juk be. 
akkor az esetleges y y koincidenciák is teljesen elkerülhetők — ezek száma azon-
ban a //-számlálónak a kis y-számlálási hatásfoka miatt különben is jelentéktelen. 
Az abszolút bomlásszámot az 
formulából nyerjük, miután az észlelt nß, ny és nßy értékeket az előbbiekben tárgyalt 
1 4. pont szerint korrigáljuk. Az adott oldat N a 2 4 tartalmának vizsgálatára végzett 
ismételt mérések szórása alapján a + 1 — 2 % valószínű hibahatár elérhető. Megje-
gyezzük, hogy a kapott hiba nagyobb mint azt a számlálás statisztikus hibájából 
( + 0 , 2 - 0 , 4 % ) várnánk. Ez azzal magyarázható, hogy a preparátum elkészítése-
kor a hígításnál, a súlypipettával való mérésnél és a bepárláskor apró hibákat követ-
tünk el, melyek véletlen ingadozása eredményezi a talált szórást. 
Az Aм19 8 meghatározása 
Az Au 1 9 8 bomlási sémája már bonyolultabb: 
у о 
= 1490 ого 
у 
"г 
ß , = 1,39 MeV 
ß2 ~ 4. / g MeV 
0 
, ' 0m2 
к / , 0,3% 
^—I — о 
h/2 -- 2,697пар 
- 1088 MeV 
ß, = 0,290 MeV 
ß2 = 0,960 MeV 
(33= 137 Mev 
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A /1, bétasugárzást 20 mg/cm2-es szűrővel kizártuk a számlálásból, a ß3 cso-
portot elhanyagoltuk. A y-csatornát 360 460 keV energia intervallumra („d" 
beállítás) állítottuk be, ebben az esetben a különben is rendkívül kevés és rossz 
hatásfokkal számlált y, ( 1.088 MeV) sugárzást elhanyagoltuk. A konverziót к tényező-
vel vettük figyelembe. 
Felírhatjuk ezer, beállításra: 
Щ = fß2P2N0 
Ny = [ ( P 2 - k ) f y 2 + P 3 f y 3 ] . N 0 
Npy = f ß 2 P 2 ( P 2 - k ) f y 2 N 0 
ebből а „г/" beállításra 
Az arány meghatározására elvégeztük a mérést olyan beállí tásban is. amikor 
Jy2 
minden 360 keV-nél nagyobb y-energiájú részecskét megszámlálunk, i lyenkor kapott 
értékük legyen Л f. Ebben az esetben az f.,2 hatásfok nem változik, c supán az f..3 növe-
kedik meg. A növekedés arányát C s 1 3 7 p repará tummal megmérhet jük, melynek 
véletlenül közel ilyen energiájú gamma-sugárzása van. Ebből a megfontolásból 
a bomlások abszolút száma 
i 
aßk — aj 
К a két beállításnál a Cs1 3 7-el mért számlálási sebességek hányadosa , Ad és At 
pedig a két beállításnál észlelt és korrigált j*—- értékei. 
Módszerünkkel Al i 1 4 8 abszolút bomlás sebességére, ha a számlálás statisztikus 
hibája < ± 0 , 2 % , a + 1 % valószínű hibahatár biztosítható. 
Számos reaktorfizikai és sugárvédelmi vizsgálatnál szükségünk van az abszolút 
termikus neutronfluxus pontos ismeretére. A neutronfluxust aranyfól ia aktiválással, 
s az aktivitás abszolút számlálásával lehet igen pon tosan meghatározni . Az általunk 
kidolgozott abszolút arany-198 meghatározást sikeresen alkalmaztuk az abszolút 
neutronfluxus mérésénél. 
II. Mérések 4ny-ionizációs kamrával 
Nagyobb ß — y aktivitások (0 ,01 - 100 mc) abszolút meghatározására nem 
ismerünk prakt ikusan is használható abszolút mérési módszert. M e g kellett eléged-
nünk szekunder standardizálási módszerrel, amellyel ha azt 4n/]-számlálóval vagy 
ß — y koincidencia módszerrel hitelesítjük, + 2 — 5% pontos szekunder etalonok 
állí thatók elő. Ezekre a különböző y-energ'ájú s tandardokra , min t dózisetalonokra 
a dózismérők hitelesítésénél volt elengedhetetlenül szükségünk, aho l az így elérhető 
pontosság már kielégítő. 
0,01—100 mc nagyságrendben, ha a vizsgált izo tóp által számot tevő valószínű-
séggel kibocsátott y-sugárzás energiája ^ 0 , 1 MeV, az úgynevezett 4ny-ionizációs 
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kamra a legegyszerűbb és leg-
megbízhatóbb összehasonlító 
műszer [5]. Jól összehasonlít-
hatók segítségével mindúgy a 
különböző' ampullákba zárt 
oldatok, mind a szilárd sugár-
források, mert ez a méró'beren-
dezés a forrás alakjára nem 
érzékeny. Ha az ampullába 
zárt radioaktív oldatot mérés 
után felbontjuk és felhígít-
juk, 4nß számlálóval vagy más 
abszolút számlálási módszer-
rel az abszolút bomlássebes-
séget megszámláljuk, mint lát-
juk mód nyílik primer stand-
arddal való közvetlen össze-
hasonlítására is a kamraál-
landó bemérésére. 
1. W. G. Dale és munka-
társai által javasolt [6] ionizá-
ciós kamrát építettük meg. A 
módszer lényege az, hogy a 
forrást körülvevő sárgaréz ser-
legből kiváltott szekunder 
elektronoknak a kamra leve-
gőjében keltett ionizációját, 
mint áramot elektrométerrel 
megmérjük. Az ionizációs 
áram tág határok között ará-
nyos a mérendő forrás akti-
vitásával. 
Az egységnyi beeső y-
kvantum által 1 cm-es úthosz-
szon a sárgarézben kiváltott 
szekunder elektronok 
hv(ac + t) 
összenergiájának a beeső y-
kvantum hv energiájától való 
függését a 2. ábrán láthatjuk. 
a c és t a sárgaréz lineáris 
Compton abszorpciós koeffici-
ense, illetve lineáris fotoelek-
tromos abszorpciós koeffici-
ense. Az ionizációs kamra 
sárgaréz serlegét körülvevő 
levegő üreg nem befolyásolja 
3. ábra. y foton abszorpciója 3 mm-es sárgái ézben 
az energia függvényében. 
4. ábra. Abszorpcióval módosított szekunder 
elektron energia elnyelés (dózis) sárgarézben a 
y-energia függvényében. 
" 0 05 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 MeV 
2. ábra. Szekunder elektron energia elnyelés (dózis) 
sárgarézben a -/-energia függvényében. 
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méreteinél fogva a sárgarézben kialakult szekunder elektron egyensúlyt, ezért a kamra 
levegőjében létrejövő ionizáció arányos lesz a sárgarézre jellemző hv(ac-\-z) energia 
elnyeléssel (dózissal). Ezt az egyszerű képet a beeső y-sugárzásnak a 3 mm-es sárgaréz-
falban bekövetkező abszorpciója módosítja. A 3. ábrán láthatjuk a y-sugárzás 3 mm-es 
sárgarézfalban történő százalékos abszorpciójának függését a y-energiától. A 2. ábrán 
látható összefüggést a 3. ábra szerinti abszorpcióval módosítjuk, akkor megkapjuk 
az esetünknek megfelelő sárgarézben elnyelt y-dózis energiafüggését. Az ionizációs 
kamra áramhatásfoka, tehát az egységnyi aktivitásra (pontosabban y-kvantumra) 
eső ionizációs áram arányos a 4. ábrán látható sárgarézben kiváltott szekunder 
elektron összenergiával (dózissal). Az arányossági tényező értékét a kamra geo-
metriai mérete, a légnyomás és az egy elektron-ionpár keltéséhez szükséges ener-
gia szabja meg, ha a kamra telítési tartományban dolgozik. A kamra állandóját, 
valamely ismert energiájú és primér módon meghatározott s tandard y-sugárzás 
segítségével mérjük meg. 
A kamra linearitásának alsó határát az átvezetési, az ún. háttér áram határozza 
meg, amely nem nagyobb mint 1— 2-10~1 4Л. így a 5-10" 1 3 A nagyságrendű ionizá-
ciós áram már mérhető, ez a Dale típusú kamrába 10 pc nagyságrendű aktivitás-
nak fe'el meg. A felső mérési határt a tértöltés korlátozza, amennyiben 5 -10~ 9 Я-
nál nagyobb áramnál már nincs telítésben a kamra ez az áram hozzávetőlegesen 
100 mc aktivitásnak felel meg, 
A fékezési sugárzás által kiváltott áram a ß — у sugárzóknál nem több mint 
0,5—1%, hatása nem zavar, mert a hitelesítés során ezt is bemérjük a y-sugárzás 
által kiváltott áramba. 
A műszerállandók bemérése után a mérésnél célszerű normáló preparátumot 
használni, ezzel elkerülhetjük az esetleges műszerállandó megváltozásból eredő 
szisztematikus hibát. Jó normáló preparátum a platinatokba zárt rádium (rádium-tű). 
A normáló rádium preparátum a„ mc aktivitása + 1 — 2 % pontosságú szokott 
lenni. Ha elfogadjuk a„ értékét és a különböző anyagokat a fentiekben elmondott 
úton, az ionizációs kamrás mérés után abszolút módszerrel is megmérjük, akkor 
ebből kiszámíthatjuk a kamránkra az abszolút hatásfokot és az /'-edik anyag relatív 
hatásfokát rrt rádiumra vonatkoztatva. Az 1. táblázat [6] alapján megadja néhány-
anyag rt értékét. 
A mérendő aktivitásnak megfelelő ionizá-
ciós áram kis mértékben függ az ampullába 
zárt oldat térfogatától (magasságától). 5 ml-es 
ampullával dolgozva 3,00 g súlyú oldattal hitele-
sítve a kamrát azt találjuk, hogy amennyiben a 
vizsgált minta súlya 1—5 g közé esik, az eltérés 
nem nagyobb ±2%-nál , amit egy relatív méréssel 
meghatározható oldat magassági tényezővel ve-
szünk figyelembe ( f f ) . 
Az elektrométer értékjelzése legyen st a 
mérendő anyagra, sríl a normáló rádium prepa-
rátumra, akkor az A,• keresett aktivitás: 
ai = f h — an -ф-тс. 
ri '3Ra 
I. TÁBLÁZAT 
Különböző radioaktív anyagok rá-
diumhoz viszonyított ^ / - i o n i z á -
ciós kamrával mért relatív hatás-
foka (о). 
Izotóp ri 
N a - 2 4 2,188 
B r - 8 2 1,805 
С о - 6 0 1,543 
N a - 2 2 1,445 
M n - 5 6 1,019 
Ra + bomlás 
termékei 1,000 
F e - 5 9 0,786 
A u - 1 9 8 0,314 
J—131 0,302 
К—42 0,174 
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A berendezés leírása 
t-300V 
Aluminium 
A 4^y-ionizációs kamránk vázlatos metszetét az 5. ábra mutatja. „Merk l in" 
rendszerű keretből készült asztalra három láb segítségével van felerősítve a hengeres 
alumínium kamra-test, melyet alul-felül alumínium és plexi lap zár le. A preparátum 
16 mm e-jű zárt végű plexi csőbe csúsztatva helyezhető a kamra középpontjába. 
A preparátumot 3 m m fal-
vastagságú sárgaréz serleg 
veszi körül, melyben elnye-
lődik a /1-sugárzás és meg-
történik a y-sugárzás elek-
t ronokra történő, konver-
tálása. Az áramgyűjtő sár-
garézelektróda három tef-
lon szigetelő lábon áll. 
amelyeket földelt a lumí-
nium védőgyűríí vesz körül. 
Az egyik láb tengelyében 
történik az áramkivezetés. 
amely árnyékoltan közvet-
lenül csatlakoztatható a 
V A - J 50 (Vakutronik) 
elektrométerhez. Az elek-
trométer maximálisan 1 0 " 
Q-os munkaellenállásának 
egyik vége földpotenciálon 
van. A külső házra, illetve 
az a lapra , fedőlapra és a 
serlegre kapcsoljuk a 
+ 300 V-os kamra feszült-
séget. 1 mc-nél nagyobb ak-
tivitások mérésénél ólomvé-
dőfalat emeltünk a mérést 
végző sugárzás elleni vé-
delme érdekében és a pre-
pará tumot hosszúnyelű 
csipesszel kezeltük. 
Készülékünk általános használhatóságát az Ag 1 1 1 példáján kívánjuk bemutatni . 
Az A g ' 1 1 -re ugyanis nem állt rendelkezésünkre az irodalomból az r, abszolút mód-
szerrel bemért értéke, ezért a relatív hatásfok energiafüggéséből a bomlási séma 
ismeretében r, értékét kiszámítottuk. Az r, ugyanis: 
Elektrometer 
0 20 U 60 mm 
5. ábra. 4.r;'-ionizációs kamra vázlatos metszete. 
Pia i FP'iai 
ahol KKa relatív kitérés (1 mc Ra + bomlásterméke), P[, P2,... a belső konverzióval 
helyesbített ylt y2,... y-sugárzások arányszáma az összese-bomláshoz. А у i , y 2 . . . - h e z 
tartozó я , , a2, ••• a relatív kitérést adja meg, amit 3.7-107 foton a kamrában kivált. 
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K a m r á n k r a ezek a relatív hatásfok értékek a y-energia függvényében a [6] munka 
alapján a 2. táblázatban találhatók, melybó'l a kívánt y ;-energiánál a ; ér téke lineáris 
interpolációval j ó közelítéssel kiszámítható. 
Az A g 1 1 1 bomlási sémájából l á tha t juk , hogy az összes bomlások mintegy 
9%-a vezet y-sugárzás kibocsátására: 
A 2. táblázatból lineáris interpolációval kapjuk: a j—9,46 és я2 — 8,80-at. 
amiből behelyettesítve a fenti formulába: 
/•,.=0,0245 
értéket nyer jük. 
A számítot t kamrahatás fokot abszolút módszerrel ellenőriztük (1. részletesen 
a 111/3. pon tban ) úgy, hogy a 4fty-kamrában vizsgált, ampul lába zá r t^Ag 1 1 1 oldat 
abszolút faj lagos aktivitását kellő hígítás 
után 4jt/?-számlálóval megmértük. Az abszo-
lút aktivitásból számított rádiumra vona t -
kozó relatív kamraha tás fok : 
rt= 0,0255 
ami igen jó l egyezik a fenti számított hatás-
fokkal (eltérés - 4 % ) . 
III. Összehasonlító mérések 
Standardizálásra összeállított műszer-
családunk megbízhatóságát összehasonlító 
mérésekkel ellenőriztük, melyekből néhány 
tipikus példát próbálunk kiragadni, a fel-
merülő a p r ó b b technikai nehézségek, vala-
mint az elérhető pontosság megvilágítására. 
1. 1960 decemberében a bécsi Nemzet-
közi Atomenergia Ügynökség (IAEA) ál tal 
szervezett nemzetközi J 1 3 1 s tandardizálásban szcintillációs ß — y koincidencia beren-
dezésünkkel részt vettünk. A különböző módszerekkel közreműködő országok által 
az azonos törzsoldat fa j lagos aktivitására talált értékek a 6. ábrán lá tha tók . A 
súlyozott „világ át lag" h ibá ja és a mi eredményünk hibája átfedik egymást, ami jó 
egyezésnek számít. 
2. TÁBLÁZAT 
4 яу-ionizációs kamra hatásfokának ener-
giafüggése önkényes egységben 
y-energia a, kitérés 
MeV (3,7-107 у/ sec) 
0,1 9,20 
0,2 8,73 
0,3 8,88 
0,4 10,33 
0,5 12,15 
0,6 14,22 
0,8 18,44 
1,0 22,19 
1,5 30,70 
2,0 37,34 
3,0 48,92 
1 mc Ra + bomlás Xun = 34,5 
termékei 
« Fizikai Folyóirat XI /6 
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2. Gyógyászati és sugárvédelmi jelentőségére való tekintettel a J 1 3 1 -e t hasz-
náltuk modellanyagként berendezéseink összehasonlítására. Az 5 ml-es üvegam-
pullákba zárt ismert súlyú xt mc/g fajlagos aktivitású törzsoldatokat 4ny ionizációs 
kamrával bemértük Ra etalonhoz viszonyítva a [6] közleményből vett rt érték fel-
használásával. Az ampullák felnyitása után felhígítottuk a törzsoldatokat ismert 
arányban és ebből súlybeméréssel készítettük a 4re/)-számlálóhoz, valamint a ß — y 
koincidencia készülékhez a preparátumokat. Egyes preparátumok abszolút aktivitá-
sát mindkét berendezéssel is meghatároztuk. A kísérleteink egyik sorozatának átla-
golt eredményét és a hibát a 3. táblázat adja meg. Látható, hogy a valószínű hiba-
határokon belül a különböző módszerekkel talált és a törzsoldatra átszámított 
fajlagos aktivitás értékek jó egyezést mutatnak. 
Nv= 2Z 75 ±0,25 
2 , 22 73 c/g 
1
 ° I960-XII-14. 
12°° GMT 
KANADA НЧ 
DAN/A . 
FRANCIA 0. HH 
NÉMET О. 
OLASZ О. 
IAEA. 
4JTß-y 
koine. 
MAGVAI) О 
HOLLANDIAI 
i.ko \ 
LENGYEL 0 
JUGOSZLÁVIA 
/ 3 - / 
Koinc 
AUSZTRIA 
HOLLANL 
NOLL ANL 
SVÉD 0 
DIA 1-04 
H DIA \ О ! 
Folyadék 
szcintillátor 
ANOL/A 
ANGLIA { 
NÉMET 0. 
SVÉDO. 
JUGOSZLAV/A I 
CSEHSZLOVÁK LA 
uitß 
NEMET 0. ' - • {X-ion kamra 
JUGOSZLÁVIA i о '' ' 1 'ß-meghatározott 
térszög 
6. ábra. IAEA által rendezett nemzetközi J 1 3 1 standardizálás eredményei. 
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3. Az előző (11) részben foglalkoztunk az Ag 1 1 1 4xy-ionizációs kamrával való 
meghatározásával. Az Ag 1 1 1 kolloid oldatának abszolút aktivitás mérését hígítás 
után összehasonlításul 4n//-proporcionális számlálóval is elvégeztük. Azt tapasztal-
tuk, hogy a 4л//-számlálóval rendszertelenül 10—20%-kal alacsonyabb aktivitáso-
kat kapunk, mint a 4xy-ionizációs kamrával. Megvizsgáltuk az Ag 1 1 1 kolloid olda-
3. TÁBLÁZAT 
Összehasonlító vizsgálat etedményei egy J —131 törzsoldatra 
Módszer 4 я/9 prop, 
számláló 
Szcintillációs 
ß—y koincidencia 
4 лу ionizációs 
kamra 
Mért aktivitás 
pc/g 126 + 2,5 125 + 2,5 128 + 4 
tának desztillált vízzel történő 1:170-re való hígítású, valamint a 47t//-számláláshoz 
készített 1:3000-es hígítású oldatok edényfal adszorpcióval kapcsolatos időbeli 
stabilitását. Azt találtuk, hogy az l:170-es oldat két hétig is stabil maradt , mig a 
4xy-számláláshoz készített 1:3000-es hígítású oldat aktivitása időben erősen csök-
kent, amint ezt a 4. táblázaton néhány kiragadott kísérleti adattal megmutatjuk. 
A meghatározást indirekt úton voltunk kénytelenek elvégezni. Úgy jártunk el, 
hogy egy, 47i//-számlálóval gondosan megmért mintát hordozó fóliával együtt fel-
vittünk egy szabvány alumínium mérőtálkára, majd az ismert kis hígítású stabil 
oldatból alumínium tálkára súlybeméréssel az előzőhöz teljesen hasonló preparátu-
mot készítettünk, majd a preparátumok 
aktivitását végablakos GM csővel megmér-
tük és a 4rc//-számlálóval pontosan bemért 
primer standard aktivitásának ismeretében 
kiszámítottuk a keresett fajlagos aktivitást. 
Mérési eredményeink igen jól reprodukálha-
tók voltak ( ± 0 , 3 % ) és közel estek (eltérés 
4%) a 4ízy-ionizációs kamrával mért értékhez. 
Eljárásunk általánosságban is használha-
tó, mivel a 47t//-számlálóval a pontszerű 
hordozómentes radioaktív preparátumok, 
nagy pontossággal ±0 ,3 —0,5%-ra meghatá-
rozhatók. 
Adszorpcióra hajlamos aktív oldatunk abszolút fajlagos radioaktivitását kevés 
hordozó hozzáadása után a fenti, nagyon precíz primer standard felhasználásával 
relatív méréssel meghatározhatjuk. A relatív mérőeszközök, mint a végablakos 
GM-cső, üreges NaJ-os szcintillációs számláló, kevéssé érzékenyek az adszorpciót 
megakadályozó hordozóra (0,1—0,2 mg/prep.), ezért az aránymérés pontosan 
elvégezhető. A relatív mérés hibája terhelni fogja ugyan eredményünket, de а 4 л//-
számlálóval tör ténő közvetlen mérésnél az önabszorpció adta szisztematikus hiba-
lehetőség ennél nagyobb hibát jelenthet. Az általunk javasolt módszerrel 
± 1 — 1,5%-os mérési pontosság egyszerűen elérhető, míg a 4rc//-számlálóval való 
közvetlen bemérésnél a ± 2 % hiba is csak nagy körültekintéssel biztosítható. 
é* 
4. TÁBLÁZAT 
Ag-111 kolloid 1:3000 hígítású oldatának 
edényfal adszorpcióból eredő csökkenése 
a készítéstől eltelt idő függvényében. 
Hígítástól eltelt idő Aktivitás 
(nap) hiány % 
0 0 
1 9 
4 20 
7 37 
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Összefoglalásul megállapíthatjuk, a példák alapján, hogy az á l ta lunk össze-
állított műszercsaláddal a gyakorlatilag fontos a, ß és y sugárzó radioakt ív izotó-
poknak nagy részét primer, vagy szekunder módszerrel tudjuk standardizálni, 
a 0,001 [xc —100 mc nagyságrendű aktivitás tartományban ±1—2% pontossággal, 
s az utóbbi évben egy sor, a sugárvédelemmel kapcsolatos tudományos és technikai 
célra felhasznált standardizálási feladatot oldottunk meg a leírt műszerekkel. 
Köszönetet mondunk Soós Jánosnak az elektronikus berendezések gondos 
kivitelezéséért, Bíró Jánosnak a tiszta metángáz eló'állításáért, valamint Szende 
Gabriella, Tánczos Istvánné laboránsoknak és Tonelli Miklós műszerésznek a méré-
sekben nyújtott segítségükért, illetve a mechanikus munkák pontos elvégzéséért. 
IRODALOM 
[1] Dézsi I.—Fehér L, Magyar Fizikai Folyóirat 11, 285, 1963. 
[2] Campion P. /., Int. Journ. of Appl. Rad. a. Isotopes 4, 232, 1959. 
[3] Gunnink R. etc. Anal. Chem. 31, 796, 1959. 
[4] Larsson K.F., Arkiv for Fysik, 7, 323, 1953. 
[5] Seliger H. H., Schwebel A., Nucleonics 12, No. 7. 54, 1954. 
[61 Dale I. W. G. Int. Journ. of Appl. Rad. and Isotopes, 10, 65, 1961; 10, 72, 1961. 
IDŐEGYSÉG ALATT ÁTHALADT 
FOLYADÉK MENNYISÉG IZOTÓP-NYOMJELZÉSES 
MÉRÉSE ÉS BIOLÓGIAI ALKALMAZÁSA* 
KRASZNAI ISTVÁN és SOLTI FERENC 
I. sz. Belklinika. Budapest 
A folyamatos infúzióval adott indikátoros biológiai folyadék áramerősség 
mérés elméleti alapjainak ismertetése után a szerzők beszámolnak modell kísér-
leteik alapján az ellenáramlásos infúzió biológiai alkalmazhatóságáról és teljesítő 
képességéről. A mérések szerint pt—0,15 kp/cm2 infúziós nyomás alkalmazásával 
F < 1000 ml /min áramlás esetén átlagosan ± 5%-os hibán belül meghatározható 
a csőrendszerben folyó vér áramerőssége. A módszer biológiai alkalmazhatóságára 
a vénás véráramlás meghatározására, kutyákon végeztek kísérleteket, amelyeknek 
eredményei megegyeztek a modell kísérletek eredményeivel. 
A véráramlás sebességének és erősségének** meghatározása a vérpályába jutta-
tott indikátor anyag hígulásából már régóta használatos a kísérleti biológiában és 
medicinában [1, 2, 4]. 
Ezen módszerek lényegében kétféle alaptípusra oszlanak: 
Az indikátort lehetőleg kicsi térfogatban, lökésszerűen juttatjuk a vénás érbe, 
és meghatározzuk a szívből elfolyó vér indikátorkoncentráció-idő függvényét 
[c(í)]. Ennek és a beadott összes indikátor mennyiségének az ismeretében (A/) szá-
mítható a szíven percenként átfolyó vérmennyiség nagysága: a perctérfogat (F). 
F = ml/min. (1) 
/ c(t)dt 
о 
A második módszer lényege abban áll, hogy infusio formájában folyamatosan, 
állandó áramerősséggel jut tatunk indikátort az illető szerv artériájába és a szervből 
elfolyó vénás vér koncentrációját határozzuk meg. A beadott összes indikátor 
mennyiség és a vénás koncentráció ismeretében meghatározhatjuk a vizsgálandó 
szerv véráramlásának erősségét. 
Jelen dolgozatunkban a folyamatos indikátor módszerek elméleti alapjainak 
tisztázása mellett, modell kísérleteink eredményei alapján a módszer kis térfogatokra 
(csak vénás vér!) tör ténő alkalmazhatóságát és teljesítőképességét vizsgáltuk meg. 
À folyamatos indikátoradás módszerének elméleti megalapozását egy adot t szerven 
időegység alatt átfolyó vérmennyiség meghatározására Zieler [3] adta meg. 
Az 1. ábra A pont jában а К katheteren keresztül folyamatosan ál landó áram-
erősséggel (/,) ismert koncentrációjú (C ;) indikátort adunk а V térfogat felé áramló 
* Érkezett 1963. júl. 2. 
** Egy cső adott keresztmetszetén időegység alatt áthaladt folyadék térfogatának jelölésére 
a dolgozatban a folyadékáramlás erőssége illetve folyadék áramerősség kifejezéseket használtuk. 
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Infusio 
\k 
а 
Mintavétel 
artériás vérbe. А V térfogaton keresztüláramlott vénás vérből (Az időegység alat t 
á thaladt vérmennyiség E(ml /min)) а В helyen m in tá t veszünk, melynek koncentrációja 
CB. A továbbáramló indikátor felhígul az egész test vértérfogatába ( VT) és ez a 
hígult mennyiség ismét megje-
lenik a A pontban (recirkulá-
ció). Az A pontban a vérpá-
lyába belépő indikátor meny-
nyiségét a következő függvény-
nyel í rha t juk le: 
m(t) = fCi + a m - h ) (2) 
ahol : t0 = a recirkuláció ideje, 
m(t) = a t időpillanat-
ban az A pontban időegység 
alatt belépő indikátor meny-
nyisége, 
a(t) = recirkulációs ál-
landó. 
A beadástól számított t i dő 
múlva а V térfogatban levő 
indikátor mennyiségének (M(t)) időbeli változása a be- és kilépő mennyiségek 
különbségeként í rha tó fel 
M ' ( í ) = m(t) — FCB ( 3 ) 
/ . ábra. Az áramló vér körforgásnak vázlata, A az infúzió, 
В a mintavétel helyét jelenti. V az adott szerv térfogata, 
VT a teljes vértérfogat. 
А V térfogatbeli át lagos koncentráció változás pedig a következő alakba í rha tó : 
^ =
 ly(m(i)-FCB) ( 4 ) 
Bevezetve a g(t) függvényt, а В helyen mért koncentráció és az át lagos koncentráció 
változásának hányadosá t : 
*
( í > - - § 7 t ( 5 ) 
M'(t) 
a kapot t egyenletet rendezve elsőrendű differenciál egyenlethez ju tunk CB-re nézve: 
r ' ( t \ x F „ía r (t\ S(f)-m(t)  cB(t) + у g(t)'CB(t) = у  
Ennek általános megoldása : 
C<'> =
 e 
о _ „-FG(t) J g ( t ) m ( t ) J-cm dt (6) 
ahol G(t) primitív függvénye a g( í ) -nek. 
A 2. egyenletet figyelembe véve a megoldások a következők : 
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a(t) = 0 recirkuláció nélküli eset 
CB = 
f c j 
F 
1 - е v 
f -
С а
~ ! ф ebből: F - ß - f 
г Cg 
(7) 
«(/) + 0 a recirkulációt figyelembe véve. 
r _ m ( t ) a V Í - f < « - t e > ) m(Q aK 
С
В
 —
 17 172 v1 e p-2 F F  
Kicsi vénák esetén : 
tehát 
aV m(t) 
F2 <<C F 
fC, a(t — t0) 
F^[iÇi+ ait-to) 
Cg CR 
(8) 
(9) 
Az a(t — t0) értéket, amelyik lényegében a recirkulációból származó koncentráció 
növekedést veszi figyelembe, a gyakorlat 
számára a következő módon vehetjük 
figyelembe: 
legyen: Chl az infúzió megindulása előtti 
koncentráció, 
Chl a mintavételek után az 
infúzió elzárását követő koncentráció akkor 
az átlagos recirkulációból származó kon-
centráció (Cr) a kettő számtani középará-
nyosaként számítható. 
Г
 _ ch i + Gl 2 
2 
Behelyettesítve (9)-be, és az infúziós áram-
erősséget kivonva: 
Minfaréfel 
f ^ l , çj-св+сг 
с в Cr 
ml/min (10) 
2. ábra. F.llenáramlású infúzió alkalmazása 
a helyi vénás áramerősség meghatározá-
sára. d az infúziós tű és a mintavételi tű 
végei közötti távolság. 
A fenti gondolatmenetet Schillingford [5] és munkatársai továbbfejlesztették az 
ellenáramú infúzió alkalmazásával. Az eljárás lényege, hogy a kis nyomású vénába 
az áramlással ellentétes irányban meglehetősen nagy nyomással — adjuk az 
infúziót (2. ábra). A beadás helyétől d távolságra vérmintákat veszünk és ezek kon-
centrációját határozzuk meg. Ezzel a módszerrel elkerülhető az artériás infúzió 
alkalmazása és közvetlenül a vénákban folyó vér áramerőssége határozható meg. 
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Előző gondolatmenetünknek ilyen kicsi néhány ml-es-К térfogatokra tör-
ténő alkalmazása lehetséges, ha d>d0; és a vénás véráramlás erősségének kiszámí-
tására pedig alkalmazhatjuk a 10. egyenletet. d0 jelenti azt a legkisebb mintavétel-
infúzióstíí távolságot, amelyre nézve már a teljes elkeveredés biztosan fennáll. Ellen-
tétben a nagy V térfogatok esetében, itt a homogen indikátor eloszlást főleg meg-
szabó tényező nem az idő, hanem a turbulens áramlás révén bekövetkező mechanikus 
keveredés és diffúzió okozza. 
d0 értéke igen sok tényező [diffúzió, turbulencia fokai (Rcynolds-szám), infúziós 
nyomás, vénás áramerősség] bonyolult függvénye. Explicit matematikai formába 
történő öntése nehézkes, értéke kísérleti úton határozható meg. 
A vénákban folyó véráramlás erősségének meghatározásához igen lényeges 
tényező d0 értékének csökkentése, a két tű közötti elágazásokból adódó hiba elkerü-
lése érdekében. d0 csökkenésére 
azonban lényegében csak a tur-
bulenciától illetve az infúziós 
nyomástól való függést használ-
hatjuk ki, mivel a vénás áramlás, 
valamint a diffúzió értéke adot-
tak. A turbulencia fokát az infú-
ziós nyomás növekedésével lehet 
növelni. Ekkor ugyanis a turbu-
lens keveredésén kívül az előrelö-
velő infundált anyagnak a minta-
vétel helyéig több ideje is marad 
keveredni. 
Vizsgálataink is ehhez a té-
makörhöz kapcsolódtak. Modell 
kísérletben megvizsgáltuk, hogy 
a várható biológiai feltételek mel-
lett (véna átmérő: 10 mm, vénás 
nyomás: 5-10~2 kp/cm2 , áramlás 
erőssége: < 1000 ml/min.) meny-
nyi d0 minimális értéke közönséges infúzió alkalmazásával, továbbá, hogy az 
eredmények milyen pontosan reprodukálhatók, és ami ezzel szorosan egybefügg, 
az áramlás erősségének hány %-os megváltozását lehet kimutatni. 
Indikátorként N a J 1 3 1 izotópot használtunk, kísérleti berendezésünk vázlatos 
elrendezését a 3. ábrán láthatjuk. A Tl tartályból a Cs2 gumicsövön keresztül külön-
böző áramerősséggel folyik kifelé a folyadék (kezdetben víz, a későbbiekben vér) 
a T2 tartályba. A T1 tartálybeli folyadékszint változatlanságát a csövön beáramló 
folyadék biztosította. Az A pontban 1-е s vénástűn keresztül 15 kp/cm 2 
nyomással infúzió formájában folyamatosan adtuk be az izotópot. Az infúzió 
áramerősségének (/,) pontos mérésére az infúziós hengert (Я,) átalakítottuk az ábrán 
látható módon, és a folyadékszint süllyedést a vékony cső skálázásán olvastuk le. 
A bl,b2, ..., b„ helyeken pedig az izotóp koncentráció meghatározásához 2ml-es 
fecskendővel vérmintákat vettünk.* Kísérleti berendezésünk ebben a formában a 
* A folyadék minta izotópkoncentrációját két ml térfogatú üreges szcintillációs kristállyal 
(NaJ(TD) ellátott EMG 1872 típusú dekadikus scalerre! határoztuk meg. 
HÍ 
Cs, U 
í_Z> 
Cs2 
г m m 
в, в
г
 в3 L j í то ! 
k=â=d 
3. ábra. Kísérleti berendezésünk vázlatos képe, a csőben 
folyó folyadék áramerősségének mérésére és a különböző 
áramerősségek esetén az. elélhető mérési pontosság meg-
határozására. 
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recirkuláció nélküli folyadék áramlás erősségének mérését tette lehetővé, számoláshoz 
a 7. egyenletet használtuk. 
d0 értékének meghatározásához a különböző bl,b2,...,bn helyeken vett 
koncentráció értékeket hasonlítottuk össze a t2 tartályban összegyűlt folyadék 
koncentrációjával. Eredményeinket a 4. ábra tartalmazza. Az abszcisszán a t2 
csőben áramló folyadék áramerősségét (ml/min), az ordinátán pedig a hozzátartozó 
17-
• d=?cm 
д d= 3cm 
о d=hcm 
11-
e> 
д 
10-
o 
A 
О 
д 
д 
09-
as— I . i 
500 1000 1500 , . 2000 
A gumicsőben fo/yo m áramerőssége ml/mm 
4. ábra. A folyadék áramerősség növekedésének hatása a keveredés fokára , különböző tűtávolságok 
esetén. Kis tíítávolságoknál d ^ 3 cm és 1> 1000 ml/min. áramerősségek esetén a homogén keveredés 
feltétele már nem áll fenn. 
qt = -prL értéket adtuk meg, különböző d távolságok esetén. (CB. а В, helyen mért 
c t 
koncentráció, c, pedig a t2 tartály izotóp koncentrációját jelenti.) 
A 4. ábrából látható, hogy az áramerősség növekedésével a teljes elkeveredés 
feltétele csak mind nagyobb d távolságokra érvényesül, £ > 1 5 0 0 ml/min áram-
erősség esetén rf0 értéke már kb. 4 cm, amellyel 5%-os átlagos-hibán belül meg-
határozható az áramlás erőssége. 
Az 5. ábrán d0= 2 cm esetén q átlagos értékét és annak szórását adtuk meg. 
különböző áramerősségek esetén. Az ábra alapján látható, hogy £ < 1000 ml/min 
esetén átlagosan 6 7%-nál kisebb hibával lehetséges a véráramlás meghatározása. 
Ennél nagyobb áramerősség értékek méréséhez vagy az infúziós nyomást vagy a d 
távolságot kell növelni hasonló pontosság elérésére. 
Az I. táblázatban a kifolyó nyílásnál mért és a 7. képlettel számolt áramerősség 
értékek összehasonlítását adtuk meg áramló vér esetén. A víznél lényegesen nagyobb 
viszkozitású vérnél is az alkalmazott feltételek mellett lényegében 10%-os pontos-
ságon belül lehetséges a véráramlás erősségének meghatározása. 
Modell kísérleteink eredményeinek biológiai objektumokra való alkalmazható-
ságának alátámasztására, kutyákon végeztünk kísérleteket. 
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Az állat alsó végtagjának keringését az artéria iliaca externán keresztül Huf-
nagel-féle szívpumpával biztosítottuk, úgy hogy a végtagból elfolyó vénás vért a 
pumpába vezettük vissza. Az infúziót a véna femoralisba ad tuk , majd a beadás 
1,2-
1.1 
1,0-
0.9-
0,8-*-
500 1000 150
°. 
áramerősség 
2000 ml/min 
5. ábra. 2 cm-es tütávolság mellett a véráramerösség növekedésének hatása a 
keveredésre, és a vénás koncent rác ió meghatározására 
helyétó'l 2 cm-re - modell kísérletben leírt módon vérmintákat vettünk. A véna 
femorálison időegység alatt á t folyó vér mennyiségét a vénás kifolyás mérésével 
határoztuk meg (az elfolyó vénás vért mérőhengerben fogtuk fel). Eredményeinket 
I. T Á B L Á Z A T 
Összehasonlítás model l kísérlet a lap ján az áramerősség 
mért és számítot t éltékei közöt t . 
A 7", tartály kifo-
lyásánál mért á r a m -
erősség ml/min 
A 7. egyenlet a lap-
j án számítot t á r a m -
erősség ml /min 
Eltérés 
% 
340 375 + 1 0 3 
430 455 + 5,8 
550 560 + 1,8 
570 595 + 4,4 
600 660 + 10,0 
580 640 + 10,4 
610 700 + 14,5 
680 700 + 2,9 
830 815 1,9 
1000 930 7,0 
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a vénás áramerősség mért és a 10. képletből számított értékeit — a II. táblázat 
tartalmazza. Lá tha tó belőle, hogy a modell kísérletek eredménye átvihető biológiai 
•objektumokra is, a meghatározás pontossága 10%-os relatív hibán belül lehetséges. 
II. T Á B L Á Z A T 
A véna femorálisban áramló vér áramerősségének mért 
és számított értékei kutyákon. 
K u t y á k o n v é g z e t t e l l e n ő r z é s 
A vénából kifolyó 
vér áramerőssége 
ml/min 
Számol t 
áramerősség 
ml /min 
Eltérés 
/о 
185 170 - 8 , 0 
256 250 - 2 , 3 
295 315 + 9,3 
IRODALOM 
[1] Hering, E., Ztschr. f. Physiol. , 5, 58, 1833. 
[2] Stewart C.N. J. Physiol., 22, 159, 1897 
[3] Andres R., Zierler K. L., Journal Clin. Invest . , 33, 489, 1954. 
[4] Peterson L. H., Helrich M., etc., J. appl. Phys. , 7, 258, 1954. 
[5] Schillingford J., T. Bruce, I. Gahe. Brit. Hea r t . Journ.. 24. 157, 1962. 

A L A B O R A T Ó R I U M B Ó L 
Co6 IZOTÓPPAL SZENNYEZETT Fes 
IZOTÓPKÉSZÍTMÉNY TISZTÍTÁSA* 
IMRE ALADÁR és BUJDOSÓ E R N Ő 
Fémipari Ku ta tó Intézet. Budapest 
Radioaktiv Ee-59 izotópkészítmények Co-60 szennyezésének eltávolítására 
egyszerű izopropiléteres eljárást ismertetünk. A tisztítás eredményességét papír-
kromatográfiás módszerrel vizsgáltuk. 
Az Fe 5 9 izotóp előállítása leggyakrabban atomreaktorban történik F e 5 8 (и, у)Fe59 
magfolyamat segítségével, dúsított F e 5 8 alapanyagból. A céltárgy anyag kobalt 
szennyezettsége folytán, valamint a F e 5 9 Л. Со 5 9 (и, у) С о 6 0 reakcióval radioaktív 
kobal t keletkezik. Ez а Со 6 0 szennyezettség nagymértékben befolyásolja a Fe 5 9  
felhasználhatóságát, mivel а Co 6 0 hosszú felezési ideje miatt relatíve egyre jobban 
1. ábra. 
* Érkezett 1963. jún . 18. 
2. ábra. 
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feldúsul. Kimutatásával hazánkban az [1] és [2], ioncserével történő tisztításával 
pedig a [3] közleményekben foglalkoztak. 
Cikkünkben egyszerű extrakciós elválasztási módszert ismertetünk, amellyel 
a Fe5 9 izotóp C o 6 0 szennyezése eltávolítható. 
Az Fe5 9 izotópot ferriklorid alakjában tisztítjuk. Előzőleg a savkoncentrációt 
sósavra nézve 8/;-ra állítjuk be. Az oldatból az FeCl 3 -a t 8/nHCl-al telített izopropil-
éterrel extraháljuk [4]. Az izopropiléteres fázist néhány mg kobalt hordozót tartal-
mazó 8n-HCl-al választótölcsérben mossuk, azért hogy az esetleg még nyomokban 
Fes+ Fe59  
r f - 1 
Co60Rf =0,43 
Alapvonal-
om 
15-
10-
a) b) 
0 J 
3. ábra. Fe ä 9 + Fe5 S izotóp a) tisztítás előt t ; b) tisztítás 
után készített kromatogramjának kontakt autoradiogramja. 
jelen levő Co 6 0 koncentrációt gyakorlatilag nullára csökkentsük. A preparátum 
ferriklorid alakjában történő felhasználásához az izopropiléteres fázisból vízzel 
visszaextraháljuk. A vizes fázist szárazra párolva, megkapjuk a C o 6 0 szennyezőtől 
mentes Fe 5 9 preparátumot. A vas izopropiléteres kiextrahálására az 1. ábrán, a vizes 
fázisba való visszaextrahálására a 2. áb rán látható egyszerű, folyamatosan működő 
berendezést használtunk. Kísérleteinkben az optimális extrakciós időnek 1,5 óra 
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adódott. A tisztítandó izotóp koncentrációja 40 mg/ml volt, melynek 95—97/%-a 
tisztított formában visszanyerhető. 
A tisztítás fokának ellenőrzésére papírkromatográfiás módszert használtunk. 
A kromatogramokat Schleicher—Schüll 2043/B papíron 90 tf % aceton, 5 tf % cc. 
sósav és 5 tf % vizet tartalmazó futtatószerrel készítettük. r f értékekként a vasra 
1,0; a kobaltra 0,43 értékeket kaptunk. 
A kromatogramok kiértékelését kontakt autoradiográfiával és számlálócsöves 
mérésekkel végeztük. Az autoradiogramok készítéséhez a kromatogram csíkot vékony 
cellofán zacskóba burkolva Agfa Texo S röntgenfilmre helyeztük, és kb. egy hét 
expozíciós idő után előhívtuk. Az izotópkészítmény tisztítás előtti kromatogram-
járól készült autoradiagramot mutatja a 3a. ábra . 
Az előbbi módszer hosszadalmas volta miat t a kromatogramok kiértékelését 
számlálócsöves módszerrel is elvégeztük. A papírcsíkot ólomtoronyba helyezett, 
3 cm vastag és 4 X 30 mm nyílással ellátott ólomblende alatt húztuk el, és végablakos 
GM számlálócsővel mértük az aktivitás eloszlását. A tisztítás előtti izotópról készí-
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 200 \ 
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О 
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50 \ 
со 
Pf = 0.43 
p 
y j \ 
f 
4 
> 0 M i çu'd-ù V , Hátfér 
to 12 14 16 18 cm 
4. ábra. F e 5 9 + Fe5 5 izotóp tisztítás előtt készített kromatogramjának aktivitás eloszlása 
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tett kromatogram aktivitás eloszlását a 4. ábra szemlélteti. Az Fe5 9 + F e 5 5 és Co9" 
aktivitások aránya a görbék alatti területek hányadosaiként megadható. Az 
AC o /AF e = 0,37 a közölt 4. ábra esetében. 
A fentiekben leírt eljárás után a tisztított izotóp kromatogramjain sem aulo-
radiográfiával, sem aktivitásméréssel C o 6 0 szennyezést nem tudtunk kimutatni 
<{3b. ábra, ill. 5. ábra). 
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5. ábra. F e 5 9 -FFe5 3 izotóp tisztítás után készített k romatogramjának aktivitás eloszlása 
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Az ismertetett módszer aránylag egyszerű, nagyobb részében folyamatosan 
működő berendezésekben történik, ezért sugárvédelme is könnyen megoldható, így 
alkalmas mindazon laboratóriumok számára, ahol Fe 5 9 izotóppal folynak vizsgála-
tok és a Co 6 0 szennyező a kísérleteket befolyásolhatja. 
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A F O L Y Ó I R O D A L O M B Ó L 
NUKLEONOK KÖTÖTT ÁLLAPOTAI 
ERŐSEN DEEORMÁLT MAGOKBAN* 
S. G. NILSSON 
Nordi ta , Dánia 
Bevezetés 
Az utóbbi években a héjmodellt nagy sikerrel alkalmazták az a tommagok 
különböző tula jdonságainak és szabályosságainak magyarázatára . Ez a modell 
úgy tekinti a nukleonokat , hogy azok egy átlagos potenciáltérben mozognak, egymás-
tól függetlenül. Egy nuk leon részére ez a potenciál jelenti az összes többi nukleonnal 
való kölcsönhatást . Olyan alkalmas tér választásával, amely erős spin-pálya csa-
tolást is tartalmaz, lehetővé vált, hogy az egy-részecske ál lapotoknak olyan soroza-
tát kap juk eredményül, amely reprodukál ja a kísérletileg is észlelt és az ún. mágikus 
számokkal kapcsola tban levő diszkontinuitásokat. A héjmodell szokásos megfogal-
mazásában feltételezték, hogy a potenciál izotróp, de azt találták, hogy olyan a tom-
magoknál , amelyeknél a neutron és pro tonszámok nagyon különböznek az ún. 
zárt héjaknál fellépő értékektől, nagy deformáció alakul ki, ami pl. a nagy kvadrupol 
momentumban ju t kifejezésre. A magtér deformációja viszont nagy befolyással 
lehet az egyes nuk leonok mozgására és ennek a cikknek az a feladata, hogy az ilyen 
deformál t potenciáltérben mozgó nukleonok kötési ál lapotait vizsgálja. 
N e m gömbszimmetrikus potenciál tér bevezetése azt eredményezi, hogy a mag-
alakot és orientációt ezentúl dinamikai változóként kell kezelnünk. Ezek a válto-
zók a kollektív t ípusú magmozgásokkal kapcsolatosak, amelyeket a magpotenciál 
térben végbemenő vál tozások kísérnek. Az egyesített magmodell alapja a kollektív 
típusú mozgások és egyedi részecske mozgások között i kapcsolat. 
Az a tommagoknak olyan tulajdonságai, amelyek ebből a kapcsolatból szár-
maznak , lényegében csak a deformáció nagyságrendjétől függenek, amelyet viszont 
a nukleon-konfiguráció határoz meg. A zárt héjak ta r tományában a magok egyen-
súlyi a lakja szférikus, és itt az individuális részecskespektrumot úgy kap juk , ha a 
részecskemozgást szférikus térben vizsgáljuk, úgy mint a héjmodell esetén. Azt vár juk 
azonban , hogy ebben a tar tományban létrejönnek további gerjesztési t ípusok is. 
Ezeknél a magoknál az egyrészecske gerjesztésen kívül a vibrációs t ípusú kollektív 
gerjesztés is megtalá lható . A részecskemozgás függ a m a g alakjától és ez azt okozza, 
hogy a részecske-mozgás és a kollektív mozgás-formák között bizonyos mértékű 
csatolódás lép fel, ami t perturbációszámítással figyelembe vehetünk. A zárt héj 
u tán további nuk leonok beépülése, a magalak egyre nagyobb deformációjához 
vezet. Ilyen esetben az individuális részecske mozgás és a kollektív mozgásfor-
m á k közötti kapcsolat igen bonyolult szerkezetű magál lapotokat eredményezhet. 
* Megjelent Dan . Mat . Fys. Medd. 1955. Köszönetünket fejezzük ki a szerzőnek, hogy a 
közléshez hozzájárult. 
7* 
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A zárt héjaktól még nagyobb távolságban a helyzet ismét egyszerűsödik, itt 
igen nagy deformáció és stabil orientáció jellemzi a magot. Ilyen esetekben szepa-
rálható egymástól a belső nukleonok mozgása, amely a deformált, de rögzített 
irányú magtérben történik, és a kollektív rotációs és vibrációs mozgás, amely a 
belső szerkezetet változatlanul hagyja. A mozgás különböző formáinak szeparációját 
empirikusan a rotációs spektrumok létezése bizonyítja legjobban. A rotációs spek-
trumokat pontos és egyszerű elméleti kifejezések írják 'e, ami nagyon megkönnyíti 
felismerésüket. A magmozgásnak kollektív és belső mozgásformák szerinti 
szétválasztása, annak a feltevésnek felel meg, hogy a magra felírt hullámegyenlet 
nek egy szorzat típusú hullámfüggvény a 
megoldása : 
^=x-<pvib-f>tof 
Itt X képviseli a nukleonok belső mozgását; 
vagyis az individuális részecskék egymástól 
független mozgását a deformált magtérben, 
amelyet stacionáriusnak tekintünk. A máso-
dik fak tor ; q\ i b a magnak az egyensúlyi 
alakja körüli vibrációját írja le, míg D r o t a 
rendszernek, mint egésznek a kollektív rotá-
ciós mozgását képviseli. 
A legtöbb atommagnál azt várjuk, hogy 
hengerszimmetrikus alak lép fel, és ezt a 
feltevést az észlelt rotációs spektrumok meg 
is erősitik. Ezentúl tehát csak a szferoid 
típusú terekben megvalósuló részecskeállapo-
tok vizsgálatával foglalkozunk. A tengely-
szimmetriának ebben az esetben a belső moz-
gás az Qp kvantumszámokkal jellemezhető, 
amely a nukleon impulzusmomentumának 
a magtengely irányába eső komponense. A 
teljes q a eí2p összegből kapható. A vélet-
len degenerációktól eltekintve az állapotok 
kétszeresen degeneráltak, a + Í2p-nek megfe-
lelően. A teljes X függvényt a következők-
ben Xo-val jelöljük, amely az egyes részecske-
hullámfüggvényeknek Xßp-knek antiszimmet-
rizált szorzata. A direkt részecske erők jelen-
léte elsőrendben a kötési energiákban okoz 
eltolódást, anélkül azonban, hogy a hullám 
függvényekre hatással lenne. A nukleonikus 
csatolási séma csak akkor módosul lényege-
sen, ha a részecskeerők összehasonlíthatók 
az egyes részecskéknek a magtengelyhez 
való csatolódásával. 
A rotációs mozgást az 7, M, К kvantum-
számok jellemzik, azaz a teljes impulzusmo-
mentum, annak vetülete a térhez rögzített 
I. ábra. Impulzusmomentum diagram. (Az 
egyesített modellben az / impulzusmo-
mentum kétrészből áll. Egyik rész R a 
mag kollektív mozgásából származik, a 
másik rész /képvise l i a nukleonok belső 
mozgását. Nagy deformációknak megfelelő 
csatolási sémában a nukleonok a defor-
mált magtértől függetlenül mozognak. Ez 
a mozgás az Q p mozgásállandóval jelle-
mezhető, amely minden nukleon impul-
zusmomentumnak a mag-tengely irányába 
eső komponense. E k k o r a J nagysága 
nem mozgás állandó, de a magszimmetria 
tengelyébe eső komponense jó kvantum-
szám, ezt jelöljük ß - v a l , ahol й = У ^ й
р
. 
p 
Végül, a rendszer rotációs állapotát 
jellemezhetjük a teljes impulzusmomen-
tummal /, annak a z" tengelymenti M 
és z' tengelymenti К komponensével. 
Alapállapotban R merőleges a z' 
tengelyre ( Q = K ) , a kollektív rotáció így 
a magszimmetria tengelyére merőleges 
tengely körül történik.) 
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tengelyre (később z'j és a belső magtengely irányára (zj. Lásd az 1. ábrát . Nem 
foglalkozunk most itt a vibrációs kvantumszámokkal , mert feltételezzük, hogy 
vibrációs alapál lapotban vagyunk. 
A magtengely körül i rotációs szimmetrián kívül feltételezzük még azt, hogy a 
mag tükörszimmetrikus a szimmetria tengelyre merőleges síkra vonatkozóan. A 
hullámfüggvényt akko r szimmetrizálni kell, hogy meghatározot t par i tása legyen. 
A megfelelően szimmetrizált hullámfüggvény a következő alakban í rható fel: 
A (— fázis egy mátrixot jelent, amikor jp (a /?-edik részecskének a poten-
ciálra vonatkoztatot t impulzusmomentuma) nem mozgásál landó. A normálási faktor 
főleg a L2MK rotációs hullámfüggvények normálásából származik. Ilyen normálás 
mellett a L'MK hullámfüggvények éppen azonosak az (x", y", z'j koordinátarend-
szerből az ( x j y j z j maghoz rögzített koordinátarendszerbe átvivő unifét transzfor-
máció mátrix elemeivel. 
Ez a cikk két f ő részből áll. Az első részben a nukleonok és a deformált tér 
kölcsönhatását tárgyal juk, egyszerű típusú egy-részecske Hamil ton-operátor beve-
zetésével, amely lényegében egy módosí tot t , ellipszoid alakú oszcillátor potenciált 
és egy spin-pálya tago t tartalmaz. Ezután egy szokásos reprezentációt vezetünk be, 
egy izotróp háromdimenziós, harmonikus oszcillátor sajátvektorait használva alap-
rendszerül. A számolt egyrészecske sajátértékeket és sajátfüggvényeket egy elektro-
nikus számológép segítségével kaptuk, ezek ta lá lhatók a közölt táblázatokban és 
diagramokban. 
A cikk második részében a számított egyrészecske állapotok alkalmazásával 
foglalkozunk. Először a mag teljes belső energiájának, az egyensúlyi deformációnak 
és a részecskegerjesztések nívóinak meghatározását tűzzük ki célul. Végül a rotációs 
spektrumoknál szereplő „lecsatolódási" faktort , a mágneses momen tumot és az 
elektromágneses á tmenet i valószínűségeket ad juk meg a választott reprezentáció 
hullámfüggvényeinek alapján. 
Feltételezzük, hogy egy nukleonnak és a magtérnek a kölcsönhatását a következő 
a lakú egy-részecske Hamil ton-operá tor írja le; (a teljesség kedvéért az a lábbiakban 
mindenüt t ki kellene tennünk a indexet, jelölve, hogy egy-részecske mennyiségekről 
van szó, de a jelölést egyszerűsíti, ha most kezdettől fogva elhagyjuk, a megjegyzés 
figyel embe vételével.) 
II. Kötött állapotok számítása deformált potenciálban 
a) A tér megválasztása 
(2) 
h2 m 
Hо = - A'+
 Y(œ2x'2-fœ2у'2 + со2z'2), (2а) 
ahol x', у, z', a részecske koordinátái , a maghoz rögzített rendszerben. 
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Ez azt jelenti, hogy az egyszerűség kedvéért először egy oszcillátor potenciált 
veszünk fel. Ehhez adjuk hozzá a szokásos spin-pálya kölcsönhatást leíró tagot. 
Az /2-es tag korrekciót ad az oszcillátor potenciálhoz, amely különösen nagyobb 
távolságok esetén (a nagy / értékekre) lényeges. Arra szolgál, hogy a nagy impulzus-
momentumú állapotokat lenyomja. Azt is mondhatnánk, hogy bizonyos interpolá-
ciós tulajdonságai vannak a négyszög és a héjmodellben alkalmazott oszcillátor 
potenciál között. 
A gömb szimmetria esetén meg kell követelnünk, hogy a (2) és a (2a) összefüggé-
sek az egy-egyrészecske nívóknak a héjmodellből jól ismert sorozatát adják. Ez a 
С és D értékekre erős megszorítást jelent (1. alább). A második ábrán a szférikus 
esetben érvényes nívósémát hasonlítjuk össze a Klinkenberg által javasolt spektrum-
mal, amely a héjmodell alapján interpretált empirikus adatokat tartalmazza. 
Azt várjuk, hogy a magállapotoknak a (2) összefüggésből kapott tulajdonságai 
általánosabbak, mint azok, amelyeket egy különleges tér alkalmazásával nyerünk, 
minthogy a szerkezet speciálisan a szögviszonyokkal van meghatározva, míg a 
radiális mátrixelemek a magtérnek csak részlet-tulajdonságait tükrözik. 
Továbbra is tengelyszimmetrikus esetet tárgyalva, bevezethetünk egy a defor-
mációra jellemző egyszerű paramétert ; 
Az l-s és 1-е s tagokat elhanyagolva a probléma szeparálható x', y', z'-ben. 
Ebben az esetben az cox megváltozása a hullámfüggvényt csak az x tengely mentén 
változtatja meg. Minthogy ott a skála -el arányos, a mag konstans térfogatá-
ig сox 
nak a feltételezése azt eredményezi, hogy 
Ez a feltétel, a (3a) és (3b) összefüggésekkel együtt az &>0 és Ô közötti kapcsolatot 
adja meg általános esetben: 
(3a) 
(3b) 
coxœ,.u>. = konstans 
(4) 
m0 az cü0(<>) értéke a 0 = 0 esetben. A Ô és a Bohr— Mottelson által használt ß para-
méterek között fennálló összefüggés a következő alakban írható: 
(5) 
Vezessünk most be új koordinátákat: 
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о 
és bontsuk fel a H0 operátort egy gömbszimmetrikus H0 és egy Ha tagra, amely 
a részecskének a deformációs tengelyhez való csatolódását írja le: 
H 0 = H 0 + H S , (7) 
a h o l 
H 0 = b t o 0 ^ [ - A + r 2 ] (7a) 
és 
H ô = - ô b œ 0 j ] [ ^ r 2 Y 2 0 . (7b) 
b ) Reprezentáció választása 
Olyan reprezentációt választunk, ahol H u , 1 2 , 1 , és .9. diagonálisak és az utóbbi 
о 
h á r o m mennyiség kommutál H0-al. Ezeknek megfelelő kvantumszámok: /, Л és I . 
Ezen operátorok közül egyik sem kommutá l a teljes Hamil ton-operátorral . Kommutál 
azonban a j . = l , + s z operátor. A z ennek megfelelő kvantumszámot jelöljük í2-val. 
Egy adott ß - n a k megfelelő á l lapotokhoz tartozó alapvektorok az \NIAE) vektorok 
lesznek, ahol mindenkor érvényes a a + e = í2 összefüggés. iv jelenti a teljes osz-
cillátor kvantumszámot . Fe l í rha t juk tehát, hogy: 
H0\NIAI) = fico0 \NIAE). 
Konfigurációs-tér reprezentációban az a lapvektorokra a következők érvényesek : 
< г | М Л 2 > ~ / e ' * ' 2 n, 1 + j , A Y i a - / s , , (8) 
ahol a 
2n + l — N (8a) 
összefüggés definiálja л-et. / + y , r 2 ) a konfluens hipergeometrikus függ-
vény. 
Ebben a reprezentációban a teljes Hamil ton-operátor különböző részeinek 
— о 
igen egyszerű mátrix-elemei lesznek, különösen az I2 és H0-nak, amelyek diagoná-
lisak. 
Az (l'A'E'\l's\lÁE) mátrix-elemekre a következő kiválasztási szabályok érvé-
nyesek : 
a' ( e ' ± \ 
1
 =
 г
'
л
- < л > ± 1, I = l r , ^ = ^ + 
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Az el nem tűnő mát r ix elemek tehát : 
* 
( M ± 1 + | / - Í | M ± > = у / ( / + Л ) ( / ± Л + 1) (9a) 
{lA±\l-s\lA±) = ±^A, (9b) 
ahol a Z = + j és S = — -j-et egyszerűen + és — jellel jelöltük a vektorokban. 
A Hami l ton-operá to rnak csak az rzY20-val arányos Hö része nincs közvetlenül 
adva. K ö n n y ű bizonyítani, hogy a Clebsch—Gordan koefficiensek Condon 
Shortley-féle jelölésével, igaz a következő összefüggés: 
</'Л'|У20 | /Л> = y j y </2ЛО|/2/'Л')</200|/2/0). (10) 
Az r 2 mátrixelemeit legkönnyebben a konfluens hipergeometrikus függvények 
rekurziós formulá jának segítségével számíthat juk. Az r'- általános mátrixelemek a 
(41) összefüggés a lapján számolhatók, de a A = 2 egyszerűbb esetre itt megadjuk 
ezeket : 
(Ha ) 
( l i b ) 
( I l e ) 
( l i d ) 
( I l e ) 
Ezek a kiválasztási szabályok okozzák azt, hogy a különböző A-hez tar tozó 
állapotok közöt t csatolódás jön létre. ( H a az N értékek különbsége páros szám!) 
Olyan közelítéssel dolgozunk azonban, hogy ezt a csatolódást elhanyagoljuk. Az 
Né s N + 2-es héjhoz t a r tozó nívók szeparálva vannak, egymástól 2ha>0 energiával , 
és a paraméterek legtöbb értéke mellett ez sokkal nagyobb, mint a megfelelő nem-
diagonális csatolódási energiák. 
A reprezentáció megváltoztatásával va lóban megmutathat juk, hogy a külön-
böző N é r tékű héjak közti csatolódásokat, a ö, o0 stb. paraméterek interpretáció-
jának csekély megváltoztatásával, t ovábbá az l-s és Z2-es tagok módosí tásával 
vehetjük figyelembe. (1. az Appendix A). így most a H operátornak csak olyan 
(NI r2\NI) = N+ -
í ' — í 
[N/-2\r2\NI) = 2 1 / ( л + 1 ) | л + / + 
(N—2l\r2\NI) = V + 
< N - 21 - 2 \r21 N1) = j / ("л + / + ~ J | л + / - 4) 
(N— 2l+2\rz\Nl) = fn{n + 1). 
Az / ' 2 y , 0 - r a érvényes kiválasztási szabá lyok: 
I ( N' 
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alapvektorok közötti el nem tűnő mátrixelemeivel foglalkozunk, ahol a vektorok 
ugyanahhoz az N és fi értékhez tartoznak. Meg kell itt jegyeznünk, hogy van néhány 
olyan eset, mikor azonos spinű és paritású nívók (amelyek N értékben csak kettővel 
különböznek) keresztezik egymást az tj paraméter nálunk felvett értékei mellett. 
Az 5. ábrán két ilyen kereszteződés látható az N = 4 és N = 6 héjak között. Az egyik 
az 51 és 60 számú Í2=% nívók között történik, míg a másik a 42 és 57 számú 
Q = 3/2 nívók között jön létre. Ezek a metszéspontok nem lépnek fel, ha figyelembe 
vesszük az Né s N + 2 héjak közötti csatolódást leíró tagokat. A csatolódásra jellemző 
adatokat ezen nívók esetén a II. táblázatban találhatjuk meg (lásd az eredeti cikket!) 
c) A számítások részleteiről 
A (2) és (7) egyenletekből azt kapjuk, hogy: 
H = H0 + Hö + CI-s+DI2. 
о 
Minthogy H 0 diagonális a választott reprezentációban, mátrixeleme' mind azonosak 
о о 
konstans N érték mellett, előnyös tehát H0-t kihozni a H mátrixból és csak a H— H0 
kifejezéssel foglalkozni a továbbiakban. 
С és D helyett /< és / új paramétereket vezetünk be: 
(12a> 
2D (12b) 
Továbbá bevezetünk egy új /-tői függő deformációs paramétert: 
- - i 
<5 cu0 (<5) ô 
rj = = -
x (k>0 x i 3 27 
Ekkor azt írhatjuk, hogy 
Hs = ôtiojo U = уйа>0 rj U, 
ahol 
4 i Ал 
— ô 3 \ (12с) 
U = - ^ f r > Y 2 0 , О 2d) 
amely nem függ ó-tól. 
így tehát érvényes a következő összefüggés: 
H-H0 = xhw0R, ( 1 2 e ) 
ahol 
R = r\U-2~l-s-pl2 ( 1 2 f ) 
egy operátor, amely csak az г/ és g paraméterektől függ. A végső számítások most 
az (dimenziónélküli) R mátrixnak a választott reprezentációban történő exakt 
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diagonalizálását tartalmazzák. Úgy tekintjük R-et mint az /7 deformációs paraméter-
nek a függvényét, és diagonalizáljuk az /7 értékek adott sorozata mellett. A z 7?-ben 
szereplő' másik paraméter p. független a deformációtól, p megválasztását tárgyaljuk 
még az alábbiakban. 
Az Ä-nek vagy almátrixainak — amelyek egy bizonyos N és Q értékekhez tar-
toznak — diagonalizálásából kapjuk az sajátértékeket. (Az a számok itt a 
mátrix különböző sajátértékeit jelentik.) A teljes H operátornak megfelelő energia-
sajátértékeket a következő összefüggés ad ja meg: 
A megfelelő sájátvektort jelöljük |Aßa)-val. Ez szerepelt y ^ - k é n t a konfigurációs 
tér reprezentációban (1. a Bevezetést.) 
A y és p értékeket úgy választjuk meg, hogy a <5 = 0 esetben a héjmodell nívó 
sorrendjét reprodukáljuk. Természetesen a y és p szabadon változhat egyik héjtól 
a másikig, azaz változhat az N értékkel. 
A p paraméter a nívók sorrendjét határozza meg, adott A-hez tartozó ál lapotok 
csoportjánál. A nagyobb / értékhez tartozó nívókat lenyomja. (p>0) Ugyanahhoz 
az N héjhoz tartozó nívók teljes energiaszórását elsősorban a у paraméter határozza 
meg. A numerikus számolásokban a p értéket minden N héjnál úgy választottuk 
meg, hogy az <5 = 0-ra, amennyire csak lehetséges a héjmodell feltételezett nívó 
sorrendjét reprodukálja. 
Számításainkban p-t az alábbi módon választottuk meg: 
A p-nek ilyen megválasztása azt jelenti, hogy az alacsonyabb N héjaknál tiszta 
oszcillátor potenciált használunk, míg magasabb A értéknél közeledünk a négyszög-
gödör potenciálhoz (1. a 2. ábrát). Eredményeink érzékenységét azzal vizsgáltuk 
meg, hogy az A = 3 héjra elvégeztük a számításokat különböző p értékek mellett. 
A kapott nívó spektrum látható a 3a, 3b és 3c ábrán az /7 paraméter kü lönböző 
értékei mellett. Látható, hogy bár a nívó sorrendet egészen különféle módon választ-
juk is meg a szférikus potenciálban mégis a nagy /7 értékeknél kapott eredmények 
(a nívó sorrendet illetően) nagyon hasonlóak lesznek. 
Végül a у megválasztásáról. A (13) összefüggésből láthatjuk, hogy a nívók 
szórása az A héjban közvetlenül y-vel arányos. Amint a nagyobb nukleonszámoknál 
az A héjak átfedik egymást, a y-t úgy kell megválasztani, hogy <5=0-ra a héjmodell 
nívósorrendjét adja. А у választásának szabadsága különösen fontos N S 3 esetek-
ben. A végleges görbesorozatnál (5. ábra) a y = 0 , 0 5 értékkel számítottuk az összes 
nívót, azonban könnyű módosítani az eredményeket és más y értékkel számolni. 
Ez két dolgot jelent. Egyrészt ugyanannak az /7-nak most más ô deformáció felel 
meg, a (12c) szerint, másrészt a (13) összefüggés második tagja megváltozik. Az 
m0-nak egy valószínű értékét úgy kaphatjuk meg, ha az r 1 2 -nek az összes nukleonra 
(13) 
A = 0, 1 ,2 p= 0 
A = 3 g = 0 , 3 5 (0, 0,50) 
A = 4 g = 0 , 4 5 (0,55) 
A = 5, 6 p = 0 , 4 5 
A = 7 g = 0 , 4 0 
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рУ2 
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•3/2 
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N=О (р=0) 
н= н. +c-i-s 
2. ábra. A gömbszimmetrikus esetben érvényes nívósorrend és a héjmodell nívó sorrendjének ösz-
szehasonlítása. (Bal oldalon az energia nívók, amelyeket a (2) formulából számítottunk á = 0 esetén; 
jobb oldalon a Klinkenberg által javasolt nívóséma, amelyet a kísérleti adatokból kapunk, ha azokat 
a héjmodellnek megfelelően értelmezzük.) 
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4 V 
1 7 ^ ^ 
1/ 
—i— i i 
N-3 \ ь 
P-0 К 
! . ! . . 1 
3a.,b.,c. ábrák. A potenciá lban szereplő /2-еs tag megválasztásának hatása a z energia sa já tér tékekre . 
(Az N= 3-nak megfelelő r(jj) sa já té r tékek mint az íj deformációs p a r a m é t e r függvényei, h á r o m 
különfé leképpen megválasztot t // p a r a m é t e r mellett. N a g y rj értékekre a nívósorrend, az A f = 3 
csopor ton belül független a fi értéktől.) 
3b. ábra 
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2~ 
2 
3/2 í í / x ~~ 
ff 72 
-15- " 
- 6 - 4 - 2 
3c. ábra 
vonatkozó átlagát vesszük: - j (1 ,2 -10" 1 3 Д' / 3 ) 2 ст 2 , amely а Йю0 ^ 41 a~43 MeV 
értéket adja. 
így az A 100 értékre, hco0 8,8 MeV adódik. A Aco0-nak és j(-nek ez a válasz-
tása ad a g9/2 és nívók között létrejött spin-pálya felhasadásra 4,0 MeV-et. 
Számításunkban R almátrixait N = 6-ig diagonalizáltuk. A legnagyobb, amely 
az N = 6 és értékeknek felel meg egy 7 X 7 mátrix. A számítást hatféle íj érték-
nél végeztük el (rç = - 6, — 4, — 2, 2, 4, 6). A 3 X 3 vagy ennél magasabbrendű 
mátrixok számítását a stockholmi Besk számológép segítségével készítettük el. 
A mátrix diagonalizáció Jacobi-féle módszerét alkalmaztuk à gépi számításoknál. 
A ô = 0 (vagy q = 0 ) eset, amely a gömbszimmetriának felel meg, már ismert. A nívók 
viselkedését a á = 0 tartomány környezetében egy \NljQ) reprezentáció bevezetésé-
vel kaphatjuk meg. A Hamilton operátor itt diagonális, kivéve a Hs-1, amelyet 
viszont kis ö értéknél mint perturbációt vehetünk figyelembe. 
d) A táblázatok és a födiagram beosztása és elrendezése 
Az I. táblázat* tartalmazza az r(rj) sajátértékeket és a megfelelő sajátfüggvényeket, mint az 
A i n - i és az A i n t j koefficiensek sorozatát, amelyeket 'az alábbi összefüggés definiál: 
I NQa)= 2(A,a-i i nl ( 1 4 ) 
* A táblázatokat helyhiány miatt a szerző engedélyével nem közöljük, azok az eredeti cikkben 
megtalálhatók (ford.). 
5 5 4 S. (i. NILSSON 
ahol az А,
л
 normalizációját az alábbiakban tárgyalni fogjuk. (Ha a (14)-et az aÍA koefficiensekkel 
írjuk fel, akkor egy 2 a f A = ' n°rmálást tételezünk fel.) Az |/V/(fi — { ) + ) és az J/V/(fi+ {)—)> 
1л 
alapvektorokat minden táblázat felett megadtuk. Vegyük például az /V= 5, fi = 5/2 esetet. Ezen 
értékekenek megfelelő altáblázat felett ta lálhat juk az [5524->, |532 + ), I553- ) , [533 — > alapvek-
torokat. Az n , / 1 ! , . . . с 4 sajátértékeket minden q értékre feltüntettük, és minden r alatt található 
négy szám, amelyek rendre az A3i, A32,. . . koefficienseknek felelnek meg, olyan normalizációval, 
hogy a táblázat első koefficiense egyenlő 1,000. Vegyük pl. az q = —4 esetet. A legnagyobb saját-
érték - 2 , 6 7 6 , az ennek megfelelő sajátfüggvény: l,000|552 + )+l ,355|532 + ) - l , 0 3 0 | 5 5 3 - ) -
- l , 0 7 4 | 5 3 3 - > . 
Az I. táblázat baloldalán feltüntetett számok az 5. ábrán látható görbék számozásait jelentik. 
Néhány esetben ezek a számok hiányoznak. Ez azt jelenti, hogy a kérdéses nívó a diagramban 
használt energiaskála tartományán kívül fekszik. Két göibét pedig, amelyek a diagram felső részén 
lépnek be, betűkkel jelöltünk meg. 
Az 5. ábrán az sajátértékeket láthatjuk, mint az 1/ deformációs paraméter függvényeit. 
Az q és <5 paraméterek közötti kapcsolatot a (12c) összefüggés adja . Az és skálát az ábra alján 
tüntettük fel. Az q = —6, —4, —2, 2, 4, 6 értékeknek megfelelő számolt pontokat egyeztettük a 
görbékkel, »/ = 0-nái adott meredekséget követelve meg. Görbéinket az fi érték és a paritás feltün-
tetésével jelöltük meg. Az energia skálát Soj0(ó) egységekben rajzoltuk fel, mert így egyszerűbb volt 
e" 
az ábrázolás annál mintha a konstans ho>n egységet választottuk volna. Az ábrán az = (/V« + f ) + 
hcoo 
co0 
Л / » összefüggést láthatjuk. Meg kell jegyeznünk, hogy a különböző a tommagokra vonat-
tüo (ó) 
kozó valódi energiaskála a hoiQ érték A~ ' 4 -os függése szerint változik az A értékkel. Az fi = { + -
nak megfelelő nívót, amely tiszta 11000 f ) ál lapot, helykímélés miatt elhagytuk az ábráról. Az 
/V= 7 állapotok közül csak az fi= — állapotot számoltuk, várható tehát, hogy a diagramban 
pl. 6,6. ha>o energia felett további nívók léphetnek fel. 
Meg kell jegyeznünk ntég, hogy az empirikus nívó spektrumok analizálásánál azt találták, 
hogy az N=4 héj esetén protonokra vonatkozó megfelelő számítás egy nagyobb [i érték mellett 
kapható jól. Elvégezték tehát a számításokat /г = 0.55 érték esetén is. Az eredményeket az 16. táblá-
zatban adtuk meg. (A sajátvektorok normálása olyan, hogy 2а1л = ' 1®- Mottelson—S. G. Nilsson 
1Л 
(Phys. Rev.)] cikkben látható az energianívó diagram. Ezt a diagramot / = 0,061 értékkel számítot-
ták a szerzők, ellentétben az 5. ábrához felhasznált / = 0,05 értékkel. 
e) Л fő nívó diagram tárgyalása 
Az 5. ábrán látható diagramot egyszerű megfontolással megérthetjük. A gömb-
szimmetrikus alak közelében az ál lapotokat / és j kvantumszámokkal jellemezhet-
jük. A ő — 0-nak megfelelő' degenerációkat feloldottuk a felületi csatolási taggal, 
úgyhogy pozitív ű-értékekre az energiák növekszenek növekvő' fi-val. Negatív 3 
értékek esetén a nívó sorrend fordított. Növekvő' deformációval a különböző' j és 
/ értékű (de azonos fi és paritású) ál lapotok csatolódnak egymáshoz. Közepes 
deformációk esetén a helyzet meglehetó'sen komplex. Ez látható az energianívóknak 
a növekvő' ô értékeknél látható különös változásából is. 
Nagy deformációknál a helyzet ismét egyszerűsödik, minthogy ilyenkor nulladik 
közelítésben egy tiszta (anizotrop) harmonikus oszcillátor potenciál nívósorozatá-
ról beszélhetünk, az l-s és / 2 tagokat pedig mint perturbációt vehetjük figyelembe. 
Ebben a határesetben az állapotokat N, nz (oszcillátor kvantumszám a z' tengely 
mentén), A és X kvantumszámokkal jellemezhetjük. 
A nagy deformációknak megfelelő kvantumszámokat az 5. ábra nívóinál a 
következő szabály alapján határozhatjuk meg. Az N héj nívói közül legalacsonyab-
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ban az Q állapot fekszik. Pozitív deformációt tételezve most fel, nz=N. A követ-
kező állapotban n. = N— 1 stb. úgy hogy a legmagasabb Q = j nívó nz = 0-hoz 
tartozik. Hasonlóan érvényes az Q = 3/2 állapotokra, ott a legalacsonyabban fekvő 
állapotnál nz = N— 1 a következő n, = N— 2 stb. A kapott n2 értékek után а Л 
kvantumszámokat könnyen meghatározhatjuk abból az ismeretből, hogy Л páros 
vagy páratlan aszerint, hogy (N — n.) páros vagy páratlan. Minthogy Q ismert, ez 
A-t és Z-t egyértelműen meghatározza. 
Ilyen módon pl. azt találtuk, hogy az N = 5 héjban, az я , =0-nak megfelelő 
nívók, nagy pozitív deformáció esetén a 28, 48, 40, 70, 61 és az Л-val jelzett görbék. 
Az 5. ábrán láthatjuk, hogy ezek a görbék közel párhuzamosan futnak, a növekvő 
deformációval fokozatosan emelkedve, ami annak a ténynek felel meg, hogy ezekben 
az állapotokban az oszcillációk a mag kistengelyének síkjában történnek. Ugyan-
e 
4a és 4b. ábrák. Az egzakt számítások és a perturbációs tárgyalás összehasonlítása. (Az N= 5 héj 
energia nívóit láthatjuk yho>0 egységekben a 4a ábrán у = 6 , a 4b ábrán r; = —6 deformáció mellett. 
Az (á) csoport a tiszta oszcillátorpotenciál H0, sajátértékeit (£„) adja, míg a (ß) csoport az /-5 és 
/2 elsőrendű perturbációs tagjait tartalmazza, végül a (y) csoport az egzakt gépi számításokból 
kapott energia sajátértékeket tartalmazza. 
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4b. ábra 
akkor az is nyilvánvaló, hogy az l-s és /2 t agok a Hamilton-operátorban, jelentősen 
befolyásolják a nívósorrendet. 
A 4a és 4b ábrákon összehasonlítjuk az 5. ábrából legnagyobb deformáció 
esetén kapot t exakt nívósorrendet az n — 5 héjra vonatkozóan, egy olyan nívósor-
renddel, amelyet az l-s és l2 tagoknak mint perturbációknak a figyelembevételével 
kaptunk. A 4a és 4b ábrák baloldalán lá tha t juk a tiszta oszcillátor nívókat (a), 
míg а második (ß) csoportban feltüntetett spektrumot úgy kaptuk, hogy az l-s és 
l 2 tagok diagonális értékeit is számításba vet tük. Ezeket az Appendix B-ben számi-
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to t tuk ki. Az egzakt gépi számolásból nyert nívókkal (y) való összehasonlítás azt 
muta t ja , hogy a kérdéses nagy deformációk esetén az ilyen elsőrendű perturbáció 
számítás reprodukál ja a nívó sorrend főbb vonásait, bár van néhány szignifikáns 
eltérés a (ß) és (y) csoport spektruma között . Ez különösen a negatív deformációk 
ta r tományában lényeges (1. a 4b. ábrát) . 
III. Példák a táblázatok és diagramok felhasználására 
Az a tommagoknak néhány olyan tulajdonságával foglalkozunk mos t , amelyeket 
a fent említett számításokból meg tudunk határozni. Emlékeznünk kell rá , hogy az 
egész dolgozat során feltételeztük, hogy a magdeformáció lényegesen nagyobb, 
min t a fluktuációk. Ez a feltétel csak azoknál a konfigurációknál teljesül, ahol a 
zár t héjaktól messze vagyunk. 
a) A teljes energia és az egyensúlyi deformáció számítása 
A mag teljes energiáját nem az egyes nukleonok energiáinak összege adja, 
mert ebben az esetben a két-részecske kölcsönhatásokat kétszer, a három-részecske 
kölcsönhatásokat háromszor vennénk figyelembe. A használt kifejezés így attól 
függ, hogy milyen típusú kölcsönhatást í r tunk elő. Csak két-test e rőket tételezve 
fel. az /-edik részecske Hamil ton-operátora a következő alakban í rha tó : 
h i = t , + v, = t i + 2 Ki-
ta*!) 
A teljes magra vonatkozó Hamil ton-operátor azonban : 
« = 2 T t + ± Z K j = ± 2 H , + Í 2 É (15) i 1 i j 1 z 
l * j 
a lakú lesz. 
Az összes nukleon teljes hullámfüggvénye, amely a deformált potenciálhoz 
képest végzett relatív mozgásukat írja le, a betöltött részecskeállapotoknak meg-
felelő hullámfüggvények szorzata lesz, megfelelően antiszimmetrizálva. Az 6(0) 
teljes energia meghatározásához az szükséges, hogy а Ж-пак a számolt egyrészecske 
hullámfüggvényekre vonatkozó várha tó értékét megkapjuk. Az egyensúlyi defor-
máció ô , a f - ^ f r - 4 = 0 feltételből kapható , amely a minimális teljes energiát 
V СО )»=öeq 
Amin is megadja . Az energiaértékeket minden nívó esetén két pon tban elég nagy 
pontossággal meghatároztuk. Minthogy a nívók keresztezik egymást a ô ill. (rf) 
paraméter kü lönböző tar tományaiban, a nívók kü lönböző kombinációi adják a 
legalacsonyabb teljes energiát. Az energiaminimumot a nívók kombinációjának 
esetében egy interpolációs formulából kapjuk , a számítot t pontok közül néhányat 
vagy lehetőleg mindet felhasználva, amelyek ennek a speciális nívókombinációnak 
felelnek meg. A legalacsonyabb minimum ad ja az alapál lapotot . Más minimumok, 
amelyek más nívó kombinációhoz ta r toznak, adják a gerjesztési spektrum részecske 
nívóit. 
8 Fizikai Folyói ra t X I / 6 
5. ábra. A modell energia nívói, mint 
a deformáció függvényei. (A deformá-
ciót r] és ô skálában is feltüntetjük. 
Az energiát xíco0(ő) egységekben ábrá-
zoltuk. Az egyes nívókat az í2-val és a 
paritással jelöltük meg. A görbéken 
levő számok az I. táblázatban balol-
dalt feltüntetett számoknak ft lelnek 
meg.) 
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Hangsúlyoznunk kell itt ismételten, hogy a mag gerjesztési spektrumában 
háromféle módust különböztethetünk meg. Minden ß-val jellemzett részecskenívón 
felépül egy vibrációs sáv, továbbá minden nívón (beleértve a vibrációsokat is) egy 
rotációs sáv. A nívó távolság nehéz magoknál részecskespektrum esetén 100 keV 
nagyságrendű (1. az 5. ábrát), vibrációs spektrum esetén néhány MeV. Végül, a rotá-
ciós energiák a magdeformációtól függenek, de nehéz magokra és nagy deformációkra 
ezek kisebbek, mint a vibrációs energiák. 
Az egyensúlyi deformáció számításához figyelembe kell vennünk a különböző' 
N héjak közti csatolódást. Ezt meg tudjuk tenni, amint erről már fent említést 
tettünk, a gépi számítások újrainterpretálásával és a paraméterek definíciójának 
kis megváltoztatásával (1. Appendix A.). 
Ez a csatolás az energiaértékeket lenyomja kissé, anélkül azonban, hogy a nívó-
sorrendet megváltoztatná. így az egész energiaskála megváltozik (1. A4) ahogy azt 
a (4) és (13) összefüggések is mutatják. Továbbá a skála faktor függ a deformációtól 
is. Ez a hatás lényeges a deformációnak ellenszegülő magerők csökkentésében. 
Az energiaminimum így eltolódik a nagyobb deformációk felé. Az S teljes energia 
közelítő kifejezését találhatjuk meg az Appendix C-ben, ahol ezeket a hatásokat 
már figyelembe vettük. 
Hangsúlyoznunk kell, hogy a ôeq meghatározásánál nagyszámú egyszerűsítő 
közelítést használunk. Eltekintve a magpotenciál alakjára vonatkozó feltevéstől, és 
a két-test jellegű kölcsönhatások feltételezésétől, elhanyagoltuk a nukleonok közötti 
maradék kölcsönhatásokat, nem számítottuk bele az átlagos potenciálba pl. a 
párenergia tagokat. 
A modell alkalmazásánál mégis tehetünk egy becslést a ö értékre, a kísérleti-
leg meghatározott kvadrupolmomentumból. A Thomas—Fermi-féle statisztikus 
modell szerinti töltéseloszlást tételezve fel és az oszcillátor potenciált alkalmazva 
azt kapjuk, hogy: 
ö o - 0 , 8 Z - £ z 2 - ú ^ l + | c > ) , (16) 
ahol R. a magtöltés sugara, vagyis Rz ~ 1,2• 10~13 A'l* cm. r>2 átlagát minden 
protonra 3/5 /?2-nek vettük. (L. előbb). A mért kvadrupolmomentum : Qs és Q0 
viszonya : 
_ ЪК
2
-1(1+1) 
( / + 1 ) ( 2 / + 3 ) V o ' 
Ami a gerjesztési spektrum részecske nívóit illeti, nem várhatjuk, hogy a pontos 
nívósorrendet kapjuk meg, mégkevésbé, hogy a nívók közötti korrekt energia-
különbséget. Azt azonban meg tudjuk mondani az 5. diagram alapján, hogy a 
spektrum legalacsonyabb állapotainál milyen spin és paritás értékek lépnek fel nagy 
valószínűséggel. 
b) Az alapállapotbeli spin és a „lecsatolódási" faktor meghatározása 
Q p , az impulzusmomentum deformációs tengelymenti komponense mozgás-
állandó minden részecske esetén. Qp adva van minden olyan energiaállapotra, 
amelyet az 5. ábrán feltüntettünk. Az „erős csatolási" határesetben az ß = 2 ß p . 
p 
8* 
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Minden energiaállapot degenerált ± ß - n a k megfelelően. Ha van két csoportunk 
egymással ekvivalens részekből, a és b — neutronok és pro tonok pl. — mindkét 
csoport részecskéi a másik csoporttól függetlenül páros módon töltik fel a nívókat. 
Ha a részecskék száma az a csoportban páros; Q a = 0, ha páratlan, akkor Qa = ß ; , 
az az Qp érték, amely az utolsó páratlan részecskét jellemzi. Ha a csoportok egyike 
páros az eset egyszerű, alapállapotra Q = Qb , ha b a páratlan csoport. Ha a is és 
b is páratlanok, akkor az ál lapotok elsőrendben ß = ]ß„±ß, ,[-vel degeneráltak. 
Az n — p erők diagonális járuléka és a rotációs energia határozzák meg, hogy melyik 
felel meg az alapállapotnak. 
Kiderül, hogy a mag alapállapotbeü spinje I0 = Q = K, kivéve ha ß = j , amel) 
esetben az alapállapot spinje / 0 , a III. táblázatból nyerhető, ha a „lecsatolódási 
f ak to r" ci ismert (1. alább). A „lecsatolódási f ak to r " az ß = i spinű, páratlan A-jú 
magok rotációs energiájának kifejezésében lép fel; 
Trot = (18) 
és így kísérletileg mérhető. A j—Q reprezentációban a kvantumszámok: I, s, j, ß , 
ahol /o - t а 2 cfrlNljQ) írja le és 
j 
és áttranszformálható az l — Л reprezentációba, ahol az /, s, Л, E kvantumszámok 
érvényesek, és yn = 2 nlA(r\N[s)ÀE), A + E = Q a következő összefüggés által: 
1Л 
cj = a z \ l j j o } a l a . 
Az I— A reprezentációban akkor : 
« = (-)' 2 (ah + 2iW+Vjaloah), (19) 
ahol ( —)' a kérdéses állapot paritása, és az aiA koefficiensek mint előbb, a xfl részecs-
kehullámfüggvények képviselői az \NIAE) reprezentációban. Az alA értékek a szá-
molt sajátállapotoknál azonosak az I. táblázat koefficienseivel, eltekintve a másféle 
normalizációtól (1. fent). 
c) A mágneses nyomatékok meghatározása 
Határozzuk meg egy olyan párat lan A-jú mag mágneses momentumát , amelyben 
az utolsó nukleon kivételével a részecskék páronként töltik be a különböző pályákat. 
Elvégezhető az általánosítás olyan konfigurációkra, ahol több részecske mozog 
nem-páros pályákon. Definíció szerint a mágneses momentum, magmagnetonok-
ban kifejezve: 
P =
 " T f l ' 
ahol 
Ji0p = gs-sFgr'l + gn-R 
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és ahol R a felület impulzusmomentuma. A j = l + s és j+R = I összefüggések 
felhasználásával, /t az alábbi fo rmában í rha tó : 
б = т ^ т К * . - t i ) Л 7> + (gi ~ £R) О 1 )+<?R < © ] • (20) 
А ( j - I ) értékeit itt a Bohr—Mottelson-féle у — ß reprezentációban adtuk meg, és így 
a következőképpen í rha tó : 
( j - / ) = + (21) 
ahol az l—A reprezentációban felírt a értéket a (19) összefüggésből k a p h a t j u k . 
Az (s-l) kifejezésnél célszerű az l—A reprezentációt használnunk. Az ( l)-ben 
felírt hul lámfüggvénynek ( — У~3Х-о része 2 (~Y~icj'Xi- n jelentéssel bír . /— Л 
reprezentációban ekkor : 3 
2(-)'~JCjXJ-o = \ N l - A - Z ) . (22) 
j ins 
így azt kapjuk, hogy 
( s - l ) = j 2 ( a f + - a l ) + ± ( l + j y - y - $ + l 2 " l ö n , ^ . (23) 
Az Q = K = I = \ esetben ez a következőre egyszerűsödik: 
<*•/> = j 2 doli + ( - ) ) - } , (23a) 
(ahol 2 (aío + °и ) = ' összefüggést használ tuk fel.) Speciálisan egy páratlan par i tású 
t 
á l lapotra : 
© / > = - { . (23b) 
Visszatérve a g értékre, az i esetben, a (20), (21) és (23) összefüggésekből azt 
kapjuk, hogy: 
/< = [<*« -g<) pK 2 (dn-i-afo
 + 0 + (g,- gR)ÜK + gRJ(l+\) J , (24) 
amely I = f í = K ( + i ) esetben ez a következő alakra egyszerűsödik: 
/ 
g = 
1 2 2 ( g s - g i ) ^ 2 (am-^-aiq+^)+g,I + gR . / + 1 
A (24) összefüggés formálisan egyszerűbben is í rható: 
(24a) 
R = f ^ ( g n - g * ) + g K l (24b) 
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ahol 
g a = ^ [?.<*,<>+ £«<'.•>]• (24c) 
Az Q = K = \ esetben (amikor néhány extra tag lép fel a hullámfüggvény szimmetri-
zálásánál) a (24) egyenlet módosul: 
n = 7 ^ т { ( * . - * 1 > [ { 2 ( « / о i ) 2 «fol + 
ahol a-t ismét а (19) definiálja. 
Szabad nukleonokra gs = | g ' g ^ l = (о) Р г о 1 о п ° к i'l- neutronok esetén. 
Olyan rotációt tételezve fel, amelyet az egyenletes töltéseloszlással rendelkező' mag-
anyag rotációmentes áramlása idéz elő: g 
л 
Az I=Q = K = % és páratlan paritás esetén, amikor az (s-l) kifejezés a (23b) 
összefüggésnek megfeleló'en független a belső hullámfüggvénytől, a (25) a következő 
alakra egyszerűsödik: 
/< = y j ( # í - gR) a - j g s + g i + g * j , (26) 
ami azt jelenti, hogy ilyen esetben az a és p mennyiségek között olyan kapcsolat 
létezik, amely a gv , g,, g„ giromágneses arányokat tartalmazza a maghullámfügg-
vények nélkül. 
d) Az elektromágneses átmeneti valószínűségek meghatározása 
A térhez rögzített (x",y'. z") rendszerben az elektromos és mágneses multipol 
oprátorokat az alábbi összefüggések írják le: 
ffltt(A, p) = 2 [ e , + ( •- )* j f j rp Yxp(П ,<p;) + ±ZeRo A, ( 2 7 a ) 
ВД, p)
 = — 2 ( g t . 3 + j ^ g l 7 i ) p v p [ , Î Y x l . W , <p'p)] + 
+ ~ J^J gR I RÇr)v[7 У;,,(/>, <7)] dr. ( 2 7 b ) 
A kifejezések első tagjai a leglazábban kötött részecskék átmeneti momentumait 
képviselik, amelyeket egyedileg is gerjeszthetünk, (így a p-re vonatkozó összegezés 
csak az átmenetben résztvevő nukleonokra értendő!), míg az utolsó tagok írják 
le a mag kollektív mozgásából adódó multipol momentumokat . A magtörzs vissza-
lökéséből származó effektust (amely a dipól átmeneteknél fontos) a (27a) össze-
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függés részecskékre vonatkozó tagja tartalmazza. A (27a)-ban szereplő kifejezés 
a hermitikus konjugált ja annak a koordinátának, amely a térhez rögzített koordiná ta-
rendszerben a magfelület deformációját írja le. R0 a magsugár. A mágneses multipol 
operátor kollektív részében szereplő :}((/•) a kollektív impulzusmomentum sűrűség; 
= R. Ez a rész nehezen kezelhető, kivéve а Я = 1 esetet, amikor beleolvaszt-
hat juk az első tagba, azzal a kis változtatással, hogy gs helyett (gs — gR)-et, g, helyett 
(g,— gR)-et í runk a megfelelő helyeken. Az erősen deformált magokban különbséget 
tehetünk a részecskeátmenetek, amelyek a belső hullámfüggvényt, y ß - t vál toztat ják 
meg és a kollektív átmenetek közöt t , amelyek a belső részecske szerkezetet változat-
lanul hagyják. A legtöbbet vizsgált kollektív átmenet a rotációs típusú, amely a 
7>vib függvényre nincs hatással, csak a rendszer rotációs á l lapotá t D-t vál toztat ja 
meg. A belső szerkezet (xß) az átmeneti valószínűségeket csak a részecske átmenetek 
és a rotációs típusú Ml átmenetek esetén befolyásolja. Az alábbiakban éppen ezen 
típusú á tmenetek tárgyalásával foglalkozunk, tehát elhanyagolhatjuk a (27a) utolsó 
tagját , minthogy az csak a kollektív átmeneteknél lép fel. (Nem foglalkozunk most 
a rotációs E2 átmenetekkel). 
Célszerű bevezetni redukált átmeneti valószínűséget. 
0(Я , l - l ' ) = 2 I'K'M'\W(A, p)\Q, 1KM)I2. (28) 
IlM' 
Egy w f rekvenciájú y átmenet valószínűsége, ahol tm az energia-különbség a kezdeti 
és végállapot közöt t : 
А В (Ел) tényezők lépnek fel a Coulomb-gerjesztés hatáskeresztmetszetének kifeje-
zéseiben is. 
Említet tük, hogy az x", stb. koordináták a (27) összefüggésben, a térhez rög-
zített koordinátarendszerre vonatkoznak. Szükséges azonban a multipol-operátort 
a maghoz rögzített rendszerbe á t t ranszformálni : 
AU" ( / , » ) = 2 du(•»,) AU'(Я, V) (30) 
V 
ahol AU' ugyanolyan alakú függvény mint AU", csak az új x' koordinátától függ. 
A S függvény а г?. E u l e r — szögektől függ, és az (1) összefüggésben már definiáltuk. 
Integrálva a (28) mátrixelemeiben az Euler szögekre, és elvégezve a // és M'- re 
vonatkozó összegezést, azt kapjuk , hogy: 
B(A, l - l ' ) = \(IAKK'-K\1AI'K')j\sf A)1(A, K'-K)xí>dr + 
+ (1AK-K'-K\IAI'- К')/[(-)''-;'х:
й
']+2и(А, -К'-K)xndx\'. (31) 
A második tag csak azoknál a valóságban r i tkán létrejövő eseteknél játszik szerepet, 
ahol A^K+K'. B(A) kiszámításához a következőt használjuk fel: 
j Huf d;vd'mk dQ3 = (iAMp I IAl'M')(lAKv ! 1АГК'), (32) 
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ahoi (IQ3 az összes Euler-szögekre vonatkozó integrálást jelenti. Később szükségünk 
lesz egy nagyon hasonló formulára is: 
I Y fi • Yxv Yxa dQ2 - - 1/ (J). A v | Ш'Л ') (IX 001 /Я/'0>. (33 ) 
A (10) egyenlet a (33)-nak egy speciális esete. 
Célszerű áttérni dimenziónélküli változókra, a (6) összefüggés szerint. Ez a 
i h - f i 2 
transzformáció egy — — faktort ad az elektromos multipol operátor kifeje-
lj Mw 0 
Я— 1 
Й zéséhez, és egy —7— faktor t a mágneseshez, amikor az r' helyére r-et írunk. 
\MG>Q) 
Az l(v-rxYx,) operátort felírhatjuk úgyis, hogy: 
/ ( V T E,v) = ] / f y j [ V / 2 - v 2 F -1 YÁ _, ,v + J f(X - v) (X - v - 1) • 
•/ lYx \ hí + + v - 1 ) 1 + r2~1 Г д _ . (34) 
ahol 
l+ = lx + il,„ l - = l x - i l y . ( 3 4 a ) 
Teljesen hasonló formula írható fel az j - (v-г яЕ
Я у
)-ге is, — / + és —/_ analógiá-
val. 
Elektromos multipolnak megfelelő' részecske átmenet esetén az alábbi össze-
függés érvényes tehát: 
I <IXKK' - КI IXl'K') + bE>X-)'+ K ' ( I X K - К' - КIШ' - К') \2 Gex , ( 3 5 ) 
i _ ) K ' + + +l' f 1 / 2 / + I 
bE>. = K }G { 2 <Л"/'И!А7>|/ J T L <//001 /Я/-0) • 
ahol 
• 2 ' 0гхЫ
л
 а,
л
(1ХЛ-К'-К\Ш'-Л')> ( 3 5 a ) 
A'AX'X J 
és 
G EX = 2 (N'I ' / i NI) j / ^ i l </Я001 Ш>> • 
• 2 byyafi aifilXAK'-К\1ХГA'). ( 3 5 b ) 
А'АГХ 
Mágneses multipol átmenetekre. Я > 1 esetekben elhanyagoljuk a (27b) utolsó tagját . 
NUKLEONOK KÖTÖTT ÁLL APOTAI ERŐSEN DEFORMÁLT MAGOKBAN 5 6 5 
amely re la t íve kis h a t á s t okoz , így az t k a p j u k , h o g y : 
- Ш ( к Г 4 • г ' к 
+ Ьмх(-)''+ К (OK — К' — К\ JAV - K')\2G2m,. , (36) 
ahol 
+ i + T 1 А 2 /4 -1 
bM>.= k • Z<K'r Г'- 1 NI)(IA — Í O O I / ; . - 1 / ' 0 ) 1 / да1 Z агл-а<л-
IT*t>. ri f 2.1 + 1 А'АГГ 
• {яЛА Ш - г . Л - y-H/A - I Aq |/A - 1Г - A') + 
+ B(q)Sy, i dy^JA - lAq + 111 A - 1/' - A') -
C(q)6y. _ j Ôy _ i OA -\Aq-\\IA-\l' - A') + 
ahol 
B(q)Y (!' + A')(l' — A' + 1)(/A — \Aq + \\IA— \Г — A' + 1) — 
- C(q)У (Г-А')(Г + A'+l) (/А - 1Л<7- 11/Я — 1 / ' - Л ' - 1>]}. (36а) 
! = 2 {N'l'\rÀ-1\Nl)(/A— 1001/А — 1 Г 0 ) ] [ 2 афа1л • 
п 1 21 + 1 хлг! 
• {gs[A (le)őytг(~y-i(lA-lAk\lA-ll'A') + 
+ B(k)Sy^iôy^(IA- IAk + Í\IA U'A')~ 
- C(k) óy_ $ Sx, - £ (/A - 1 Ak - 11 /А - 1 / 'Л')] + 
+ -y—-r- g, (5r, j [Д (Är) 2Л (/A - 1A k \ IA - 1 l'A') + A + 1 
+ ff(k)Y(l' - Л')(Г+к+ \) (JA -\Ak+\\a-M'A' + 1) -
C(k) Y (Г - A') (V — A' + 1) (IA - IAk — l l / A - 1 / ' Л ' ~ 1)]}, (36b) 
A(v) = C'A2 - V 2 (36c) 
ß(v) = V(A — v)(A — v - 1) (36d ) 
C(v) = Y (A + V) (A + V — ï ) (36e) 
k = K ' - K ( 3 6 f ) 
q = —K'—K (36g) 
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/ 1 = 1 esetben, amin t már mondot tuk a (27b) kifejezés utolsó tag ja az elsőbe olvaszt-
ható. Я > 1 esetben minden összefüggés csak úgy érvényes, ha gs helyére (gs — g/O-et, 
g, helyett (gi~gR)-et írunk mindenüt t . 
Rotációs sávon belüli Ml á tmenet esetén a (36)-nak rendkívül egyszerű a l a k j a 
lesz: 
GMi =(g0-gR>20 ( 3 7 a ) 
továbbá bMÍ csak akkor különbözik zérustól, ha Q = K = \. (Ebben az esetben 
bMl-et b0-Í2-vel, G M 1 -e t G0-val jelöljük.) 
ó0 = 
— - i (gs -gR) 2 eio •+ 2 (g, - Ы 2 У 1(1+1) «/о«', i • 
g{}-gR ( I I ) 
(37b) 
Ilyen típusú átmenetre vonatkozó redukált átmeneti valószínűség egy Г + 1 
impulzusmomentumú nívóról egy / ' impulzusmomentuméi nívóra (ha mindket tő 
azonos rotációs sávhoz tartozik) egyszerű lesz: 
+ M - ) (37c) 
A (19), (25), (37a) és (37b) összefüggések az a, p, G0 és b0 mérhe tő mennyiségekre 
vonatkoznak egy fi=i rotációs sáv esetén. A belső hullámfüggvényeknek ezen 
paraméterektől való függését a 2 a io és а ^ У 1(1 + 1) a , 0 a n kifejezések tartalmazzák 
i i 
és nyilvánvaló, hogy a, p, G0 és b0 között léteznek olyan kapcsolatok, amelyek a 
nukleonikus szerkezettől függetlenek. A (26) összefüggés a és p közö t t ; 1 = Q = K = \ 
és párat lan paritás esetére, már ilyen típusú, és ta lálhatunk még egy második össze-
függést is ebben az esetben : 
2 b0G0 = G0-2(gl-gR)a+gs-2g,+gR (38) 
A z ! = Q=K- és páros paritás esetén a két megfelelő összefüggés a következő: 
G0 = 3 p - a ( g , - g R ) - I g s + g , - 2 g R 
es 
b0 = - 2G0 
3p + a(g,-gR)+ - g s - g , - g R 
(39) 
(40) 
Az 1 + Q = K = \ esetben a (39) és (40)-hez hasonló kifejezések érvényesek. 
Az (N'l'ffNl) radiális mátrixelemet az alábbi összefüggésből kaphat juk: 
< Л 7 ' И М > = 
_Г(и + / — v + 1) 
! " % . , , „ 
• Г(п' + t — v ' + 1)J 
2 r(t + a+ 1) 
„ a\ (n — o)! (ri — а)! (a'+v — n)! (а + v' — ri)! ' 
( 4 1 ) 
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ahol : 
1 
2 ( N - l ) ( 4 1 a ) 
n' = ~(N'-V) ( 4 1 b ) 
v = ! ( / ' - / + A ) (41c) 
v' = y ( / - / ' 4 Я) (41d) 
; = 1 ( / + / '
 + Я + 1 ) (41e) 2 
és ahol а <т változóról feltételezzük, hogy 
/г n — v 
, , . (42) 
n n —V 
Ez azt jelenti, hogy a kisebb vagy egyenlő' az n és n közül a legkisebbel, stb. Ha a 
feltétel valamely a-ra nem teljesül, az integrál eltűnik. Egy ekvivalens szükségességi 
feltétel (N, /, Я-val kifejezve) az r'- mátrixelemére, hogy zérustól különböző' legyen; 
meg kell követelnünk: 
l + X ^ l ' ^ l - X (42a) 
N + ÀèzN'sN-X ( 4 2 b ) 
e) ji átmenetek ft értékeinek meghatározása 
Minthogy ennek a gondolatsornak a célja csupán az, hogy vázolja az „erős 
csatolási" hullámfüggvények alkalmazását a ß átmenetek területén is, szorítkoz-
zunk csak a megengedett ß átmenetekre és a tiltott átmeneteknek arra a kiválasztott 
csoportjára, ahol a paritásváltozás: ( — ) / 4 í + I , ( / + 0). Ez a Gamow Teller típusú 
átmenetek csoport ja . 
A ß á tmenetek tárgyalása hasonló a y átmenetekéhez, célszerű tehát itt is 
bevezetni a redukált átmeneti valószínűség fogalmát a (28) összefüggés analógiájára. 
DF (n)= 2 I'M'К' I ® F (n, p) IQ, IMK)\2. (43) 
G T
 дМ'
 G T 
Itt StqT a Fermi, ill. Gamow—Teller t ípusú átmenet operátora, n a t i ltottság foka ; 
Az élet tartamokat, ill. f t értékeket ezekből a redukált átmeneti valószínűségekből 
számíthatjuk ki. 
Megengedett átmenetekre felírhatjuk, hogy 
f0t = Вд[(\ — x) Df(0) + .y£>C7 (0 ) ] " l , (44) 
5 6 8 S. (i. NILSSON 
ahol / a tel élettartam, / 0 az integrált Fermi-függvény megengedett á tmenetekre, 
g ( l — x)1 és gxi a Fermi és a Gamow Teller csatolási állandók. A Blt állandót 
a következő kifejezés a d j a : 
2 я й 7 I n 2 
B„ » 2—s~n • 45 
Olyan tiltott átmenetekre, amelyekkel itt foglalkozunk: 
f„-t = Be[xDGT(n)]-\ ( 4 6 ) 
ahol /„ az /г-edfokú tiltásnak megfelelő Fermi-függvény. (Definícióját és normálását 
lásd: Bohr Mottelson (VIII. 6.)) Kiderült , hogy D g 7 (h ) szerkezete nagyon hasonló 
a A-ad rendű mágneses multipol típusú y-átmenetek reduká l t átmeneti valószínű-
ségeinek kifejezéséhez (A = n + 1 ) . A megfelelő operátort a következő összefüggés 
definiálja. 
/ 0 - S(n) Чр)Ь± - (47) p p 
ahol 
s(n) = 4 л
7
 T [(/> + I ) ! ] 2 (mcy 
(/7 + 3) J /2+1 1 * 1 ' У ' 
A p-re vonatkozó összegezés minden részecskére vonatkozik, amely az átmenetben 
részt vesz. Most azonban csak olyan átmenetekre szorí tkozunk, ahol pá ra t l an T-jú 
magok között történik az átmenet és egyetlen részecske vesz csak részt benne . i + és 
т„ az izotóp-spin kettő és megsemmisítő operátorok, amelyek egy protont neutronba 
és fordítva t ranszformálnak. Formálisan g s = l , g, = g R = 0 helyettesítve a (27b) 
kifejezésbe, pontosan a (47) összefüggést kapjuk egy szorzó számfaktortól és az 
izospin operátortól eltekintve. Ezt a formális változtatást végrehajtva az előző 
paragrafus (36) összefüggését használhatjuk a DCI kiszámítására. így: 
Р>ст(п) - ~ v y y M c o j 4 4 n 
+ ßn +1 ( •- У + K' (In + 1 к - К' - КI In + 1/' - K')\2 y„\ i , (48a) 
ahol 
Уп+1 = GMn r , (gx = l,gt=gR=0) ( 4 8 b ) 
Д.+ 1 ( f , = 1 , * , = *
я
 = 0). (48c) 
Tükör magok közti á tmenetek esetén ez így egyszerűsödik: 
D0T( 0 ) = \(I\K0\I\IK) + ß l ( - ) l + K ( l \ K - \ \ n i - K ) \ 2 y \ , ( 4 8 d ) 
ahol 
7i = 2 ( a f n - ^ - a f o + 0 = 2<%_) (48e) 
ßi = f 2 2 c b M k I . (48f ) 
1\ i 
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Végül ebben az esetben a Fermi-rész egyszerűen: 
Df(0) = 2 Kß' IM'K\x"±\fí, lMK)f = 1. (49) 
Összegyűjtve a különböző tagokat , tehát párat lan a-jú magokban történő tükör-
átmenetek esetén: 
fo't = ^ j ( l - v ) -
ahol 5 , - t a (45) adja. 
K-
/ ( / + 1 ) í ) (50) 
A. Függelék 
Más reprezentáció alkalmazású 
A (2) Hamilton-operátor diagonalizációjánál a különböző teljeskvantumszámokat (TV) tar-
talmazó elemeket elhagytuk. Lehetséges azonban egy tökéletesebb megoldás is. A reprezentáció 
kis megváltoztatásával egyszerűen megvizsgálhatjuk az /V-ben nemdiagonális tagok hatását . 
Indul junk ki a (2) és (2a) összefüggésekből : 
H=Ho + Cl-s+Dl2 (At) 
(Ala) 
Ha paraméter változtatást végzünk el és az f és oju(f)- t á és ü>0(á)-tól különbözően definiáljuk : 
h2 m . 
Но = -— -A'+- (ojlx'2 + o)yy'2+colz'2). 
2 M 2 
dix - ojy = шо(е) 
oj. = a>o(e) 
K - ) 
К ' ) 
A régi és ú j paraméterek között a következő összefüggések érvényesek: 
e = á + — +0(Ô3) 6 
£uo(e) = öJo(ó(e)) 1 1 e2 + 0 (e3) 
9 
=a> о 0(e3) 
Hajtsuk végre most a következő transzformációt: 
к . I / МШх i - x 
ajmcoy 
-y' 1 
Но akkor szeparálható I , ?/, Ç-ban : 
aimai: 
^ l1 — 
Но — -f- H,} -f -
( A 2 a ) 
(A2b) 
(A3) 
(A4) 
(A5a) 
(A5b) 
(A5c) 
( A6) 
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ahol 
1 f d2 ) 
H ( = - _ _ _ + Ы stb. (A6a) 
Meg kell jegyeznünk, hogy Яо-a t nyilvánvalóan egy olyan reprezentáció diagonalizálja, ahol 
I«í) 1л,) |«f) jellemzi az á l lapotokat és ahol |«5)-t a következő összefüggés definiálja : 
/£!»«)-["< + y j f'o>x\nt). (A7) 
Most felbontjuk # n - t a (7)-hez hasonlóan: 
H0 = Ho + H,, (A8) 
ahol : 
1 
Но = Äcuo(e) — [ - A4 + e2] (A8a) 
(A8b) 
és 
02
 = ç2 + v2+ç2 
az 1 operátor analógiájára bevezetünk egy h operátor t , az új г/, f koordináták szerint. 
i д „ д ) 
( / t )
» = -
í K - ^ J ' S t b - ( A 9 ) 
(Az (l,)x jelölés (/,)$ helyett azt muta t j a , hogy az ú j koordináták i r ánya egybeesik a régiekkel.) 
о — 
Most egy olyan reprezentációt vezetünk be, amely HQ, (/,)., 1,, sz és ,v2-et diagonalizálja. Az 
(l,)z és I, sajátértékeit Л, és / , ( / ,+ l)-el jelöljük. 
így: 
1 f 3 4 
Ho\NthAtS) = hœo — ( - A t + Q 2 ) \ N t l t A , Z ) = At + — j hcoo\Ntl,A,£). (A10) 
í r juk most le az (l)-et: 
alakban, ahol : 
és 
Az alábbi azonosság: 
(Ali) 
Ht = Но + He + Cl,s + Dlj ( A l l a ) 
H pert = C(1 - I f s + DU2- À2)- (A l lb) 
à2 à2 д2 1
 r 
és az (A10) felhasználásával megmutatható , hogy: 
(Nt'l',A'tZ:\Hc\N,ltAtZ) = ôNtN-t(Nt'l'tA'tZ:'\ y el,cüo(H + V2~2C2)\N,ltA,Z). ( A 12) 
A/c-nak léteznek el tűnő mátrixelemei a különböző N, ér tékű állapotok közö t t , ez látható az (A8b), 
(A6a) és (A7) összefüggésekből is. Tudnunk kell azonban , hogy \N,l,At) vektor az |л«) |я , ) |л с ) 
szorzatvektorokra vonatkozó összeg, azzal a feltétellel, hogy nf+rtn+n: = N. 
A H, operátor mátrixelemei az \N,ltAtS) reprezentációban azonosak a H operátornak az 
INlAS) reprezentációban felírt mátrixelemeivel, attól eltekintve, hogy a paramétereket megváltoz-
tat tuk, (e és cuo(r) volt az előbbi reprezentációban míg <5 és cu0(<5) az u tóbb i esetben) továbbá a H, 
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operátornak azok a mátrixelemei, amelyek N, értékben kettővel különböző állapotok közöt t i 
átmenetet képviselik, azonosan zérusok az jNJ ,A ,E) reprezentációban. 
A következő lépésben a A p e r t tag hatását vizsgáljuk. Az / . (= /* + ily), l—(=lx—ily) és az 
I- komponensek az alábbi módon transzformálódnak: 
ahol: 
U = a(l,) + —bf+ 
/ . = a (h)- - b f -
/ 1 
/ H ç 
/ _ 3 _ 
/ 2 
/ 1 — f 
l - f e 
3 _ 
1 
1
 + J . 
1 +— e2 + 0(e3) 
8 
(A13a> 
(A13b) 
(Al 3c> 
(A13d> 
b=-
2Í / 1 - J 8 
/ l - l . 
= — £ + — e2 + 0(e3) 
2 2 
és az A és / - operátorok: 
A = j IX -Ш + irj)\ = [ / ~ t/J, É»2 U2,] 
/ - = у [Л, = [Л, g2 t/2, - ,]• 
(А13е) 
(А14а> 
(А 14Ь) 
Uíi itt а 2,1 rendű normált gömbharmonikus, a í , »/, С koordinátarendszer szögeivel kifejezve. 
Az (A10) és a (14a, b)-ből azt kapjuk, hogy: 
(Nt\f± I A,) = ( A,' - At)< A,' le2 t /2± , I At>. 
A (13a, b) felhasználásával és e szerint sorbafejtve kimutatható, hogy 
Hpen = eHi + e2H2 =..., 
ahol 
tf, = - ~ C{f+ s. + f - s+} - j D {(/«) - A + A (/.) 7} 
(A 15) 
(A16> 
(A16a> 
A2 = f С j(/t)+ í . +(/«)-í+ - j (A í - + A + 
+ !(/,)- (/,)+ + A A - j к/ .)-А + A (/<)+]} • (A16b> 
Az (A15)-ből következik, hogy eHi -nek az azonos A t értékű állapotok közöt t i mátrixeleme eltűnik. 
Másrészt az eHi operátor az \NthA,E) reprezentációban létrehoz az A értékben kettővel k ü l ö n b ö z ő 
állapotok közöt t egy olyan csatolást, amelyet az \NlAZ) reprezentációban a Há hozott létre az A 
és A + 2 héjak között. Az eHi által létrehozott csatolási tagok becslése azt mutatja azonban, hogy 
ezek nagyságrendje 1/10-e a Hó által létrehozott csatolási tagoknak, vagy hasonló ez a viszony a 
H0 mátrixelemeknek és az 1-s és /2 tagok mátrixelemeinek arányához. Az (A16)-ban felírt összeg 
másodrendű tagjai csak egy százalékát teszik ki a teljes 1-s és I2 t agoknak, tehát elhanyagolhatók. 
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Ha az i. táblázatban felsorolt Ar, értékeket úgy értelmeznénk, hogy azok az N,l,A,F) repre-
zentációban érvényes saját függvények képviselői, (az .4,
 л
 értékek) úgy ezekkel már egy javított 
közelítést kapnánk. 
Ennek a cikknek a fö részében mégis a nem korrigált egyszerűbb sajátfüggvényeket használ-
juk , mivel azok, az alkalmazások legtöbbjénél kielégítően pontosak. így az olyan operátorok mátrix-
elemeit, mint a és fi amelyek az Ml átmenetekben szerepelnek és amelyek kizárólag /és ï tényezőket 
tartalmaznak, csak e2 nagyságrendben befolyásoljuk a hullámfüggvény megváltoztatásával. Továbbá 
egy ilyen nagyságrendű tag korrekciója igen kis együtthatót tartalmaz, (1. A13d) tehát nem túl 
nagy jelentőségű. Valamivel különbözik a helyzet az olyan operátorokra, mint a kvadrupólmomen-
tum és az E2 átmenet operátora. Ilyen eseteknél a fellépő mátrixelemek megbecslésével fontos lehet 
a javított reprezentáció figyelembevétele. 
Végül meg kell még jegyeznünk, hogy a H p e n kicsinységétől eltekintve, még kérdéses, hogy 
a H vagy a H, írja-e le jobban a magállapotokat. 
Az I s tagot úgy említjük mindig, mint spin-pálya csatolási tényezőt egy elektrosztatikus 
térben mozgó elektronra. Ez a tényező xfuXgrad V) alakú általában és csak izotróp potenciál 
esetén redukálódik l-s-re. Deformált potenciál esetén a különbség egy ilyen alakú tényezők és az 
I s tag között, az J-s és l,'s tényezők között fellépő különbséggel azonos. 
Hasonlóan kell gondolkodnunk az /2-es tagnál, amelyet úgy értelmezünk, mint a nagy távol-
ságokban túl gyorsan növekvő oszcillátor falakra alkalmazott korrekciót. Nincs okunk feltételezni 
egy gömbszimmetrikus korrekciót, amikor maga az oszcillátor potenciál elliptikusan deformálná 
válik. 
Ezen meggondolások azt mutatják, hogy a Hpca operátor hatása éppen az l-~s és I2 tagoknak 
-a deformált magokra való definiálásából származó hibák tartományába esik. 
B. Függelék 
Asszimptotikus megoldások erős deformációk esetére 
Az itt használt jelölések és paraméterek az A. Függelékben előfordulókkal azonosak. Nézzük 
most először a H0 operátort (Ala) amely csak a kinetikus energiát és az oszcillátor teret jellemző 
tagokat tartalmazza. Az (A6) és (A7) összefüggésekből következik, hogy a H„ -nak megfelelő energia-
sajátértékek : 
E0 - I П- + - ! hü)г r (il; + II,, + 1 ) hü)x . 
(Blj 
2 . 
A deformációs paraméterrel (c) felírva (I. az (A2b)). 
Eo = äcjo(E) N- 4 ) 3 
ahol и_!_. /ц-ги,,. Ha az energia sajátértékeket kœ0(é) egységekben, mint e függvényeit ábrázoljuk, 
egyenes vonalakat kapunk. A megfelelő sajátfüggvények: ] л 4 > | л ^ > | я ; > . 
így egy olyan nívó, amelyet n* és iij_ jellemez, п_г+ 1 rendben degenerált. (Ez azoknak az n. 
és n„ kombinációknak a száma, amelyek az n ; + n,, = nA feltétel kielégítik.) Ehhez adódik még 
a spin degeneráció. 
Bevezetjük most az |n t) |/t,,) alapvektoroknak olyan lineárkombinációját (;/;^Л)), hogy: 
[(/.)=-Л] |«j_A> = 0 
legyen. 
Az: !/;«) i n^A) vektorok teljes rendszert alkotnak és a H 0 operátor diagonálisebben a reprezentáció-
han. Itt A = ± 1 , ± 3 , . . . ±i i j_, ha /»_[_ páratlan, és A = 0, ± 2 , . . . ± / í j _ , ha «_,_ páros szám. 
Vizsgáljuk meg most az fis és /, mátrixelemeit ebben a reprezentációban. Mint előbb, mos t is 
csak az azonos fí és N = (п( + п м ) értékű állapotok között léteznek csatolódási tagok. A diagonális 
-elemeken kívül 7, -s el nem tünő mátrixelemei csak а Л ill. п
м
 értékben csak egységgel különböző 
állapotok között lépnek fel. Az 7/ operátor diagonális A-ban és el nem tűnő elemei csak az n_j_-ben 
zérus vagy kettő értékkel különböző állapotok között léteznek. 
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Az l,s diagonális elemei közvetlenül leolvashatók az 
(n: nj_AE\hs\ ns n_L Л 21) = Л L ( B2) 
kifejezésből. 
Az A. Függelékben használt t ipusú operátor összefüggéseket alkalmazva: 
(n:n_1_AS\~fi\n(n_LAZ:) = A2 + 2nj_nc+2ní+nj_. (B3) 
A 4a és 4b ábrán az n=5 héj energianívóit hasonlítjuk össze, a perturbációszámitásból és 
egzakt gépi számításból nytrt eredményekkel (legnagyobb deformációval számítva az adatokat). 
A z (a) csoport felel meg а harmonikusoszcillátor nívóknak (Bl) míg a (ß) csoportnál а (B2) és (B3) 
diagonális tagjait használtuk fel. Végül a (y) csoport mutat ja az egzakt nívó elrendeződést. Ezek 
az \n (nj_AL) ál lapotoknak megfelelő asszimptotikus megoldások az olyan új, közelítő kiválasztási 
szabályok alkalmazásánál lennének érdekesek, amelyek a nagy deformációk tar tományában létre-
j ö v ő részecskeátmenetekre érvényesek, az nM és X' ú j mozgásállandók mellett. 
C. Függelék 
A teljes energia, mint a deformációs paraméter függvénye 
A teljes energiaoperátor % várha tó értékét fogjuk meghatározni (definícióját 1. a (15)-bcn) 
az A. függelék jelöléseit és eredményeit felhasználva, azaz figyelembe vesszük a különböző N érték-
kel jellemzett héjak közötti csatolódás hatását a hullámfüggvényekre. 
ж = v л я.+ ' 2 j 2 и, - 1 2 (к-г,). 
A i L i 4 4 i 
A Ht sajátértékei éppen a számolt egyrészecske energia sajátértékekkel Fi-kkel azonosak. A V,—Tt 
különbség /-tői függő tagjait szeparálva: 
V,-T, = Wi+Ui, ( C l ) 
aho l az A. Függelék jelölésében (az / indextől eltekintve) 
d2  
dp2 
г d2 „ „ I b2 „ (Cl а) 
lf=Cl-s+Dl =* CltS + Dij. (C lb ) 
Meg kell jegyeznünk, hogy az egyrészecske hullámfüggvények felírhatok, mint az |л{) 1л,,) |ис) 
lineárkombinációi azzal a követeléssel, hogy (Я{+"ч + " ; = Né). Ez közvetlenül adódik az egy-
dimenziós harmonikus oszcillátor viriáltételéből: 
(W,) = 0 (C2) 
A 4a és 4b ábra is igazolja, hogy az ÍA közelítőleg diagonális a legnagyobb deformációknál. Az 
üt operátor közelítő várható értékeit а (B2) és (B3) összefüggésekből számíthatjuk. Ennek a közelí-
tésnek megfelelően U, független a deformációtól. 
A (13) egyenlet megfelelőjével (e-t alkalmazva Ó helyett) és az (A4) összefüggésből azt kapjuk, 
hogy: 
= + f1 + j fi2| + 2 y.r,g)\ + j 2 (ut). (c3) 
A z egyensúlyi deformációt a 
= 0 de 
kifejezés megoldásával kapjuk. 
Az e és Ö deformációs paraméter közti kapcsolatot az (A3) irja le. 
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INVARIÁNS VARIÁCIÓS PROBLÉMÁK* 
EMMY N O E T H E R 
A dolgozat olyan variációs problémákkal foglalkozik, amelyek invariánsak 
valamely fo ly tonos csoporttal szemben. Az invarianciának a variációs probléma 
differenciálegyenleteit illető' következményei a legáltalánosabb a lakban az 1. szakasz-
ban megfogalmazott s a további szakaszokban bebizonyított tételekben nyernek 
kifejezést. Az ilyen, variációs problémákból a d ó d ó differenciálegyenletekről sokkal 
precízebb kijelentések tehetők, mint tetszőleges, valamely csoporttal szemben 
invariáns differenciálegyenletekről, melyek a Lie-féle vizsgálatok tárgyát képezik. 
A következő megfontolások tehát a formális variációszámítás, valamint a Lie-féle 
csoportelmélet módszereinek összekapcsolásán alapulnak. Speciális folytonos cso-
portokra és variációs p rob lémákra a módszereknek ez az összekapcsolása nem ú j ; 
itt megemlítem Hamelnek és Herglotznak speciális véges, Lorentznek és tanítványai-
nak (pl. Fokkernek), valamint Wey I пек és Kleinnek speciális végtelen csoportokra 
vonatkozó dolgozatai t1 . Klein idézett m u n k á j a és a jelen dolgozat kölcsönösen 
hatást gyakorol tak egymásra; ezzel kapcsolatban legyen szabad utalnom Klein 
dolgozatának befejező megjegyzéseire. 
1. Előzetes megjegyzések és a tételek megfogalmazása 
Valamennyi, a következőkben szereplő függvényről feltesszük, hogy analit ikus, 
vagy legalábbis azt, hogy folytonos és véges sokszor folytonosan differenciálható, 
továbbá hogy a vizsgált t a r tományban egyértékű. 
„Transzformáció-csopor t"-on tudvalevőleg olyan t ranszformációk rendszerét 
értik, melyek mindegyikének létezik a megfordí tása s az benne foglaltatik az ado t t 
rendszerben; továbbá bármely két, a rendszerhez tar tozó transzformáció egymást 
követő alkalmazása út ján előállott t ranszformációnak ugyancsak hozzá kell tar-
toznia a rendszerhez. À csopor to t véges folytonos csoportnak m o n d j á k (jele: @t,), 
ha a hozzá ta r tozó összes transzformációk megkapha tok speciális esetként egy Q 
számú lényeges e paraméter től függő, legáltalánosabb a lakú t ranszformációból . 
A „lényeges" jelző azt jelenti, hogy а д számú paraméter t nem lehet mint kevesebb 
számú paraméter д számú függvényét előállítani. Végtelen folytonos csopor ton 
(jele: ($L„) az olyan csopor tot értik, amelynek legáltalánosabb transzformációi д 
* Göttinger Nachrichten 235, 1918. 
1
 Hamel: Math. Ann. Bd. 59 és Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50. Herglotz: Ann. d. 
Phys. (4) Bd. 36, különösen §9 , 511. old. Fokker, Verslag d. Amsterdamer Akad., 27./1. 1917. 
További irodalmi hivatkozások találhatók Klein dolgozatában: Göttinger Nachrichten 1918. július 
19. — Egy a közelmúltban megjelent dolgozatában Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) hasonló módszert 
alkalmaz invariánsok felállítására. 
i 
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számú lényeges, tetszőleges p (x ) függvénytől, valamint azok deriváltjaitól analitiku-
san, vagy legalábbis folytonosan és véges sokszor folytonosan differenciálhatóan 
függnek. Egy közbenső eset az olyan csoport , melynek transzformációi végtelen 
sok paramétertől függnek, tetszőleges függvényektől azonban nem. Végül vegyes 
csoportnak az olyan csoportot nevezik, mely egyaránt függ tetszőleges függvények-
től és paraméterektől2 . 
Legyenek x 1 ; ..., x„ független változók, и fix), ..., ufl(x) pedig ezek függvényei. 
Ha az x-ekre és н-кга egy csoport transzformációit alkalmazzuk, úgy a transzfor-
mált mennyiségek között a transzformációk feltételezett megfordíthatóságából 
következően ismét pontosan n számú függetlennek kell lennie — ezeket jelölje 
Ei; '"»En — a többiek jele pedig legyen vy(y), . . . ,гд(у). A transzformáció képletei-
ben felléphetnek az и függvényeknek az x változók szerint képezett — , ... 
deriváltjai is3. Ha fennáll a 
J du d2u \ J dv d2v \ 
összefüggés, a P függvényt a csoport invariánsának nevezik. Az I integrál speciálisan 
akkor invariánsa a csoportnak, ha teljesül az 
összefüggés4 az x valós változók tetszőleges integrációs tartományára s a megfelelő 
v-tartományra5 . 
Képezzük most egy tetszőleges, nem feltétlenül invariáns / integrál ó l első 
variációját s alakítsuk azt át parciális integrálással a variációszámítás szabályai 
2
 Lie a „Grundlagen für die Theorie der unendlichen kontinuierlichen Transformations-
gruppen" (Ber. d. K. Sächs. Ges. der Wissensch. 1891) c. munkájában [a következőkben mint 
„Grundlagen" idézve] a végtelen folytonos csoportot így definiálja: A végtelen folytonos csoport 
olyan transzformáció-csoport, melynek transzformációit egy parciális differenciálegyenlet-rendszer 
legáltalánosabb megoldásai adják meg, feltéve, hogy ezen megoldások nem csupán véges számú 
paramétertől függnek. Ily módon tehát a véges folytonos csoportoktól különböző, fent megadott 
típusok egyikét kapjuk; megfordítva, a végtelen sok paraméter határesetében a transzformációk 
nem feltétlenül tartoznak egy differenciálegyenlet-rendszernek eleget tenni. 
d2u d2u 1
 Az indexeket hacsak lehet, összegezéskor is — elhagyjuk: így pl. helyett et 
(txpdx,. г)хг 
írunk sít. 4
 Rövid jelölésként dxi . . . dx„, dy, . . . dy„ helyett dx-ct, dy-t írunk. 
5
 A transzformációkban szereplő összes argumentumról (x,u,e,p(x)) feltesszük, hogy 
valósak; az együtthatók azonban lehetnek komplexek. Minthogy azonban végeredményként azo-
nosságok adódnak az x-ekben, н-kban, a paraméterekben, ill. a tetszőleges függvényekben, ezek 
érvényessége komplex értékekre is kiterjed, feltéve, hogy a szereplő függvények mind analitikusak. 
Egyébként az eredmények nagyrésze integrálmentes módon is megalapozható, úgy hogy itt a meg-
alapozáshoz a valós értékekre való korlátozódás nem szükséges. Ezzel szemben úgy látszik, hogy a 2. 
szakasz végén és az 5. szakasz elején közölt megfontolások nem vihetők keresztül integrálmentes 
módszerrel. 
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szerint. Ha feltesszük, hogy a ów-k az összes fellépő deriváltjaikkal együtt az integ-
rációs tar tomány határfelületén eltűnnek, egyebütt azonban tetszőleges értékeket 
felvehetnek, tudvalevőleg a 
ÓI = ôfdx = J . . . J ...Jóu^dx (2) 
eredményt kapjuk, ahol а ф-к a Lagrange-féle kifejezéseket, vagyis a dl — O variációs 
probléma Lagrange-egyenleteinek baloldalát jelölik. Ezen integrális összefüggésnek 
megfelel egy integrálmentes azonosság a ün-kban és azok deriváltjaiban, mely úgy 
áll elő, hogy kiírjuk a határfelülethez tar tozó tagokat . Amint arról parciális integ-
rálással meggyőződhetünk, e határmenti tagok divergenciák, vagyis 
, óa, da„, 
div A = -5—- + . . . + - "' óxx ' 5xm 
alakú kifejezések integráljai, ahol A a őn-kban és azok deriváltjaiban lineáris. így 
kap juk : 
2 «M«; = óf+áivA. „ (3) 
Ha f speciálisan az и függvényeknek csak első deriváltjait tartalmazza, úgy egyszeres 
integrál esetén a (3) azonosság megegyezik a 
egyenlettel, melyet H e u n „Lagrange-féle centrális egyenlet"-nek nevez, «-szeres 
integrál esetén pedig a 
2ФМ = ó f - - -
óxx 
Óf о \ Ó óf \ ... 
T - • • • 1 2 - óUj l (5) 
EÓUJ_ ÓX„ E ÓUJ 
ÓXt I \ ÓXm I 
összefüggésbe megy át . Egyszeres integrál esetén, ha и deriváltjai a я-dik deriváltakig 
bezárólag lépnek fel, (3)-at a következő képlet ad j a meg: 
2 фм = óf-
^ í v / m df я,. 2) df . ( 14 r * ) sf-ü,-1) 
ha pedig az integrál и-szeres; a megfelelő azonosságban А а <5и-к deriváltjait a 
(« — l)-edik deriváltakig bezárólag tartalmazza. Az, hogy a (4), (5), (6) képletekkel 
definiált ф, mennyiségek valóban a Lagrange-féle kifejezések, következik abból, 
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hogy egyrészről ezen képletek jobboldalán а <5г/-к deriváltjai valamennyien kiesnek, 
másrészről teljesül a (2) összefüggés, mely a parciális integrálás eredményeként 
egyértelműen adódik . 
Az alábbiakban a következő két tétellel foglalkozunk: 
I . Ha az / integrál invariáns egy @„ csoporttal szemben, úgy a Lagrange-féle 
kifejezések Q számú lineárisan független kombinációja divergencia alakját ölti, és 
megfordítva: ez utóbbiból következik I invarianciája egy ®p-val szemben. A tétel 
érvényes végtelen sok paraméter határesetében is. 
I I . Ha az I integrál invariáns egy @„ „ csoporttal szemben, melynek transzfor-
mációiban a szereplő tetszőleges függvények deriváltjai a-drendig bezárólag lépnek fel, 
úgy a Lagrange-féle kifejezések és azok deriváltjai között, a a-dik deriváltakig bezá-
rólag, azonosan fennáll о számú összefüggés; itt is érvényes a megfordítás,6 
Vegyes csoportokra mindkét tétel kijelentése érvényes: mind a Lagrange-féle 
kifejezések s azok deriváltjai közöt t fennálló összefüggések, mind pedig az azoktól 
független divergenciarelációk fellépnek. 
Ha ezen azonosságok bir tokában visszatérünk a megfelelő variációs problémára, 
vagyis ф =0-t í runk 7 , úgy az I. tétel az egydimenziós esetben, mikoris a divergencia 
teljes differenciálba megy át, q számú első integrál létezését mond ja ki, melyek 
közöt t mindenesetre fennállhatnak nemlineáris relációk8 ; többdimenziós esetben 
az újabban gyakran „megmaradási tételek"-nek nevezett divergenciaegyenleteket 
nyer jük; a II. tétel azt mondja ki, hogy a Lagrange-egyenletek közül д számú a 
többiből következik. 
А II. tételre — a megfordítás nélkül — a legegyszerűbb példa a Weierstrass-
féle paraméteres előállítás; ez esetben az integrál elsőrendű homogenitás esetén 
tudvalevőleg invariáns, ha az x független változót x-nek egy tetszőleges függvényével 
helyettesítjük, mely u-t változatlanul hagyja (y=p(x); vi(y) = ui(xj). Egy tetszőleges 
függvény lép fel tehát , deriváltak nélkül; ennek megfelel a Lagrange-féle kifejezések 
között fennálló ismert lineáris összefüggés: = Egy további példa: a 
fizikusok „általános relativitáselmélete"; az itt szereplő csoport az x változók 
összes yi=Pi(x) transzformációiból áll, míg az и-к (szokásos jelölésük: g é s qj) 
egy kvadratikus és egy lineáris differenciális kifejezés együtthatóira adódó a 
p(x) tetszőleges függvények első deriváltjait tar ta lmazó — transzformációs kép-
letek szerint transzformálandók. Ennek megfelelően adódik az n ismert összefüggés 
a Lagrange-féle kifejezések és azok első deriváltjai között.9 
Ha a csoportot o lymódon specializáljuk, hogy nem engedjük meg az w(x)-ek 
deriváltjainak felléptét a transzformációkban, ezen kívül kikötjük, hogy a transz-
formált független mennyiségek csak az x-ektől függjenek, az n-któl azonban ne, 
úgy / invarianciájából következik (mint azt majd az 5. szakaszban megmutatjuk) 
a J/ióiii kifejezés, és ugyanígy az I. tételben szereplő divergenciák relatív invarian-
c iá ja 1 0 , hacsak a paramétereket alkalmas transzformációknak vetjük alá. Ebből 
következik még, hogy a fentiekben szereplő első integrálok is invariánsak a csoport-
6
 Bizonyos triviális kivételekre vonatkozóan vö. 1 3 . 
7
 Valamivel általánosabban хр1 = Ъ is írható, vö. 
8
 Vö. 3. szakasz végével. 
9
 Vö. a Klein-féle tárgyalással. 
10
 Azaz: Ey>,ôui elé transzformációkor egy tényező járul . 
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tal szemben. A II. tétel esetében ugyancsak kiadódik a relatív invariancia a Lagrange-
féie kifejezésekre kapott összefüggéseknek a tetszőleges függvények által összekap-
csolt baloldalaira; és ennek következményeként kiadódik még egy függvény, melynek 
divergenciája azonosan eltűnik és amely invariáns a csoporttal szemben; ez az a 
függvény, amely a fizikusok relativitáselméletében a Lagrange-féle kifejezésekre 
nyert összefüggések és az energiatétel között a kapcsolatot létesíti11. A II. tétel 
végül megadja csoportelméleti megfogalmazásban Hilbert egy ezzel összefüggő állí-
tásának bizonyítását, melyszerint a „valódi" energiatételek érvényessége az „általá-
nos relativitás" esetében megszűnik. Ezen kiegészítő megjegyzésekkel az 1. tétel 
magában foglalja az összes, az első integrálokra vonatkozóan a mechanikában 
stb. ismert tételeket, ugyanakkor a II. tételről azt mondhatjuk, hogy az az „általános 
relativitáselmélet" lehető legnagyobb mértékű csoportelméleti általánosítása. 
2. Divergenciarelációk. valamint összefüggések a Lagrange-féle kifejezések között 
Legyen © egy — véges vagy végtelen folytonos csoport; ekkor mindig elér-
hető, hogy az azonos transzformációnak az e paraméterek, ill. a p(x) tetszőleges 
függvények zérus értéke feleljen meg.1 2 A legáltalánosabb transzformáció tehát 
ilyen alakú lesz: 
, / ди \ 
у, = А, lx,u,-^, ... J=xl + Ax,+ ... 
vi(y) — Bi (A, ••• ^ - щ + Ащ-к ... 
ahol Axh Ai/j az £-oknak, ill. a p(x)-eknek és azok deriváltjainak legalacsonyabb 
hatványait tartalmazó tagokat jelentik; fel fogjuk tenni, hogy ezek a tagok az £-okban, 
ill. а /;(л)-екЬеп és azok deriváltjaiban lineárisak. Amint azt a későbbiekben meg-
látjuk, ez nem jelenti az általánosság korlátozását. 
Legyen most az I integrál a © csoportnak invariánsa, vagyis teljesüljön rá az 
(1) összefüggés. Ekkor / speciálisan invariáns a © csoport 
yt = Xi + Ax „ v j y ) = iii + Aui 
infinitezimális transzformációjával szemben, s (1) a 
0 = A I = j . . . f f [ y , v ( y ) , ^ y , . . . j d y 
- J . . . j ' f ( x , u ( x ) , j ± , . . . ^ d x (7) 
11
 Vö. Klein idézett dolgozatával. 
12
 Vö. Lie „Grundlagen", 331. old. Ha tetszőleges függvényekről van szó, úgy a paraméterek 
dp" 
a" speciális értékei rögzített függvényekkel: p". , . . . helyettesítendők: a" + e helyére ennek 
dx 
dp" dp 
megfelelően p" A p(x). 1-— sít. lép. 
dx dx 
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összefüggésbe megy át, ahol az első integrál az x- ta r tománynak megfelelő x + Ax-
tar tományra terjesztendő ki. Ez az integrál azonban az x-tar tományra vonatkozó 
integrállá is átalakítható, tekintetbe véve az infinitezimális Лх-ге érvényes 
/ . , / > ( „ . ( A £ . . > 
I f ( x , v(x), .. J dx 4-1". . . j d i v (fdx) dx (8) 
átalakítást. Vezessük be most Ли, helyett a 
л 
ôUj = Vi(x)-Uj(x) = auí-2 ЛX; (9) 
variációt; ekkor (7), (8) a 
0 = J...J{öf+ d i v (f-Ax)} dx (10) 
összefüggésbe megy át. 
A jobboldalon a függő és független változók egyidejű variációjára vonatkozó 
ismert képlet áll. Minthogy a (10) összefüggés tetszőleges integrációs tar tományra 
teljesül, az integrandusnak azonosan el kell tűnnie; az I invarianciája esetére érvényes 
Lie-féle differenciálegyenletek tehát a 
öf+div (f-Ax) = 0 (11) 
összefüggésbe mennek át. Ha itt ôf-et (3) szerint kifejezzük a Lagrange-féle kifeje-
zésekkel, kapjuk: 
2 fifiu; = d iv В (В = A-f-Ax), (12) 
és ez az összefüggés minden invariáns I integrál esetére egy az összes szereplő argu-
mentumokban fennálló azonosságot fejez ki ; ez az /-re vona tkozó Lie-féle differenciál-
egyenletek keresett a l ak ja 1 3 . 
E l ő s z ö r tegyük fel, hogy ® véges folytonos csoport, v a g y i s egy (У„; m i n t h o g y 
a feltevés szerint Au és Ax az , ..., ee paraméterekben lineárisak, (9) szerint ugyanez 
igaz a őn-kra és azok deriváltjaira is; Л és Я tehát l ineárisak az £-okban. Legyen 
tehát 
_ / 
В = ő(1)£! + ... + ő('-%, ÔU = <5MH> £t + ... + öu^h„, 
ahol <5и(1>, ... az x, u, ... mennyiségek függvényei. E k k o r (12)-ből következnek 
a keresett divergenciarelációk: 
2 фм" = div b(i\ ... 2 •Mwíí') = div b(e\ (13) 
13
 Ama triviális esetben, amikor d i v ( / J x ) = 0 , óu=0, (12) 0 = 0 - b a megy át; ez az eset csak 
akkor következhet be, ha Ax, Au az и-к deriváltjaitól is függnek; az ilyen infinitezimális transzfor-
mációk mindenkor leválasztandók a csoportról s a tételek megfogalmazásánál csak a fennmaradó 
paraméterek vagy tetszőleges függvények száma veendő számításba. A kérdést, miszerint a fenn-
maradó infinitezimális transzformációk továbbra is csoportot alkotnak-e, nyitva kell hagynunk. 
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A Lagrange-féle kifejezések о számú lineárisan független kombinációja tehát 
divergencia alakját ölti; a lineáris függetlenség abból következik, hogy a <5ü=0, 
Ax = 0 egyenletekből (9) szerint egyszersmind Au = 0, Ax = 0, vagyis az infinitezimá-
lis t ranszformációk között egy összefüggés fennállása következnék. A feltevés 
szerint azonban ilyen összefüggés semilyen paraméterértékre nem áll fenn. hiszen 
ha fennál lna egy ilyen összefüggés, az integráció útján újra előálló csoport transz-
formációi g-nál kevesebb számú paramétertől függenének. A ôu = 0, div (fAx)=0 
lehetőséget fentebb kizártuk. Mindeme következtetések végtelen sok paraméter 
határesetében is érvényesek. 
Legyen most (?) egy végtelen folytonos csoport, vagyis egy ekkor du és 
derivált jai , s így В is, ismét lineárisak a p{.x) tetszőleges függvényekben és azok 
der ivál t ja iban 1 4 ; a ów-k kifejezéseit behelyettesítve, mindeddig még (l2)-től függet-
lenül kap juk: 
V / í UK ч CA). . . il A). , öpg>
 w c'p'^l 
2 «А/ ix- --)P (x) + b) (x, u, + ... +c) \x, u, 
A p függvény deriváltjai a parciális integrálás képletének mintáját követve, az 
8rp(x) d'w (p(x, и, . . . ) — ~ — = (— l ) T - ^ - / - / j ( x ) m o d divergenciák 
azonosságnak megfelelően magával /с-vel, továbbá divergenciákkal helyettesíthetők ; 
ez utóbbiak lineárisak p-ben és annak deriváltjaiban. így kapjuk: 
2 <A,<4- = 
2 j ( a K ' V O - f . . . + ( - 1)" ~ ( ^ V i ) } p W + div Г (14) 
és felhasználva a (12) képletet: 
2 - +(- 1у f i = div (В-Г). (15) 
Képezzük most a (15) kifejezés я-szeres integrálját valamely tar tományra és válasszuk 
p(x)-et úgy, hogy az a határfelületen а В — Г kifejezésben fellépő összes deriváltjai-
val együtt eltűnjék. Minthogy egy divergencia integrálja á ta lakí tható határfelületi 
integrállá, (15) baloldalának integrálja ugyancsak eltűnik elegendő számú derivált-
jával együtt a határfelületen el tűnő, egyébként azonban tetszőleges /c(x)-re; az 
ismert következtetések szerint ennek folyománya az integrandus eltűnése minden 
/>(x)-re; így a következő q számú összefüggést kap juk : 
2 фд- f (b\x)ф,) + . . . + ( - 1)" ~ (cíx)фдj = 0 ( A = 1, 2 , . . . , q) ( 16 ) 
, J
 A tétel megfordítása mutatja, hogv nem jelenti az általánosság korlátozását, ha a p-ket 
du 
csak mint az .r-ek. de nem az ». — . . . -ek függvényeit vesszük fel. 
dx 
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Ezek a keresett összefüggések a Lagrange-féle kifejezések és azok deriváltjai között 
az I integrálnak egy csoporttal szemben mutatott invarianciája esetére; a l ineár is 
függetlenség kimutatása a fentiekben követett megfontolás mintájára történhet; 
azt kell tekintetbe vennünk, hogy a gondolatmenet megfordításával visszajutunk 
(12)-höz, továbbá, hogy az infinitezimális transzformációkból kiindulva következ-
tetések vonhatók le a véges transzformációkra vonatkozóan is, amint azt majd a 4. 
szakaszban részletesebben kifejtjük. Ennek megfelelően valamely csoport 
esetében már az infinitezimális transzformációkban is mindenkor Q számú tetszőle-
ges függvény lép fel. A (15) és (16) összefüggésekbó'l ezen kívül következik még a 
d i v ( 5 — Г ) = 0 összefüggés. 
H a egy „vegyes csoport" esetét szem előtt tartva feltesszük, hogy Ax és Au 
az e-okban és a /?(x)-ekben lineárisak, úgy látható, majd a p(x)-eket, majd az e-okat 
téve nullával egyenlővé, hogy mind a (13) divergenciarelációk, mind pedig a (16) 
összefüggések fennállása kiadódik. 
Ahhoz, hogy a tétel megfordítását kimutassuk, először is lényegében végig 
kell mennünk az előbbi megfontolásokon fordított sorrendben. A (13) összefüggések 
fennállásából az e-okkal való szorzás és összeadás útján következtethetünk (12) 
fennállására; a (3) azonosságot tekintetbe véve kapjuk ebből a <5/+div (A — B) = 0 
összefüggést. Legyen most Ax — y (A— B), úgy megkapjuk ( l l ) -e t , végül ebből 
integrációval adódik (7): AI = 0. Igazolást nyert tehát / invarianciája a dx-ek és 
Au-к által meghatározott infinitezimális transzformációkkal szemben, ahol a Au-
kat (9)-en keresztül a dx-ek és a óu-k határozzák meg; a nyert Au-к és dx-ek lineári-
sak a paraméterekben. A d / = 0 összefüggés azonban tudvalevőleg maga után 
vonja I invarianciáját azon véges transzformációkkal szemben, amelyek a 
szimultán differenciálegyenlet-rendszer integrálása útján állnak elő. 
Ezen véges transzformációk q számú paramétert: a1,...,ae tartalmaznak, ti. 
cl í8 ( , • •. j íc p összefüggésben szereplő mennyiségeket. A feltevésből, mely szerint 
a független, (13) típusú divergenciarelációk száma pontosan g, következik továbbá, 
hogy a véges transzformációk, amennyiben a , deriváltakat nem tartalmazzák, 
mindenkor csoportot alkotnak. Az ellenkező esetben ugyanis a Lie-féle zárójeles 
kifejezések képzése út ján nyert infinitezimális transzformációk közül legalább is 
egy nem volna előállítható a többi g számú infinitezimális transzformáció lineáris 
kombinációja alakjában, s minthogy 1 ezen transzformációval szemben is invarianciát 
mutat, a lineárisan független divergenciarelációk száma nagyobb volna g-nál; vagy 
pedig olyan speciális alakú volna ez az infinitezimális transzformáció, hogy fennállna 
reá őu = 0, d i v ( / d x ) = 0 , ekkor azonban dx és Au a feltevéssel ellentétben függ-
nének a deriváltaktól. A kérdést, miszerint bekövetkezhet-e ez az eset, amennyiben 
dx-ben és d«-ban deriváltak lépnek fel, nyitva kell hagynunk: ekkor annak érdeké-
3. A tétel megfordítása véges folytonos csoportok esetében 
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ben, hogy a csoporttulajdonság kiadódjék, a fent meghatározott Ал-ekhez kiegé-
szítésképpen hozzá kellene adni mindazon Ax függvényeket, melyekre div ( / d x ) = 0 
teljesül; az ily módon fellépő' további paramétereket megállapodásszerűen nem 
s z á m o l j u k . Ezzel a tétel megfordítását bebizonyítottuk. 
A tétel megfordításából következik, hogy ténylegesen feltehetjük, miszerint 
Ax és Au lineárisak a paraméterekben. Ha ugyanis Au és Ax az e-okban magasabb-
fokú kifejezések volnának, úgy az e-ok hatványszorzatainak lineáris függetlensége 
folytán (13)-nak teljesen megfelelő összefüggések fennállása következnék, csak éppen 
nagyobb számban, melyekből azután a tétel megfordítása szerint következik / 
invarianciája egy olyan csoporttal szemben, amelynek infinitezimális transzfor-
mációi a paramétereket lineárisan tartalmazzák. Legyen ez a csoport pontosan q 
paraméteres; az eredetileg az £-ban magasabbrendű tagokon keresztül nyert diver-
genciarelációk között ekkor lineáris összefüggéseknek kell fennállniok. 
Meg kell még jegyeznünk, hogy abban az esetben, ha Ax és Au az n-k derivált-
jait is tartalmazzák, a véges transzformációk az и-кпак végtelen sok deriváltjától 
d2x- d2u-
függhetnek; a (17) képlet integrálása ebben az esetben f f f i meghatározá-
J du i дАи du dAx, , , 
sakor a A\-z— =7; > «—2 eredmenyre vezet, vagyis az t/-k szereplő }dxx ! dxx Г dxx dxx 
deriváltjainak száma minden lépésben növekszik. Egy példa: 
Minthogy egy divergencia Lagrange-féle kifejezései azonosan eltűnnek, a tétel 
megfordítása még a következőket is muta t j a : Ha valamely I integrál invariáns egy 
® e csoporttal szemben, úgy minden olyan integrál, mely /-tői csupán egy határ-
felületre vonatkozó integrálban, azaz: egy divergencia integráljában különbözik, 
ugyancsak invarianciát mutat , ugyanazon őu-k mellett, egy @e csoporttal szemben, 
mely utóbbinak infinitezimális transzformációi általában tartalmazni fog ják az и-к 
deriváltjait. így pl. a fenti példához kapcsolódva megjegyezzük, hogy az f* = 
infinitezimális transzformációkkal szemben, míg viszont az /-nek megfelelő infini-
tezimális transzformációkban и deriváltja is fellép. 
Fordítsuk most figyelmünket a variációs problémára, vagyis legyen 1/^=0 1S, 
ekkor (13) átmegy a div Д(1> = 0, ..., div ß ( ( ? ) =0 egyenletekbe, melyeket sokszor 
„megmaradási tételek"-nek neveznek. Az egydimenziós esetben innen Я ( 1 ) = const, 
..., j5 ( ç )= const következik, s itt а Я mennyiségek (mint azt (6) mutatja) az и függ-
vényeknek legfeljebb (2x — l)-edik deriváltjait tartalmazzák, feltéve, hogy zl//-ban 
15
 A v'i = 0, vagy általánosabban а цн — Tt összefüggéseket, ahol a 7",-k újonan fellépő függ-
vények, a fizikában „téregyenletek"-nek nevezik. A yii = 7i esetben a (13) azonosságok a div В (Д) = 
= £T lôu fA ) egyenletekbe mennek át. melyeket a fizikában ugyancsak megmaradási tételeknek 
neveznek. 
ф = —u", I/I-X = — (и — u'x), ÓU = XE, 
választás mellett az invariancia fennáll a Au = xe, Ax = 0 
15 
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és zLv-ben nem szerepelnek az /-ben is fellépő y.-dik deriváltaknál magasabbrendű 
deriváltak. Minthogy i/t-ben általában 2*:-drendig szerepelnek deriváltak1 6 , kiadódott 
g számú első integrál létezése. Mint a fent példaként közölt / mutat ja , ezek között 
nemlineáris összefüggések fennállhatnak. Valóban: a lineárisan független Au = ex, 
AX = E2 transzformációknak a lineárisan független t/" = — и', u" • u' = - — (и')2 
ax 2 ax 
összefüggések felelnek meg, az w'=const . , t / ' 2 = c o n s t első integrálok között azon-
ban fennáll egy nemlineáris összefüggés. Itt ama elemi esettel állunk szemben, 
amikor Au. Ax nem tartalmazzák и deriváltjait.17 
4. A tétel megfordítása végtelen folytonos csoport esetében 
Mindenek előtt mutassuk meg, hogy Ax és Au linearitásának feltevése nem 
jelenti az általánosság korlátozását; ez itt a tétel megfordítása nélkül is kiadódik 
azon tényből, hogy a ©„,, csoport д és csak д tetszőleges függvénytől függ formálisan. 
Azt találjuk ugyanis, hogy ha nemlinearitás állna fenn, úgy a transzformációk 
egymást követő alkalmazása esetén, mikor is a legalacsonyabbrendű tagok össze-
adódnak, a tetszőleges függvények száma megnövekednék. Valóban, legyen 
У = А [ x , и, ~ , . . . ; p j = x + 2 Ф , •)PV + b(x, u, ...)/+-1 + 
+ + - + ( / ( ... (г = (р'ф...(
р
щ+); 
hasonló kifejezés írható fel v = В (x, u, ... ; p)-re is; alkalmazzuk most a 
további z = A^y,v, 'd, ...; q^ transzformációt és írjuk legalacsonyabb rendben: 
d P Y , „ v - 2 / a 4 2 
Ha itt valamelyik, az a-tól és а ó-től különböző együttható nem zérus, vagyis tényle-
(dp\a ( dq\" 
gesen fellép egy alakú tag, ahol c r > l , úgy ez a tag nem 
írható fel egyetlen függvény vagy ilyenből képezett hatványszorzat differenciál-
hányadosa alakjában; tehát a tetszőleges függvények szama, ellentétben a feltevés-
16
 Hacsak / a y.-dik deriváltakban nemlineáris. 
17
 Fennáll egyébként »'A = const. minden ).-ra az 
1 d 
и"(и'У-- i — («')'• 
A dx 
összefüggésnek megfelelően, 
to 
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sei, megnövekedett . Ha az я-tól és a b-tői különböző együtthatók mind eltűnnek, 
úgy a második tag a v ( v, kitevők értékeiről függően vagy differenciálhányadosa 
lesz az elsőnek (mint pl. egy ©„ i esetében mindig), vagyis a linéarités valóban 
fennáll, vagy pedig itt is bekövetkezik a tetszőleges függvények számának meg-
növekedése. — Az infinitezimális transzformációk tehát , minthogy a p(x)-ekben 
lineárisak, egy lineáris parciális differenciálegyenlet-rendszernek tesznek eleget; és 
minthogy a csoport tulajdonság fennáll , Lie definíciója szerint (Grundlagen, § 10) 
egy „végtelen infinitezimális t ranszformáció-csoport"-ot alkotnak. 
A tétel megfordítása hasonlóan adódik, mint a véges folytonos csoportok eseté-
ben. A (16) összefüggés fennállásából kiindulva а /?(Я)(л')-екке1 való szorzás és össze-
adás útján, a (14) azonos átalakítás tekintetbe vételével а 2Г
 f = div Г egyenletre 
j u t u n k ; ennek felhasználásával határozzuk meg mint a 3. szakaszban — a Ax 
és Au mennyiségeket és következtetünk i invarianciájára ezen infinitezimális transz-
formációkkal szemben, melyek a Q számú tetszőleges függvénytől és azok derivált-
jaitól — a (j-drendü deriváltakig bezárólag — valóban lineárisan függenek. Az a 
következtetés, miszerint ezek az infinitezimális transzformációk, amennyiben a 
deriváltakat nem tartalmazzák, bizonyosan egy csoportot képeznek, abból 
dx 
adódik — akárcsak a 3. szakaszban — hogy az ellenkező esetben a transzformációk 
egymást követő alkalmazásának eredményeképpen több tetszőleges függvény lépne 
fel, holot t a feltevés szerint a (16) összefüggések száma pontosan q; az infinitezi-
mális t ranszformációk alkotta csoport tehát egy „végtelen infinitezimális transzfor-
máció-csoport". Egy ilyen csoport azonban egy bizonyos, a Lie-féle értelemben 
vett „véges transzformációk © végtelen c s o p o r t j á é n a k legáltalánosabb infinitezi-
mális transzformációiból áll (Grundlagen, Vil . tétel, 391. old.); ®-t éppen ez a körül-
mény definiálja. Minden véges transzformáció infinitezimális transzformációkból épül 
fel (Grundlagen. §7 ) 1 8 , vagyis a 
szimultán differenciálegyenlet-rendszer integrálása út ján áll elő, ahol azonban szük-
ségesnek muta tkozhat , hogy a tetszőleges /?(.v)-eket még /-tői is függőnek tekintsük. 
A © csoport tehát valóban Q számú tetszőleges függvénytől függ; h a s p e c i á l i s a n e lég-
séges p(x)-et /-tői függetlennek választani, úgy ez a függés a q(x) = tp(x) tetszőleges 
du 
függvényekben analit ikus lesz.19 H a fellépnek a ^
 : , ... deriváltak is, úgy szükséges-
nek bizonyulhat kiegészítésképpen bevezetni további, a öu = 0, div (fAx) = 0 fel-
tételeknek megfelelő infinitezimális transzformációkat, mielőtt ezen következteté-
seket levonhatnók. 
18
 Ebből speciálisan következik, hogy egy csoport Ах, Iи infinitezimális tianszformációi-
ból generált © csoport ismét visszavezet @«,e-hoz. A'@è«, csoport ugyanis nem tartalmaz a Év-
ektől és a :1«-któl különböző, tetszőleges függvényektől függő infinitezimális transzformációkat, 
de nem tartalmazhat azoktól független, bizonyos*paramcterektől függő infinitezimális transzfor-
mációkat sem, minthogy ez esetben vegyes csoport volna. Az infinitezimális transzformációk azonban 
a fentiek szerint a véges transzformációkat egyértelműen meghatározzák. 
19
 A kérdést, hogy vajon ez az eset mindig bekövetkezik-e. más megfogalmazásban Lie vetette 
fel (Grundlagen, § 7 és § 13 vége). 
ti 
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Lie egy példájához kapcsolódva (Grundlagen, § 7) bemuta tunk egy meglehetó'sen 
á l ta lános esetet, melyben egészen az explicit képletekig el juthatunk, amelyek nyom-
ban megmutat ják, hogy a tetszó'leges függvények deriváltjai c-edrendig lépnek fel; 
ez esetben tehát a megfordí tás teljes. Ez az eset : olyan infinitezimális transzformációk 
csoport jai , melyeknek az x-ek összes t ranszformációinak, valamint az и-к ezúton 
„ i n d u k á l t " t ranszformációinak csopor t ja felel meg; az и-к olyan transzformációiról 
van tehát szó, melyeknél Au, s következésképpen и is, csak a dx-ekben fellépő tet-
du 
szőleges függvényektől függ; itt feltesszük még, hogy a deriváltak dn-ban 
ox 
nem lépnek fel. í rha t juk tehát : 
dX| = pV>(x), AUj = Д j a « ( x , u)pW + bW . . . 
Minthogy a d x = p ( x ) infinitezimális t ranszformációk az összes x = y+g(y) alakú 
t ranszformációkat generálják, tetszőleges g(y)-nal, p(x) függése /-tői felvehető 
olyan alakban, hogy eredményként az 
Xi = yi + t-gi(y) (18) 
csopor to t nyerjük, mely / = 0 esetén az azonosságba, / = 1 esetén pedig a keresett 
x = y+g(y)-ba megy át. A (18) összefüggést differenciálva ugyanis kap juk : 
dx 
^ = g i ( y ) = P ( 4 x , t ) ; (19) 
a p(x, /) függvény (18) megfordí tásán keresztül kifejezhető g(y)-nal; megfordítva 
(19)-ből (18) az X j = y i , ha / = 0 mellékfeltétel tekintetbe vételével áll elő, mely a 
(19) egyenlet integrálját egyértelműen meghatározza. A (18) képlet a lapján dn-ban 
az x-ek helyettesíthetők az у „integrációs á l landókkal" és /-vei; a g(y) függvények 
deriváltjai itt pontosan c-d rendig bezárólag lépnek fel, mikor is ЁЕ. — у ËJL + ^ - b e n 
ox dyx ox 
a +^-eke t a ^ - o k k a l fejezzük ki, á l ta lában pedig L ^ - t a — , ..., ^ , . . . , 
ox oy ox" oy oy oy" 
mennyiségekkel kifejezett alakjával helyettesítjük. Az и-к meghatározására a 
egyenletrendszer adódik, melyben csupán / és az и-к változók, a g ( y ) , ... mennyiségek 
viszont együtthatók szerepét já t szák; az integráció tehát a következő eredményt 
a d j a : 
A nyert t ranszformációk tehát a tetszőleges függvények deriváltjait pontosan o-drendig 
bezárólag tartalmazzák. Az azonosság (18) szerint a g ( j ) = 0 esetben adód ik ; a 
csoport tula jdonság abból következik, hogy a megadot t eljárás minden x = y+g(y) 
16 
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transzformációt kiad, miáltal az м-kon indukált transzformáció egyértelműen meg 
van határozva; a nyert transzformációk a © csoportot tehát kimerítik. 
A tétel megfordításából mellékesen következik, hogy nem jelenti az általánosság 
korlátozását, ha a tetszőleges függvényeket csak mint az x-ek, de nem az w, — , . . . 
mennyiségek függvényeit vesszük fel. Az utóbbi esetben ugyanis a (14)-hez vezető 
dpw dp(>) 
azonos átalakításban, tehát (15)-ben is, pw-n kívül még a = — , — — , ... deriváltak 
cu . ou 
ô t x 
is fellépnének. Vegyük fel most szukcesszive a p<2)-kat az u, , ... függvényekben 
nullád-, első-, . . . -fokúnak, x tetszőleges függvényeivel, mint együtthatókkal; ekkor 
ismét (16) típusú összefüggések adódnak, csak éppen nagyobb számban, melyek 
azonban a tételnek a fentiekben bebizonyított megfordítása szerint csak x-től függő 
tetszőleges függvényekkel egybefoglalva visszavezetnek az előbbi esethez. Ugyanígy 
megmutatható, hogy a Lagrange-féle kifejezéseket összekapcsoló összefüggések és 
az azoktól független divergenciarelációk egyidejű fennállásának vegyes csoportok 
felelnek meg.2 0 
2 0
 Mint a 3. szakaszban, a tétel megfordításából most is következik, hogy / mellett minden 
olyan I* integrál is, melytől egy divergencia integráljában különbözik, ugyancsak invariáns egy 
végtelen folytonos csoporttal szemben, ugyanazon du-к mellett, de amelynek 1лг, Iи infinitezimális 
transzformációi általában tartalmazni fogják az и-к deriváltjait. Egy ilyen I* integrált vezetett be 
Einstein az általános relativitáselméletben, hogy az energiatételek egyszerűbb megfogalmazását 
nyerje. Most megadjuk azon infinitezimális transzformációkat, amelyekkel szemben ez az I* invari-
áns; a jelölés tekintetében pontosan Klein idézett dolgozatának1 jelöléseihez tartjuk magunkat . 
Az / = / . . . $Kd(o=/... /kdS integrál invariáns a w-k összes transzformációinak s a gHV-к ily 
módon indukált transzformációinak csoportjával szemben; ennek megfelelnek a következő össze-
függések (Klein (30) képlete): 
2 
Legyen most I* =J... fű*dS, ahol k* = S + div, s így £*V = ÍUV; itt mindenkora Lagrange-
féle kifejezéseket jelentik. A fent megadott összefüggések egyszersmind összefüggések a ft*v -okra 
vonatkozóan is; p'-val való szorzás és összeadás, valamint a szorzatdifferenciálás szabályainak 
fordított irányú alkalmazása útján kapjuk: 
«5Ä* +d iv ( 2
 = 
Ezt egybevetve a + div (Ä»Aco) = 0 Lie-féle differenciálegyenlettel, kapjuk: 
Ezek azok az infinitezimális transzformációk, amelyekkel szemben I* invariáns; a g"v-k első és 
második deriváltjaitól függnek, s a tetszőleges p mellett annak első deriváltját is tartalmazzák. 
13 
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5. Az összefüggések egyes részeinek invarianciája 
Specializáljuk a © csoportot a legegyszerűbb, szokásosan vizsgált esetre azáltal , 
hogy k iköt jük: a t ranszformációkban и deriváltjai ne szerepeljenek, továbbá hogy 
a transzformált független vál tozók csak az x-ektő l függjenek, az w-któl a z o n b a n 
ne. Ekkor következtetéseket lehet levonni a képletek egyes részeinek invarianciájára 
vonatkozóan. Mindenekelőtt ismert következtetések segítségével megállapíthatjuk, 
hogy j ...JiXif/fujdx invariáns, vagyis: megállapí that juk Хф fi и
 t relatív invarian-
ciá já t 2 1 , ahol S valamilyen variációt jelent. Egyrészről fennáll ugyanis 
« - f • • • ! « { * • * & W - / 4 - I • • > • 
másrészről a h a t á r o n eltűnő öu, ö ~ , ... esetén, aminek a du, ö У , ... mennviségek 
ex dx 
lineáris, homogén transzformációja folytán a ha t á ron eltűnő Öv, дУ, ... felel meg, 
í rha tó : 
j . . I ö f ( x , ...\dx = j".... j ( 2 > f ( w , •• f ö u j d x . 
/ . , / " 4 v , ^ , . . } ) d y = j . . . / (2ФМ —)öv,) dy; 
öu 
következésképpen a határon e l tűnő öu,ö^~, ... mellett fennál l : 
ox 
f - f ( 2 U u , •:)óui)dx=j...J\2^M ...)öví)dy= 
dyt 
дх
х 
dx. 
Fejezzük ki a harmadik integrálban az y, v, öv mennyiségeket az x, u. öu mennyisé-
gekkel, és tegyük azt egyenlővé az első integrállal; így az 
J - f(2Xi(.u, ...)ôu,)dx = 0 
összefüggést kap juk , ahol öu a határon el tűnik, egyébként azonban tetszőleges; 
ebből ismert m ó d o n következik az integrandus eltűnése tetszőleges öu-ra; a öu-kban 
azonosan teljesül tehát a 
2Фс(и, ...)&!,= J g . \ ...)ôv,) 
21
 Azaz: Xtpiöui elé a transzformáció eredményeként egy tényező já ru l ; ezt az algebrai invari-
ánselméletben mindig is relatív invarianciának nevezték. 
14 
INVARIÁNS VARIÁCIÓS PROBLÉMÁK 5 8 9 
összefüggés, mely Xipfiu, relatív invarianciáját s következésképpen / . . . / ( X i j i f i u j d x 
invarianciáját mondja ki.22 
Ahhoz, hogy ezt az eredményt a levezetett divergenciarelációkra s a Lagrange-
féle kifejezések között talált összefüggésekre alkalmazhassuk, először is ki kell 
mutatnunk, hogy a Ли-ból és dx-ből levezetett Óit valóban a <5и variációk transzfor-
mációs törvényeinek tesz eleget, hacsak a ón-ben fellépő paraméterek, ill. tetszőleges 
függvények meghatározása olymódon történik, hogy azok megfeleljenek az y-hoz 
és u-hez tartozó infinitezimális transzformációk hasonló csoportjának. Jelölje 
ama transzformációt, mely x-et és u-t y-ba és n-be viszi át ; 3% legyen egy az x-hez 
és H-hoz tartozó infinitezimális transzformáció; ekkor az ehhez hasonló, y-hoz és 
u-hez tartozó infinitezimális transzformációt = adja; itt az r paramétere-
ket, ill. tetszőleges függvényeket p és q határozzák meg. Képletek segítségével ez 
így fejezhető ki: 
X p : £ = x + 4x(x , p), и* — и + Au(x, и, p)\ 
У = -4(x, q), v = B(x, и, q)\ 
Х
ч
2„: q = A(x+A(x,p).q), v* = B(x + Ax(p), u+ Au(p). q). 
Innen azonban már megkapható = ' ; í rhat juk: 
q = y + Ay(r), v* — v + Av(r), 
ahol is 2,, megfordításának megfelelően az x-eket az y-ok függvényeinek tekintjük 
és az infinitezimális tagokra szorítkozunk; így adódnak az 
П = у + Ау(г) = y + ) Ax(p), 
v* = v + Av(r) = £ + 2 dB{*'xU'q) A x ( p ) + y ÔB(X>uU>q) Ati(p) ( 2 0 ) 
azonosságok. Helyettesítsük most itt £ = х + Лх-et £ —zl£-vel, miáltal £ átmegy 
x-be, vagyis Ax eltűnik; a (20) alatti első képlet szerint q ismét y = q -Aq-Ъа megy 
2 2
 Ezek a következtetések nem a lka lmazha tók , ha v az «-któl is függ, minthogy ekko r 
( dv \ ~df 
öf\y,v,—,... -ban 2, — ()y t ípusú tagok is fellépnek, s igy a divergenciák bevezetésével elvég-
V ду I dy 
zet t á ta lakí tások nem vezetnek a Lagrange-féle kifejezésekre; ugyanez a helyzet, ha megengedjük 
du 
a z «-к derivált jainak fel léptét ; ez esetben ugyanis a óu-k a ów-knak, о — e k n e k , . . . lesznek lineáris 
dx 
kombináció i , tehát csak egy további parciál is integrálás u t án kapunk egy I ... f(X/,(u, ...)öu)dx= 0 
azonosságo t , s így a jobbolda lon ismét nem a Lagrange-féle kifejezések lépnek fel. 
A kérdés, miszerint [•••[ (XBp,6ut)dx invar ianciájából mindjár t következtethetünk-e 
divergenciarelációk fennál lására , a megford í tás szerint egyértelmű azzal, hogy következtethetünk-e 
a b b ó l I invarianciájára egy olyan csopor t t a l szemben, mely nem feltétlenül ugyanazon l«-kra és 
lx-ekte , de b izonyosan ugyanazon óí/-kra vezet. Egyszeres integrál és első der ivál takat ta r ta lmazó 
/ , valamint véges fo ly tonos csoport speciális esetében a Lagrange-féle kifejezések invarianciájából 
következtetni lehet első integrálok létezésére (vő. pl. Engel. Gö t t . Nachr . 1916, 270. о.). 
10 Fizikai Folyóirat X I / 6 
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á t ; ha tehát ez a helyettesítés Au(p)-1 <5n0?)-be viszi át , úgy Av(ij is űr(r)-be megy 
át, és (20) második képletéből k a p j u k : 
о + m y , » » r) = v+z d B { x : u ' q ) mp\ 
őv(y, v, „.., г) = 2~^-0и
х
(х, 
vagyis a variációkra vonatkozó transzformációs képietek ténylegesen teljesülnek, 
hacsak a ôv-ket az r paraméterektől, ill. tetszőleges függvényektől függőknek 
tekintjük.23 
Speciálisan következik tehát Zipjóui relatív invarianciája, továbbá (12) szerint, 
minthogy a divergenciarelációk y-ban és u-ben is teljesülnek, div В relatív invarianciája 
is; (13) és (14) szerint következik ezen kívül div Г, valamint a Lagrange-kifejezésekre 
nyert összefüggések p w - k a i összekapcsolt baloldalainak relatív invarianciája, aholis 
azonban a transzformált képletekben a tetszőleges p (x)-ek (ill. a paraméterek) 
mindenkor az r-ekkel helyettesítendők. Kiadódik továbbá még а В — Г nem azonosan 
eltűnő, de azonosan eltűnő divergenciájú függvényrendszer divergenciájának, 
div ( 5 — Г)-пак relatív invarianciája is. 
A div В relatív invarianciájából egydimenziós esetben és véges folytonos cso-
por tnál még egy következtetés levonható az első integrálok invarianciájára vonat-
kozóan. Az infinitezimális t ranszformációnak megfelelő paraméter-transzformáció 
(20) szerint lineáris és homogén, s az összes t ranszformáció megfordíthatósága 
folytán az £-ok ugyancsak lineárisak és homogének lesznek az £* transzformált 
paraméterekben. Bizonyosan megmarad ez a megfordíthatóság akkor is, ha i/r=0-t 
í runk, minthogy (20)-ban az и deriváltjai nem szerepelnek. Ha a 
dy 
d i v B(x, u, . . . , £ ) = -r— • d iv B(y, V, ...,£*) 
képletben a megfelelő £*-ok együtthatóit egyenlővé tesszük egymással, a 
— B{'\y, v, ...) mennyiségek ugyancsak homogén lineáris függvényei lesznek a 
uy 
~ Bw(x, u, ...)-nak, tehát 4- 5<Я)(х, u, . . . ) = 0-ból vagy B(ÍLHx, u, . . .) = const-ból 
dx dx 
egyszersmind — B{'4y, v, . . . ) = 0 vagy 5 ( Я )(у, v, ...) — const is következik. a q 
dy 
számú első integrál, melyek egy (5>e csoportnak felelnek meg, ugyancsak mindenkor 
invariáns a csoporttal szemben, ami a további integrálást is leegyszerűsíti. A leg-
egyszerűbb példa erre, ha / az x-et vagy valamelyik n-t nem tartalmazza, ami a 
Ax
 =
 g, Au—0, ill. zlx = 0, Au = e infinitezimális t ranszformációknak felel meg. 
2 3
 Ismét az adódik, hogy fel kell tennünk, miszerint у független az n-któl stb. , különben 
következtetéseink nem érvényesek. Példaként megemlítjük a Klein által megadott ó e ^ - k e t és öqe-
kat, melyek eleget tesznek a variációkra vonatkozó transzformációknak, hacsak a p-ket vektorként 
transzformáljuk. 
16 
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E k k o r ôи = ill. =£> és minthogy В az f-bői és (5м-Ь01 differenciálások és 
racionális kifejezések képzése ú t j án származtatható le, maga sem tartalmazza az 
v-et, ill. az M-t s így invariáns a megfelelő csopor t ta l szemben.24 
6. Hilbert egy állítása 
A fentiekből végül kiadódik még Hilbert egy állításának bizonyítása, mely a 
„va lódi" energiatételek érvényességének megszűnése és az „á l ta lános relativitás" 
kapcsolatára vonatkozik (lásd Klein dolgozatát a Göt t inger Nachr. 1917. évfolyamá-
ban) , mégpedig általánosított csoportelméleti megfogalmazásban. 
Legyen az I integrál invariáns egy csoport ta l szemben, és ©„ legyen egy 
a tetszőleges függvények specializálása útján előálló véges folytonos csoport, tehát 
@„ e -nak egy alcsoport ja . A végtelen folytonos csoportnak (16) típusú össze-
függések, a véges folytonos ©„-nak (13) típusú divergenciarelációk felelnek meg; 
s megfordítva, valamilyen divergenciarelációk fennállásából következik / inva-
rianciája egy véges folytonos csoport ta l szemben, mely ©„-val a k k o r és csak akkor 
egyezik meg, ha а <5м-к lineáris kombinációi a ®„-ból adódó дм-пак. A 0% -val 
szemben muta to t t invariancia nem vezethet tehát a (13)-tól kü lönböző divergencia-
relációkhoz. Minthogy azonban (16) fennállásából / invarianciája a ©„„ csoport 
Ax, Au infinitezimális transzformációival szemben tetszőlegesp(x) mellett következik, 
következik tehát a ©„-nak a specializáció útján a d ó d ó infinitezimális transzformációi-
val, következésképpen magával ©„-val szemben is. A 2 ф
 г
0и\Х) — di\ Bwdivergencia-
relációknak tehát a (16) összefüggések következményeinek kel' lenniök, mely utóbbiak 
így is írhatók: 2ф 1 а ( Н =d iv x w , aho l а /(Я>-к a Lagrange-féle kifejezésekből és azok 
deriváltjaiból képezett lineáris kombinációk. Minthogy а ф-к mind (13)-ban, mind 
(16)-ban lineárisan szerepelnek, speciálisan a divergenciarelációknak is a (16) össze-
függések lineáris kombinációi a l ak jában kell adódn iok ; ily módon k a p j u k : div 0 (Я) = 
= div (Га^ (х )); s а В{>)-к eszerint lineárisan épülnek fel a '/.-bők azaz : a Lagrange-
féle kifejezésekből és azok deriváltjaiból, továbbá el tűnő divergenciájú függvények-
ből, amilyen pl. a 2. szakasz végén fellépett В — Г kifejezés, melynek divergenciája 
zérus és egyszersmind invarianciát muta t . Az olyan divergenciarelációkat, melyeknél 
а 5<Я)-к a m o n d o t t módon felépíthetők a Lagrange-féle kifejezésekből és azok 
deriváltjaiból, „ impropr ius" relációknak fogjuk nevezni, míg az egyéb fajta reláció-
kat „valódi" divergenciarelációknak mondjuk. 
Ha megfordítva a divergenciarelációk lineáris kifejezései a (16) össze-
függéseknek, vagyis „ impropr iusak" , úgy a @TCC,-val szemben m u t a t o t t invarianciá-
ból következik az invariancia ©„-val szemben, ahol a ©„ csoport alcsoportja ©„„-
24
 Azokban az esetekben, amelyekben már f(2y)tôui)dx invarianciájából első integiálok 
létezése következik, ezek nem invaiiánsak a teljes 6ie csoporttal szemben; pl. f(u"ôu)dx invariáns 
a Ax = e2. Au = ei + X£3 infinitezimális transzformációkkal szemben, míg az ii—u'x = 0 első 
integrál, mely a / lx = 0, Au=xe3 transzformációknak felel meg, a másik két infinitezimális transzfor-
mációval szemben nem invariáns, minthogy mind az «-t, mind az x-et explicite tartalmazza. Ezen 
első integrálnak olyan, az f-re vonatkozó infinitezimális transzformációk felelnek meg, amelyek 
deliváltakat tartalmaznak. Látható tehát , hogy j...f(2y>,ôu,)dx invarianciája mindenesetre 
kevesebbet jelent, mint t invarianciája; ez a megjegyzés kapcsolódik a 22 alatt felvetett kérdéshez. 
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nak. Egy (&a véges folytonos csoportnak megfelelő c/ivergenciarelációk te/iát akkor 
és csakis akkor impropriusak, ha alcsoportja egy végtelen folytonos csoportnak. 
mellyel szemben / invariáns. 
A csoportokat specializálva adódik innen Hilbert eredeti állítása. „Eltolás-
csoport"-on a következő' véges folytonos csoportot é r t jük : 
azaz : 
y. = xi + ej, vfy) = llfx), 
Axi = e„ Au, = 0. ôu, = - Z - — - с . 
Az eltoláscsoporttal szemben mutatott invariancia tudvalevőleg azt jelenti, hogy 
/=/... I fix, и, ... \dx integrandusában az x-ek explicite nem lépnek fel. 
Ш -
A megfelelő n számú 
= ( 1 = 1 , 2 , . . . , « ) 
divergenciarelációt nevezzük „energiarelációk"-nak, minthogy a variációs problé-
mának megfelelő d i v ß ( ; ) = 0 „megmaradási tételek" az „energiatételek"-nek, a 
B(X)-к az „energiakomponensek"-nek felelnek meg. Ekkor fennáll t ehá t : Ha l 
invariáns az eltoláscsoporttal szemben, úgy az energiarelációk akkor és csak akkor 
lesznek improprius relációk, ha I invariáns egy végtelen folytonos csoporttal szemben, 
mely az eltoláscsoportot mint alcsoportot tartalmazza.25 
Ilyen végtelen csoportokra egy példa: az x-ek összes transzformációi, és az 
ií(x)-eken indukált azon transzformációk, amelyekben a p ( x ) tetszőleges függvények-
nek kizárólag a deriváltjai lépnek fel; az eltoláscsoport а ри\х)=г, specializáció 
útján adódik; nyitva kell azonban hagynunk a kérdést, hogy vajon ezzel és 7-nek 
egy határmenti integrál hozzáadása által történő megváltoztatása útján létrejövő 
csoportokkal a legáltalánosabb ilyen csoportokat adtuk-e meg. A mondot t 
fajtájú indukáit transzformációkat nyerünk, ha az w-kat egy „teljes differenciál-
kifejezés" azaz: egy Eadxx, + Ebdx~1xidxy +... kifejezés, mely a i/x-eken kívül 
magasabb differenciálokat tartalmaz - együtthatóira érvényes transzformációknak 
vetjük a lá ; speciálisabb indukált transzformációk adódnak, melyeknél a /?(x)-eknek 
csupán az első deriváltjai lépnek fel, ha közönséges Iсdxir -.dxh differenciálkifeje-
zések együtthatóinak transzformációit tekintjük, s rendszerint csak ilyeneket vizs-
gáltak. 
Egy további csoport a mondott fa j tából mely a logaritmikus tag fellépte 
folytán nem lehet valamely differenciálkifejezés együtthatóinak transzformáltja 
a következő: 
dy 
y = x + p ( x ) , v, = wf + lg ( l +p'(x)) = + 
2 5
 A klasszikus mechanika s ugyanígy a régi „relativitáselmélet" (ahol is Edx2 invariáns) 
energiatételei „valódiak", minthogy ott nem jépnek fel végtelen folytonos csoportok. 
f û f f â se. ; 
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az infinitezimális transzformációk : 2 6 
A x —p(x), Aut= p'(x), 
és 
ôu, = p'(x)- it'ip(x). 
A (16) összefüggések most: 
0 
és az improprius energiarelációk: 
dl ill. 4- rnncí) \ 
Egy egyszerű integrál, mely a csoportnak invariánsa: 
/ = Í 4 ~ d x . j u\-ui 
A legáltalánosabb / a (11) Lie-féle differenciálegyenlet: 
ö f p - f u a x ) = 0 
dx 
integrálása út ján határozható meg. Ezen egyenlet Ax és du behelyettesítésével, fel-
tételezve, h o g y / csak az u-k elsó' deriváltjaitól függ. a következő' egyenletben megy 
át : 
I p W + Í 2 £ - I + / W > + í 2 i U = о dx ( du( du! J t 3ní 
(/?(x)-ben, //(.vj-ben és />"(x)-ben azonosan). Ezen egyenletrendszernek már két 
//(x) esetére vannak olyan megoldásai, melyek a deriváltakat valóban tartalmazzák, 
ti.: (
e-U 1 
U1 — 7/2 , 7 
7/1 - 7/2 
ahol Ф a megadott argumentumok tetszőleges függvénye. 
Hilbert kijelenti, hogy a valódi energiatételek érvényességének megszűnése 
jellegzetes ismertető jegye az „általános relativitáselmélet"-nek. Ahhoz, hogy ez a 
kijelentés szószerint érvényes legyen, az „általános relativitás" elnevezést a szokásos-
nál tágabb értelemben kell felfognunk, kiterjesztve azt az előzőkben tárgyalt, n 
számú tetszőleges függvénytől függő csoportokra is.27 
26
 Ezen infinitezimális transzformációkból a véges transzformációk visszafelé a 4. szakasz 
végén megadott módszerrel számíthatók ki. 
27
 Ezzel ismét alátámasztást nyert Klein egy megjegyzésének helytálló volta, mely szerint 
a fizikában használatos „relativitás" szó az „egy csoporttal szemben mutatot t invariancia" kifejezés-
sel helyettesítendő. (Uber die geometrischen Grundlagen der Lorentzgruppe. .Thrber. d. d. Math . 
Vereinig. Bd. 19 287. o. 1910; megjelent: Phys. Zeitschrift.) 
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